Calculo Diferencial e Integral IV - MAC248

N% Instituto de Matemaética - IM/UFRJ
Gabarito prim. prova unificada - Escola Politécnica / Escola de Quimica -20/10/2009 '

Questao 1: (2.0 pontos)
Classifique as séries abaixo em absolutamente convergente, divergente ou condicionalmente conver-
gente. Justifique as suas afirmagoes.

[e.e]

(—1)"nlnn
(a) (1.0 ponto) ; W
Solucgao:
( ) Vamos mostrar que esta série é absolutamente convergente, isto é, que a série Z —(:fg
é convergente.
Temos que, para todo n > 1, (:fgg < n:;n = 12;1 e, portanto, pelo teste da compara-

¢ao, basta mostrar que a série E — ¢é convergente.
n?

n=1
[eS)

N nn ~ .
Para mostrar a convergéncia de E —- temos, pelo menos, trés alternativas:
n
n=1
(o]

e Alternativa 1: Consideremos a série E . Esta é igual a duas vezes a p-série de

2
n3/2
n=1
ordem 3/2, que é convergente pois 3/2 > 1. Vamos mostrar que Inn < 2n1/?

1
n > 1: Seja a fun¢do f(z) = Inx — 22'/2. Temos que f(1) < 0e f'(z) = —(1 — 2'/?)
T

que é negativo para x > 1 e, portanto, f(x) < 0 para todo x > 1. Com isso podemos

para todo

1/2

nn 2
assegurar que Inn < 2n'/* para todon > 1 e, portanto, — < 5 para todon > 1.
n?

nd/2

Portanto, aplicando novamente o teste da comparacao, temos que Z —— converge,
n?

n=1
ja que g 37 é convergente, concluindo o exercicio. Observe que poderiamos ter
n

oo

comparado diretamente a série Z M com a série Z —— e este exercicio seria
= (n+1) n=1 n?/?
resolvido em um 1nico passo.
[e.e]
e Alternativa 2: Consideremos a série Z 37 Esta é uma p-série de ordem 3/2, que
n=1

é convergente pois 3/2 > 1. Vamos utilizar o teste da comparacao no limite para

Inn Inn 1
mostrar que série Z —— é convergente. Seja, entao, a, = — ¢ b, = —75 Temos
n n3/2
n=1
a Inn
que — = e, usando L’Hopital obtemos que
b, nl/?
a Inn 2n1/? 2
lim — = lim — = lim = lim — =0.
n—oo Oy n—oo M, /2 n—0o0 n n—o0 n1/2
Inn |
Concluimos, portanto, pelo teste da comparacao no limite que a série Z é
n=1

convergente, como desejavamos. Vale a mesma observagao feita para a primeira
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>
e ) : . nlnn
alternativa, isto é, que poderiamos ter comparado diretamente a série E

* (n+ 1)3

n=
o0

com a série g —573 © este exercicio seria resolvido em um unico passo.
n

n=1

. ) L. Inn |,
e Alternativa 3: Usaremos o teste da integral para mostrar que a série E — € con-
n

n=1

Inz

vergente. Seja f(r) = —;-. Temos que
x

(a) f(z) esta definida e é positiva para todo = > 1

Inn
(b) f(n) = oy
, 1—2Inx : , .
(¢) f'(z) = ——— e, portanto, a derivada é negativa para todo z > e, mostrando

que f(z) é decrescente para z > 3.

Temos entao, todas as condigoes para aplicar o teste da integral e verificar que a

Inn
série Z —— é convergente. Aplicando integracao por partes, tomando v’ = 1 / 7 e

v = lnx temos que

/lnx Inz 1 Inz 1
—dr=—+ [ 5 =————+c

T 2 T T

. “Inx In3
Entao temos que —5 AT = =3 + 3 mostrando que a integral converge e, pelo
3 X
: - Inn : .
teste da integral, a série 5 —,- € convergente, concluindo o exercicio.
n

n=1

(b) (1.0 ponto) Z 1/3
Solucao:
= 1
Vamos aplicar o teste da comparagao no limite na série Z W e mostrar que
n® +

o0 _1 n
esta nao converge e, portanto Z (=1)

—( 2 1) 73 nao ¢ absolutamente convergente. Sejam
n=1 I +

1 b 1 T an n2/3 1 T -
Ap — ——————% € 0p = —F575. €Imos que — = = . €1mos, entao
(n2 + 1)1/3 n2/3 bn (TL2 + 1)1/3 (1 + 1/n2)1/3
que
n 1
lim dn _ lm ——— =1

n—00 bn n—oo (1 + 1/n2>1/3

1
Como Z ¢ uma p-série de ordem 2/3 e como 2/3 < 1 temos que a série Z

(S
n2/3

Pdagina 2 de 7



Caélculo Diferencial e Integral IV - MAC248
Gabarito prim. prova unificada - Escola Politécnica / Escola de Quimica -20/10/2009(continuagao)

oo
_1)
divergente e, portanto, pelo teste da comparacao no limite, a série Z L nao é
— (n2 +1)"/?
absolutamente convergente.
(=
Mostraremos, agora, que a série Z — 73 converge condicionalmente usando o teste
(n?2+1) /
de Leibniz.
De fato:
(1) A série ¢é alternada,
1
@) i =l =
1
(3) A seqiiéncia {an = W} ¢ decrescente pois o denominador aumenta a medida
n*+1

que n cresce.

Todas as condicoes do teste de Leibniz foram satisfeitas e podemos concluir que a série

o
—1)" . . L
g % é convergente e como ja tinhamos visto que esta série nao é absolutamente
= (n*+1)
convergente, podemos concluir que é condicionalmente convergente..

Questao 2: (1.5 ponto)

> 3 2n
Determine o raio e o intervalo de convergéncia da série de poténcias Z m
22nn2
Solucgao:
) (.13 + 3>2n ~ (ZU + 3)2n+2
SeJa Ap — ZTnQ Entao Ant1 = m [§
any1  (x43)72 0 222 (24 3)°n?
a, o 22n+2<n+ 1)2'<x+3)2n o 4(n+ 1)2
Isto implica que
i @ (z + 3)*n? . (x + 3)*n? _ (=4 3)?
n—oo  Qy, n—oo 4(n+1)2  n—oon? (44 8/n+4/n?) 4

2
Se denotarmos o raio de convergéncia por R e usarmos o teste da razao obtemos que i 1 e,

portanto, o raio de convergeéncia é 2.

Para identificarmos o intervalo de convergéncia temos de analisar os pontos —3 — R e —3 + R,

isto é, os pontos x = -5 e x = —1.
2n S~
(—2) 1
Aplicando a série de poténcias em x = —5 obtemos a série numérica g s = g —, que
n n
n—
converge pois é uma p-série de ordem 2. Portanto x = —5 pertence ao 1ntervalo de convergéncia.
2)n N1
(2)
Aplicando a série de poténcias em x = —1 obtemos a série numérica E 22n 5 = E —» que
n n
converge pois ¢ uma p-série de ordem 2. Portanto x = —1 pertence ao 1ntervalo de convergéncia.
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Conclui-se, entao, que o raio de convergéncia é 2 e o intervalo de convergéncia é [—5, —1].

Questao 3: (3.0 pontos)
Considere a equacgao diferencial dada abaixo:

2zy"(x) + (1 4+ 2)y'(z) + y(x) = 0, x € (0,00).

(a) (1.0 ponto) Mostre que x = 0 é um ponto singular regular da equagao diferencial;

Solucao:

Temos neste caso que:

Q(z) _ 4 g R(z) 1

0= pe T )00 =56 = 3

Vemos que lin% p(z) nao existe e, portanto, x = 0 nao é ponto ordindrio. Entao, z = 0 é
xr—>

ponto singular. Temos, também, que

1 1 1
(1ii) xp(x) = # =3 + g e, portanto, po = glcli% xp(r) = 5
(iv) 2%q(z) = x_2 =2 e, portanto qo := lim 2%¢q(x) = 0.
2x 2 ’ ’ z—0

De (i7i) e (iv) segue que x = 0 é um ponto singular regular, pois zp(z) e z?q(x) sao
analiticas em uma vizinhanca de z = 0 e os limites em z = 0 de zp(z) e z?q(r) existem,
mostrando que é um ponto singular regular.

(b) (1.0 ponto) Determine a relagao de recorréncia;

Solucao:

Temos que a equagao indicial é da forma:
2 1 2
r(r—1)4+per+qp=0=r —7’+§r:0:>2r —r=0=r;=1/2er,=0.
Como ambos sao reais e a diferenca entre eles nao é um nimero inteiro, temos duas solugoes

linearmente independentes, ambas da forma y(z) = > > . a,2""", com ay = 1, sendo r as
’ n=0 ) )
raizes da equacao indicial. Temos, entao, que

y'(x) = Z(n +1r)a, 2"t e y(2) = Z(n +7)(n+r—1)a,a™ 2 (1))

Substituindo as equagdes dadas em (1) na EDO resulta que:

Z 2(n+7r)(n+r—1)a,z"" 1 + Z(n +1r)a "t Z(n +7r)a, "+ Z a, " =0,
n=0 n=0 n=0 n=0
((2))

onde 0 < x < p.
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De (2) obtemos que:

Z 2(n—+r) (n+r—1)anwn”_l—l—Z(n—i—r)anx"”_l%—Z(n%—r—1)an_1x"+’"_1+z a1l &

n=0 n=0 n=1 n=1

ou equivalentemente,
xT{Zr(r — D)ag + rag

+> { [2(n+ Hn+r—1)+ (n+r)|a, + (n+r)an_1}:p”} =0, ((3))
n=0

onde 0 < x < p.

Da equacao (3) deduzimos que 2r(r — 1)ag + rag — ap = 0. Como, por hipdtese, temos
que ag = 1, esta equacao corresponde a equacao indicial, como esperavamos. A relacao de
recorréncia é obtida a partir de ((3)) e é dada por

(n+7r)a,—1 g e
(n+7r)2n+2r —1) o4 2r -1’

an = —

Vo>, ((4))

onde a equagao (4) é denominada rela¢ao de recorréncia (vélida para as raizes da equagao
indicial, isto é, 1 = 1/2 e r9 = 0).

(c) (1.0 ponto) Obtenha a solucao y;(x) correspondente a maior raiz da equacao indicial.

Solucao:
Substituindo r; = 1/2 na equagao (4) obtemos:

a a
1= ———=————¥Yn>=0 5
L s T i DA ((5))
e Substituindo n = 0 na equagao (5) resulta:
ap 1 . -
a; = —5 =g pois por hipétese ag = 1.

e Substituindo n = 1 na equagcao (5) resulta:

al_ 1

27790 T 2y

e Substituindo n = 2 na equagao (5) resulta:

CLQ_ 1

g = —— = —

2.3 23.3.2°

e Substituindo n = 3 na equagao (5) resulta:
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e Substituindo n = 4 na equagcao (5) resulta:

ay 1
a5 = —— = — .
T 25 255432
Podemos concluir entao que:
—1)"
P ) RV ((6))

2n.pl’

Substituindo a, dada por (6) na expressao para y;(z) obtemos

yi(z) = w1/2<1+i%).

Questao 4: (3.5 pontos)
Faca o que se pede

—2s
(a) (1.0 ponto) Determine a £~! { (s + Le }

252 + 45+ 10

Solucgao:
Tewmos (s+1)e 2 e s+1

mos que = .

T o 4s+10 2 (s+1)2+4
1
Consultando a tabela de transformadas de Laplace vemos que M = L {e " cos2t}.
(s+1)2+4

(s+1)e > e
2s2+4s+10 2
Apds uma nova consulta a tabela de transformadas de Laplace, vemos que

e _ uy(t)e= (=2 cos 2(t — 2)
5 E{etcos%}:ﬁ{ 5 }

L{e " cos2t}.

Portanto

Portanto, £+ { (s+1)e } _ us(t)e cos 2( )

2524+ 4s+ 10 2

(b) (2.5 pontos) Utilizando a Transformada de Laplace, resolva o seguinte problema de valor ini-

cial:
y"(t) +4y(t) = f(1); 2 se 0 <
{ y(0) = y/(0) = 0, onde f6) = { ‘>

Solucgao:
Vemos que f(t) = 2 (1 — uy(£)) + 5ur (H)et=1 = 2+ uy (£) (3¢ — 2).

2 5 2
Consultando a tabela de transformadas de Laplace vemos que F'(s) = —+e~* ( T~ —) .
s 5 — s
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Aplicando a Transformada de Laplace em ambos os lados da EDO e usando F'(s) obtido
acima temos que

(52+4)Y(s)=g+e—8(sfl _2).

S S

S Y (s) . 5 2 n 2
egue que Y (s) =e — .
sued (2+4)(s—1) s(s2+4)) " s(2+4)
Aplicando fracoes parciais obtemos que

5 1 s+1 2

1
(24+4)(s—1) s—1 s2+4 ¢ s(s2+4) 2

1 S
s s244)°

Y (s) s 1 s+ 1 1 n S 1 s
S) = € — _—— _— —_
s—1 s244 25  2(s2+4)

T T A1)
Consultando a tabela de Transformadas de Laplace vemos que

sen2t 1 cos2t 1 cos2t
Y(s)=e L6 — 2t — — = L - — .
(s)=¢e {e cos 5 5 + 5 } + {2 5 }

Substituindo na expressao para Y (s) temos que

Portanto, utilizando novamente a tabela de Transformadas de Laplace, temos que

R N R )
+£{%_ 003275},

y(t):ul(t) (et—l_CO82<t_1)_%_%+w>+§ 5
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