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Questao 1. (2,5 pontos).
Encontre a solucao em série de poténcias, em torno de x¢g = 0, da equagao diferencial de segunda

ordem
y' +ay 42y =0,
com condigdes iniciais y(0) =4 e y'(0) = —1.
Solugao. Seja y = > an,a™ a solucdo procurada. Temos que as suas derivadas de primeira e segunda

n=0
ordens sao dadas por

y = E na,z" "' e 3y’ = E n(n — 1)apz™ 2.
n=1 n=2

Substituindo na equacao diferencial obtemos

Z n(n —1Dapz"* +z Z na,z" "t + Z 2a,2" = 0

n=2 n=1 n=0
Z(n +2)(n+ Dapp22" + Z napz" + Z 2ap,2" = 0
n=0 n=0 n=0
Z 2"[(n+2)(n + Dapt2 +nap +2a,] = 0
n=0

Disto se tira as seguintes relagoes de recorréncias

as = —Qo
—ay,
Apto = n>0
n+ n+17
por conseguinte, temos:
— — — . —a — . —a . a — . —a. . —a —
nfO%azaffaoa,nflﬁagf 2;,nf§%a5f73fﬁ,n74%a6f =t =32,n=
— —a5 __ —aj — — —4d6 — 0
S—ar=—75"=g55n=0—a= =" =535

_qynt1
Termos pares : as, = aom

. _1)"
Termos impares: dg,t+1 = algzl(ﬁi)(zn)
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Questao 2. (2,5 pontos).
Use a transformada de Laplace para resolver o problema de valor inicial:
{ Y+ 4y + 5y =25(t — 1)+ 75(t — 3),
y(0) =0, ¥'(0) = 1.

Solugao. Tomando Y = L{y} e aplicando a transformada de Laplace nos dois membros da equagao

dada, encontramos
Y —144sY +5Y =2e~° 4 Te™ 3%,
obtendo
_ 1 I e ? L7 e 38
T s244s+5  Ts24+4s5+5 s2+4s+5

1 1
£—1 :[/_1 — —2t t
{52+45+5} {(s+2)2+1} © b

Como

concluimos que

y=L{Y} =e Hsent + 2uy(t)e 2 Ysen (t — 1) + Tus(t)e 23 sen (t — 3).

Questao 3. (2,5 pontos). Dado k € N considere a fungéo periddica f, definida por

f(x) =1—22* 2 c[-1,1], tal que f(x +2) = f(x) para todo = € R

e sua série de Fourier associada f(z) ~ % + Z (an cos(nmx) + bnsen(mrx)>.
n=1
k\* 1
a) (1,5 ponto) Prove que |a,| <8 <> — para todo n > 1.
T) n

b) (1,0 ponto) Mostre que Z(|an| + |bn]) < 00

n=1

Solugao. (a) Usando a férmula para os coeficientes de Fourier de f e observando que f é uma fungao
par temos que

1
ap = 2/ (1 — 2% cos(nmx)dz, n>1.
0

Integrando por partes obtemos
1— g2 L4k (7
’ sen(nmc)‘ + — [ a2 lsen(nmz)dx
o nwjy (1)

a, =2
nmw

Ak [t
= — [ 2% lsen(nnz)de.
nm Jo

Integrando mais uma vez por partes obtemos

ak [
an, = —/ z*Lsen(nmz)de
nm Jo

4k U2k —1 !
_ {—x%_l cos(nmz) ‘ n / L 2h—2 Cos(mrx)dac] )
0

nm 0 nm

—ntt 2k —1 [t
{( ) + / x2h2 cos(mrm)dx] .
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Da ultima igualdade segue que

4k | 1 2k -1

lan] < — | — + |:E2’C 2 cos(nmx)| da
nmw | nm N——
<1
4k [1 | 2k—1 [ 3
T | nw nwJo

E\% 1
()5
™ n

(b) Como f é par podemos concluir que b, = 0 para todo n > 1. Assim,

§(|an|+|b| Z|an|<s( ) an .

Questao 4. (2,5 pontos). Determine a solugao do problema de contorno

ou 0%u
— =2—+4, 0 1, t>0
ot 82+ <zr<l, t>0,

u(0,t) = u(l,t) =0, t>0,

wx,0)=1+2z—-2% 0<z<l.

Solugao. A solugdo u(z,t) = v(x,t) + w(z) é a soma de uma solucao estaciondria w(x) e uma solugéo
transiente v(x,t). Como w(z) ndo depende da varidvel ¢, ela satisfaz a equacdo 0 = 2w, () + 4

logo tem a forma w(z) = —22 + Bz + C. Com condigoes iniciais w(0) = 0 = w(1) obtemos B = 1
e C'=0.
A solucio transiente v(x,t) satisfaz a equagao

v 0%v

— = 2—, O<x<l,t>0,

ot Ox? .

v(0,t) = wv(1,t) =0, t>0

tendo como condi¢do inicial v(z,0) = 1 4+ z. Por separacao das varidveis temos que v(x,t) =
X (z)T'(t) e substituindo na equagdo temos ?T(tt)) = 2?{(3)' Como os dois lados da igualdade

dependem de variaveis diferentes, os dois lados tem de ser constantes. Obtemos assim o sistema

X"(2) = 3X () =0
T'(t) — AT(t) = 0.

Com as condigdes de contorno dadas v(0,¢) = 0 = v(1,¢) os casos A > 0 corespondem a solugoes

triviais. O caso A = —w? < 0 corresponde ao autovalor A = —2(nm)? e a autofungao X,(z) =
sen (nmz). Assim a solucio da segunda equacio é T, (t) = e~2("’t ¢ a solugio v(x,t) é entdo
dada por

oo

= Z bn6_2”2”2tsen(n7rm)7

onde b, é o coefficiente de Fourier de uma extensao impar da funcao 1+ x para 0 < z < 1. Isto é

b, = 2/0 (14 x)sen(nmz)dr = 2 (1 —2cos(nm)) = 2 (1-2(-1").

nm nm



Finalmente,

o0
2
w(z,t) =2 —2? +o(x,t) =2z —2* + Z — (1 -=2(-D") e_Q”Q”Qtsen(nm:).
“—



