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Introducdo

Os fluxos geodésicos aparecem naturalmente quando temos uma métrica
Riemanniana em uma variedade completa. Estes fluxos carregam uma dindmica
que é dada pelas geodésicas da variedade e suas propriedades, como veremos
ao longo dos seminarios, estdo intimamente ligadas a geometria da variedade.
Por exemplo, nos anos 60, o matematico ruso Anosov percebeu que, sob certas
condicdes, o fluxo geodésico exibia um comportamento caético, o que logo
seria chamado "sistemas Anosov".

Figura: Dmitri Anosov (1936-2014).
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Ao passar dos anos, algumas perguntas apareceram de forma natural:

Geometria da variedade = informac3o sobre o comportamento do fluxo
geodésico?

Comportamento do fluxo geodésico = informag3o sobre a geometria da
variedade?

Obter respostas sobre a relacdo que existe entre a dindmica e a geometria dos
fluxos geodésicos desperta o interesse dos pesquisadores em dindmica.

Nestes seminarios, vamos estudar resultados sobre a dindmica dos fluxos
geodésicos em variedades Riemannianas de curvatura ndo positiva, tomando
como referéncia o survey de G. Knieper:

Hyperbolic Dynamics and Riemannian Geometry, Handbook of Dynamical
Systems, Vol 1A.
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Geometria do fibrado tangente

Seja M uma variedade Riemanniana e denote por 7 : TM — M a projecdo
canénica.

Definicdo:

Seja 0 = (x,v) € TM. O subespaco vertical V(0) é o subespago de Ty TM
cujos elementos sdo vetores tangentes as curvas

o: (—ee)— TM
t = (x,v+tw)

em t =0, onde w € T,M. Em outras palavras,

V(0) := ker(dom) = {£ € ToTM : dgm(€) = 0} .

Para definir o subespaco horizontal vamos usar a métrica de M.
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Seja @ € TM e € € Ty TM. Dizemos que uma curva z: (—¢,e) = TM é
adaptada a 6 e £ se ela satisfaz as condices iniciais:

z(0) =0, Z'(0)=¢.

Definic3o:

Definimos a aplicacdo
Ko: ToTM — T M

da seguinte forma. Seja £ € TyTM e z: (—&,e) — TM uma curva adaptada a
6 e &. Podemos escrever z(t) = («(t), Z(t)), onde Z & um campo vetorial ao
longo de . Definimos:

Ko (&) := Var Z(0).

Ky esta bem definida e é linear. O subespaco horizontal em 6 se define como

H(0) :=ker(Kp) ={§ € ToTM : Ky(&) = 0}.

Também podemos definir H(0) usando levantamentos horizontais.
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Seja 0 = (x,v) € TM. O levantamento horizontal
Loy: TkM— ToTM

se define da seguinte forma. Sejam v/ € T(M e a : (—¢,) = M uma curva
adaptada a x e v'. Sejam Z(t) o transporte paralelo de v ao longo de o e
o:(—e,e) = TM a curva o(t) = (a(t), Z(t)). Definimos

Lo(v') :=0'(0) € Ty TM.

Ly estd bem definida e é linear.

. ker(Kg) = im(Lyp).

2. d97ro I_g = IdeM-
3. As aplicagBes dy|n(g) : H(0) = TxM e Ko|v (o) : V(0) = T M séo
isomorfismos lineares.
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Figura: Curvas de vetores gerando direcées horizontais e verticais em M = R2.
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Como o dnico vetor £ € H(#) N V() & o vetor zero e
dim H(0) + dim V(0) = dim T, TM,
pelo lema anterior concluimos que
ToTM = H(0) @ V(0)

e que a aplicacdo

jo: ToTM — T,M x T,M

£ = (dom(€), Ko(£))

é um isomorfismo linear.

Portanto, podemos escrever £ = (&4, &), onde

En=dpm(§) e & = Ko(§).
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V=ker(dng) = T,M
To(TM) £

o H=TM
Kp(&)=¢, *

/

- ™
0 dmg(E) ’

Figura: Subespacos vertical e horizontal de Ty TM.
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Usando a decomposicdo Tg TM = H(0) & V(0), podemos definir uma métrica
Riemanniana em TM que faz H(0) e V(0) ortogonais.

Esta métrica é chamada a métrica de Sasaki e & dada por

(&;me : = (dom(§), dom(n))n(0) + (Ko (&), Ko (1)) (o)
= (&m 1) n() + (€vs ) n(o) »

para todo &,n € Ty TM.

Esta métrica nos facilitara o estudo do campo geodésico e do fluxo geodésico.
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O fluxo geodésico

Definicdo:

Uma curva diferenciavel v : [a, b] = M é uma geodésica de M se

DY
=0.
dt
Em coordenadas locais, v(t) = (x1(t), ..., xn(t)) é uma geodésica se e somente

se

d?x « dx; dx; B
Z(dt2 +’Zj:r,-jdtﬁ o = 0.

k

Proposicao:

Seja M uma variedade Riemanniana. Paracada x € M, v e T,M e ty € R,
existem um intervalo aberto | C R contendo tp € uma dnica geodésica
vl — M tal que y(to) = x e 7/ (to) = v.
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Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja (x,,)(t) a Gnica geodésica
com as condices iniciais:

fy(x,v)(o) = X,
= V.

Definicdo:

O fluxo geodésico em TM & uma familia de difeomorfismos
¢ TM — TM
(X7 V) — (V(X,v)(t)77(/x,v)(t))

onde t € R.

O problema de trabalhar somente com geodésicas em M é que elas se podem
cruzar, por isso & melhor trazer as geodésicas para o fibrado tangente.
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Definicdo:

O campo vetorial geodésico G : TM — TTM se define como

60y =21 s0)=2

t=0

(7e(t),76(2)).

t=0

Isto &, G & o campo vetorial com trajetérias da forma t — (y(t),7'(t)) onde v
€ uma geodésica em M.

Em coordenadas locais,

ka

g

dyx K
I = _;rny)/jv

para k=1,...,n.
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O campo vetorial geodésico tem uma expressdo simples em termos da
identificacdo jp. De fato, como ~,(t) & o transporte paralelo de v, entdo
G(0) = Lo(v). Portanto,

G(0) = Lo(v) = (dom(La(v)), Ko(Lo(v))) = (v,0).

Denotemos por SM o fibrado tangente unitéario, isto &,
SM = {(x,v) € TM : ||v|| = 1}.
Como as geodésicas viajam a velocidade constante, para (x,v) € SM temos que
G (B = vl =1,

entdo ¢'(x, v) € SM. Portanto SM & invariante por ¢'. Algumas vezes é conve-
niente trabalhar com a restricdo do fluxo a SM, ja que ele captura toda a infor-
macdo importante do fluxo.
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Campos de Jacobi

Sejam ~ : [a, b] =& M uma geodésica e £ > 0. Uma variagdo de « por
geodésicas & uma funcdo suave

F:(—e,e) x[a,b] = M

tal que:

(i) F(0, 1) =~(t),

(i) t — F(s,t) & uma geodésica para cada s € (—¢,¢).
Defina

_

J(t) = s (0, ¢t).

Pelo lema de simetria,

236+ RO/ (8), S (1) =0,
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Definicdo:

Um campo vetorial ao longo de uma geodésica v é chamado campo de Jacobi
se satisfaz

J"+R(,J)y =0.

Pela teoria de existéncia e unicidade de solu¢des de uma EDO:

Proposicdo:

Seja v : [a, b] = M uma geodésica e p = y(to). Para qualquer par de vetores
V,W € T,M, existe um Gnico campo de Jacobi J ao longo de ~ tal que
J(to) =V e J(t) = W.

Consequéncia: Os campos de Jacobi ao longo de uma geodésica v formam um
espaco vetorial de dimensdo 2n. Sera denotado por J(7).
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Sejaé € TyTM e z: (—e,e) — TM uma curva adaptada a 6 e &, com
z(s) = (a(s), Z(s)). Entdo a fun¢do

F(s,t) = mo ¢'(2(s))
& uma variacdo da geodésica m o ¢'(0) = e e portanto

dF d ¢ t
Je(t) = 75(0» t) = e @' (2(s)) = dyt(eym o de " (£)

s=0

é um campo de Jacobi ao longo de vy que satisfaz

Je(0) = dom(€),
D d

dt o dS
D d

ds| _, dt
D

= & 26 =Ko

Je(0) = ™0 ¢'(2(s))

s=0

™o ¢'(2(s))

t=0
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Pela existéncia e unicidade dos campos de Jacobi, a aplicacdo

ig : TgTM—)J(’yg)
& —

& um isomorfismo linear.

O seguinte resultado descreve a diferencial do fluxo geodésico
dg(,bt : Tg ™ — T¢r(9)TM

em termos dos campos de Jacobi e a decomposicio de TTM em fibrados
horizontal e vertical. Mais precisamente, mostra que o comportamento da
diferencial do fluxo geodésico estd determinado pelo comportamento dos

campos de Jacobi.
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Proposicdo:

do¢' (&) = (Je(t), Je(1))-

Demonstragdo: Sabemos que Je(t) = dyt(aym(dop*(£)). Logo:

K= g | T = 5| g o)
= G| o)
= Kyr(e)(do9'(€))-

Pela identificacio j,

do¢"(€) = (due(0)m(dod"(€)), Kise(o) (o' (£))) = (Je(t), Je(8))-
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Forma simplética

Definicdo:
Seja M uma variedade. Uma 2-forma w é chamada simplética se:
i. w é fechada, isto &, dw = 0.

ii. w é ndo degenerada, isto &, se wp(X, Y) =0 para todo Y € T,M entdo
X =0.

O par (M,w) é chamado de uma variedade simplética.

Usando a decomposicdo Tg TM = H(0) @ V/(0), podemos dar-lhe a TM uma
estrutura de variedade simplética com a 2-foma simplética

wa(&,m) : = (Ko (&), do(n)) n(o) — (Ka(n), do7(&)) (o)
= <§vﬂ7h>ﬁ(e) - <77V7§h>77(9) :
para todo £,n € Ty TM.



Proposicao:

A forma simplética wy é invariante pelo fluxo geodésico para todo 6 € TM.

Demonstracdo. Sejam &, € Tyo TM. Temos
wo(dod" (€), dod' (1)) = (Je(t), Jn(t)) — (In(t), Je(t)) -
Considere a funcdo f(t) = (Jg(t), Jn(t)) — (Jn(t), Je(t)). Derivando
t) = (J£ (), Jn (1)) + (Je(£), S (1)) — (S (2), Je(2)) = (4 (1), Je (1))
= (J (), In () = (S (1), Je(1))

= —(R(%8, J&(£))76(t), Jn(£)) + (R(ve, In ()6 (1), e (1))
=0.

Assim, f & uma funcdo constante e wy(dsd'(€), dodp'(n)) = we(&, n)- a
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Outra forma de provar que o fluxo preserva a forma simplética & usando os
campos Hamiltonianos.

Definicdo:

Seja (M, w) uma variedade simplética e H : M — R uma fun¢&o suave. O
campo vetorial Xy determinado pela condicdo

w(Xu, Y) = dH(Y)

é chamado o campo vetorial Hamiltoniano associado a H.

Seja z : (—e,€) — TM uma curva adaptada a 6 e &, onde z(t) = (a(t), Z(t)).

dH(E) = S| M) =

Portanto, campo geodésico é o campo Hamiltoniano associado a

H(x,v) = % (v,v),.



Forma simplética
[e]e]e]e] lelele)

A partir de agora, estudaremos principalmente o fluxo geodésico restrito a SM.

O espaco tangente TySM estd dado por
ToSM = TM x {we TM:w L v}
= {(X7Y) X,y € TW(G)M> y 1 V},

ja que para cada curva suave z : (—¢,e) = SM , z(t) = (a(t), Z(t)), adaptada
afeftem-se
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A parte interessante da dindmica ocorre transversalmente as linhas de fluxo.
Denote por
E®(0) = Span {G(0)} = {(\v,0) : A € R}
o espaco tangente 1-dimensional ao fluxo geodésico em 6 € SM. Seja
N(9) = E®(0)*
o complemento ortogonal de E?(0) em TySM, com a métrica de Sasaki.
EeNW) & &€ TeSMe (dom(§),v), =0
& (Ko(§),v), = 0e (do(§),v), =0
Podemos identificar N(68) = {(x,y) : x L v,y L v}. O préximo lema mostra

que existe um fibrado invariante transversal ao fluxo.

N(0) é invariante pelo fluxo geodésico. Além disso, a forma simplética restrita
a N(0) é ndo-degenerada.
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Préximo passo: Estudar a diferencial do fluxo restrito a N(8).

Suponha que dim M = n+ 1, ent3o dim N(6) = 2n e considere um frame
paralelo ortonormal Ei(t), Ex(t), ..., E.(t) ortogonal a ¢*(8) e para cada
teR:

pe : R" X R = N(¢'(0)), pe(x,y) = <ZxE(t)ZyE )

A curvatura R(t) : ¢'(0)" — ¢'(0)" admite representacdo matricial
)5 = (R(6'(6), E(1)'(0). E(2)) .
A equacdo de Jacobi se transforma numa EDO de segunda ordem em R":
J'(t) + R(t)J(t) = 0.
Consequéncia: Se J(t) = (J'(t),...,J"(t)) & uma solucdo da equacdo de

Jacobi, entdo

(J(8), J'(£)) = pc " 0 dsdb" 0 po(J(0), J'(0)).
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