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Prefacio da 62 edicao

O presente texto vem sendo adotado na disciplina “Integral de Lebes-
gue”, ministrada no primeiro semestre da Pés-Graduagao do Instituto
de Matematica da UFRJ. Com a re-integracao do Professor Alvércio
Moreira Gomes a Universidade em 1980, apds o afastamento de suas
atividades docentes em 1964, ele passou a colaborar, de modo substan-
cial, na Pés-Graduagao do IM. Ao ministrar esta disciplina, seguindo
o presente texto, sugeriu varias modificagoes que contribuiram, for-
temente, para seu aperfeicoamento e clareza. Podemos citar, entre
varias alteracoes, as seguintes:

i) Na definigdo da classe L(a,b), fungoes integraveis, observou que
S1 é apenas um cone convexo, sendo L(a,b) o espago vetorial por
ele gerado. Dai decorre que L(a, b) é constituido pelas diferencas
v —u de objetos de .S, como foi definido por F. Riesz. Esta ma-
neira de definir L(a, b) torna mais claro e compreensivel o método
adotado.

ii) Incluiu, no texto, o Teorema de Lebesgue caracterizando as fungoes
integraveis a Riemann.

iii) Corrigiu a demonstragao do teorema de Egoroff tornando-a mais
compreensivel e completa.
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iv) Reescreveu, modificando, o Capitulo 5 sobre Derivac¢ao. Por meio
do teorema de recobrimento de Vitali, deu outra demonstracao
ao teorema fundamental do Calculo, tornando o capitulo trans-
parente.

Com estas modificagoes profundas na edicao anterior, apresenta-
se esta quarta edicao, materializando um sonho que alimentavamos,
quando trabalhavamos no Departamento de Matematica da Facul-
dade Nacional de Filosofia, da UB, em torno de 1960, de escrever um
texto conjunto sobre a Integral de Lebesgue, seguindo o pensamento
de F. Riesz, (cf. [14]), para facilitar a aprendizagem dos alunos. Aqui,
estd uma aproximagao do mesmo.

Nosso muito obrigado, portanto, ao Professor Alvércio Moreira Go-
mes, mestre e amigo, por suas sugestoes e decisivas correcoes que con-
tribuiram para tornar este livro mais inteligivel.

Ao Dr. Nikolai A. Larkin, professor na UEM, meu muito obrigado
por sugestoes que contribuiram para tornar mais completo este livro.

Agradecemos ao Professor Haroldo Clark por adotar este livro em
seus cursos sobre integracao no IM-UFF, bem como por varias correcoes
sugeridas que melhoraram substancialmente a presente edigao.

Aos Professores Ivo Lopez e Maria Darci da Silva, pelas sugestoes
que melhoraram a redacao do texto e pelo trabalho louvavel de pu-
blicacao e distribuicao dos livros desta colecao.

Uma versao R" do método de F. Riesz para o estudo da Integracao
a Lebesgue encontra-se em J. Dixmier [5].

Ao Wilson Gdes por mais um bonito trabalho de digitacao.

Rio de Janeiro, fevereiro de 2014

L.A. Medeiros



Prefacio

E indiscutivel a necessidade do estudo da teoria da integral na formacao
dos matematicos com tendéncia para a Analise Matematica e suas
aplicacoes. Por este motivo, surge o problema de como levar ao co-
nhecimento dos estudantes, de modo simples e inteligivel, as nocoes
iniciais daquela teoria, as quais aparecem sob o titulo: Integral de
Lebesgue. Na realidade, deseja-se, nesta etapa, fazer um estudo
critico e introdutério, seguindo Lebesgue, da nocao de integral, pre-
viamente idealizada por Cauchy, Riemann, Darboux, assim como de
suas aplicacoes ao estudo da convergéncia de sucessoes de funcoes,
bem como uma analise do teorema fundamental sobre primitivas. En-
tretanto, esta fase que chamariamos preparatéria a teoria da inte-
gral, sempre teve dificuldades pedagdgicas, as quais se agravaram nos
ultimos anos em nossas universidades. Em face a necessidade, cada vez
maior, da nocao de integral segundo Lebesgue, para que o estudante
possa prosseguir o estudo da Anadlise Matematica e suas aplicacoes,
necessario foi procurar um método simples de tornar esta nocgao pre-
sente na formacgao dos matematicos, com tendéncia para a Anélise
Matematica, o mais cedo possivel. Varias foram as tentativas, sendo

uma, razoavelmente simples, adotada no presente texto, idealizada por
F. Riesz.
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Tivemos a oportunidade de ensinar pelo método original de Le-
besgue, segundo o qual faz-se a construcao da medida, dos conjuntos
mensuraveis e posteriormente define-se a integral. Para os estudantes,
tal método parecia desvinculado de seus estudos anteriores e por isso
mesmo trazia certa divida, nao compreensao nem localizacao das no-
vas idéias no contexto de sua formacao. Experimentamos o método de
Riesz aqui adotado, nos parecendo mais inteligivel ao estudante, além
de ir rapidamente as noc¢oes fundamentais e concluir, sem dificuldade,
as relacoes entre a integral e as sucessoes de funcoes. A partir de certo
ponto os métodos de Lebesgue e Riesz se confundem e se equivalem.

A fim de que o leitor tenha uma ideia do método de Riesz ¢é inte-
ressante compara-lo ao processo adotado por Cantor, para construir
0s numeros reais a partir de sucessoes de ntimeros racionais. De modo
um tanto vago, a construcao de Riesz obedece a mesma linha de ideias,
que descreveremos suscintamente. Considera-se o espaco vetorial das
funcoes escada, no qual define-se, de maneira ébvia, uma nocao de in-
tegral. Considera-se a classe das sucessoes crescentes de funcoes escada
cujas integrais sao limitadas. Demonstra-se que tais sucessoes conver-
gem. Define-se uma nova colecao de funcoes limites de sucessoes nas
condicoes anteriores. Estende-se a nogao de integral as fungoes limites.
Amplia-se a nova colecao obtida, por inclusao da diferenca de seus ele-
mentos, fazendo-se nova extensao da nocao de integral. A classe assim
obtida, é a das funcoes integraveis a Lebesgue e a integral obtida na
nova colecao é a de Lebesgue. Nesta construcao desempenha papel
fundamental o teorema de Beppo-Levi. Ele afirma que se repetirmos
0 mesmo processo na classe obtida de fungoes integraveis a Lebesgue,
nao sairemos desta colecao.

Resta-nos localizar este texto em nosso Ensino Universitario. Diria-
mos que ap6s um curso de Anélise Matematica ao nivel da referéncia [6],
é compreensivel um curso baseado no presente livro. E aconselhdvel
que apos a leitura deste texto os estudantes vejam algumas aplicacoes,



como por exemplo: séries e transformagoes de Fourier, iniciacao aos
espacos de Hilbert com énfase na topologia do espaco L?, demons-
tracao de certos teoremas de existéncia para equacoes diferenciais em
hipéteses gerais de integrabilidade, etc.

Apesar do sumaéario que acompanha o presente livro, nao serd perda
de tempo um breve resumo do seu conteudo. Inicia-se com a nocao
de conjunto de medida nula, para, a seguir, definir-se a nocao de con-
vergéncia quase sempre de funcoes escada. Ha duas proposicoes, de-
nominadas Primeiro e Segundo Lema Fundamental, sobre as quais
se baseia a definicao de integral. Eles devem ser lidos cuidadosa-
mente. Com base no Segundo Lema Fundamental, define-se a classe
das funcoes integraveis a Lebesgue e a respectiva integral de Lebesgue.
Compara-se a nova integral com a de Riemann, estudam-se as propri-
edades basicas dos conjuntos e funcoes mensuraveis, demonstrando-se
a equivaléncia entre os métodos de Riesz e Lebesgue. Faz-se um es-
tudo breve sobre os espacos LP, finalizando-se com o estudo sobre a
derivacao e demonstracao do teorema fundamental sobre primitivas.

Nossa gratidao aos colegas da UFRJ pelo estimulo permanente.

Ao Luiz Henrique Medeiros nossos agradecimentos pelas figuras
contidas no texto.

Os Autores



Introducao

O método de calcular areas e volumes de figuras geométricas compli-
cadas, por meio de areas e volumes de figuras mais simples, ja era
usado por Arquimedes (287-212 A.C.). Tal idéia foi o germe do que
se convencionou chamar calculo infinitesimal. Embora esta idéia seja
tao antiga, sua formalizacao matematica, denominada teoria da inte-
gracao, teve o seu apogeu no século passado. Podemos afirmar que
o conceito de integral aparece, de fato, em forma embrionéria, nos
trabalhos de Arquimedes, ao utilizar o método de exaustao criado por
Eudoxo (408-355 A.C.), no calculo do comprimento de curvas, areas e
volumes de figuras geométricas.

Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716), atualmente tidos como
os inventores do Calculo Diferencial, aperfeicoaram o método de Ar-
quimedes, lancando as bases do Céalculo Integral. Entretanto, Newton
e Leibniz nao possuiam com clareza a noc¢ao de limite, deixando du-
vidosos e obscuros varios pontos de seus trabalhos, com a introducao
do conceito de infinitésimo.

Posteriormente, com os trabalhos de Cauchy (1789-1857) e Rie-
mann (1826-1866) o conceito de integral foi estabelecido em bases
rigorosas, tornando-se um instrumento poderoso, para a época, na
resolucao de iniimeros problemas.
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Durante muito tempo foi desenvolvida uma teoria da integracao ba-
seada nas idéias de Riemann. Esta teoria, entretanto, contém certos
inconvenientes que a tornam inadequada ao estudo de varios proble-
mas da Analise Mateméatica. No Capitulo 1 deste texto traremos a
luz alguns deles, no paragrafo dedicado a integral de Riemann. Evi-
dentemente, com fortes hipéteses sobre as funcoes em jogo, alguns dos
inconvenientes mencionados desaparecem. Todavia, cumpre-nos notar
que, tanto do ponto de vista das aplicacoes como do ponto de vista
estético, os resultados contidos em uma teoria matematica devem ser
0s mais gerais possiveis, em cada etapa do conhecimento, procurando-
se evitar as hipoteses supérfluas, muitas vezes motivadas por definicoes
inadequadas de determinados conceitos. Deste modo, com a nocao de
integral de Riemann apresentando certas deficiéncias que a tornavam
ineficaz para a resolucao de um grande nimero de problemas, fazia-se
necessaria uma reformulacao de tal nocao, tendo-se em mente obter
uma, sem as deficiéncias da anterior, mas contendo aquela como caso
particular. Dito de outro modo, dever-se-ia obter um conceito de in-
tegral, tal que a nova classe de funcoes integraveis contivesse a classe
das fungoes integraveis a Riemann (onde as duas integrais deveriam
coincidir) e na qual os inconvenientes da integral de Riemann desapa-
recessem ou, pelo menos, fossem minimisados.

O passo decisivo no sentido de se obter uma definicao de integral que
eliminasse as deficiéncias existentes na integral de Riemann foi dado
por Henri Lebesgue (1875-1941), quando em 1902 publicou sua famosa
tese de doutoramento, intitulada: “Intégrale, longueur, aire”, que atu-
almente esta contida em seu famoso livro “Lecons sur I'Intégration et
la Recherche des Fonctions Primitives” (cf. [9]). O conceito de integral
originalmente proposto por Lebesgue baseia-se na nocao de medida de
conjuntos. As idéias de Lebesgue se afastaram tanto dos canones da
época que foram, em principio, refutadas e severamente criticadas ou,
na melhor das hipoteses, aceitas com desconfianca. Todavia, a origi-
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nalidade de suas idéias encontrou crescente reconhecimento, vindo a
completar definitivamente certas lacunas inerentes a integral de Rie-
mann.

A integral de Lebesgue foi a primeira tentativa frutifera de orga-
nizacao matematica da nocao de integral e, neste sentido, costuma-se
dizer que a teoria da integracao foi criada no século vinte.

Com a evolucao do pensamento matematico, a no¢ao de medida
e integral no sentido de Lebesgue foi se tornando cada vez mais im-
prescindivel ao desenvolvimento e organizacao de novas teorias. Dai
resultou o problema pedagdgico de saber como introduzir, o mais cedo
possivel no ensino académico, as idéias de Lebesgue. Varias foram as
tentativas de obter outra definicao da integral de Lebesgue. Entre
elas estao algumas que surtiram efeito, tais como a de W.H. Young
(1863-1942), baseada no método das sucessoes monétonas; a de L. To-
nelli (1885-1946), por meio das fungoes quase continuas e, a que teve
maior sucesso, nao apenas do ponto de vista de generalizacoes como
também do ponto de vista pedagogico, foi a idealizada por F. Riesz
(1880-1956), a qual serd usada neste texto. (Cf. [14]).

Dos métodos de definir a integral de Lebesgue o que penetrou no
ensino foi o original, criado por Lebesgue, baseado na nocao de medida
de conjuntos. Tal procedimento foi sempre de dificil assimilacao, por
parte dos estudantes, porque parecia desvinculado do conhecimento
anterior da nocao de integral de Cauchy e Riemann. Acreditamos
que o caminho originalmente seguido por Lebesgue, isto ¢, desenvol-
ver a teoria da medida dos conjuntos para depois definir a integral,
tornar-se-ia natural, na graduacao, se fosse feita a relacao entre a
integral de Riemann e a medida de Jordan. Esclarecemos esta ob-
servacao. Limitando-nos ao caso de funcoes reais de uma variavel
real, identifica-se a integral de Riemann de uma funcao limitada nao
negativa u : [a,b] — R, com a medida de Jordan do conjunto dos
pares (x,y) do R? tais que a < 2z < b, 0 < y < u(x) (este con-
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junto é denominado conjunto ordenada de u). Assim, uma maneira
de introduzir a integral de Lebesgue, relacionada imediatamente com
a integral de Riemann, seria generalizar a medida de Jordan dos con-
juntos do R?, obtendo-se a medida de Lebesgue de tais conjuntos e
definir u: [a,b] — R limitada, como integravel a Lebesgue quando seu
conjunto ordenada fosse mensuravel a Lebesgue. A integral de Lebes-
gue de u seria, desta forma, a medida de Lebesgue de seu conjunto
ordenada. Assim, facilmente obteriamos a relacao entre as integrais
de Riemann e de Lebesgue. Este procedimento, entretanto, nao é
aconselhavel, pois neste caso teriamos de desenvolver uma teoria da
medida de Jordan, com pouca utilidade no estagio atual da Anélise
Matematica. Alids, nao devemos também perder muito tempo en-
sinando propriedades particulares a integral de Riemann. Devemos,
todavia, chamar a atencao dos estudantes para alguns de seus aspectos
que servem de motivacao para o estudo da integral de Lebesgue.

Da experiéncia que acumulamos no ensino da Matematica em nos-
sas Universidades concluimos que, o método de Riesz, j4 mencionado,
é de facil assimilacao por parte dos estudantes que, uma vez iniciados
e motivados no estudo da integral de Lebesgue por este método, po-
derao, posteriormente, estudar outros métodos de acordo com os seus
interesses e necessidades. O método de Riesz vem exposto também
em [5] e [17]. O texto que aqui apresentamos ¢ uma exposicao deste
método, baseada na bibliografia citada, organizada ao nosso gosto e
escrita, principalmente, visando os estudantes que nunca tiveram con-
tato algum com a nocao de integral de Lebesgue.
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Funcoes Escada

1.1 Conjuntos de medida nula

Como mencionamos na introducao deste texto, o método que iremos
usar para definir a integral de Lebesgue é o método de Riesz. Neste
método, apesar de nao ser necessaria a construcao de uma teoria da
medida para os conjuntos, necessitamos, todavia, do conceito de con-
junto de medida nula o qual é bastante simples e de facil compreensao.
O tnico conhecimento prévio de que precisamos é a nocao elementar
de comprimento (ou amplitude) de um intervalo da reta que é definido
como sendo o valor absoluto da diferenca entre os extremos do inter-
valo, nao importando se o mesmo ¢ aberto ou fechado. Naturalmente,
se o intervalo nao é limitado diremos que tem amplitude infinita. A
amplitude de um intervalo I sera denotada por amp(/). Salvo mengao
explicita em contrario, todos os conjuntos a que nos referirmos sao
subconjuntos do conjunto dos nimeros reais, aqui denotado por R,
também denominado reta real.

1.1 Definicao. Diz-se que um conjunto E tem medida nula quando
para todo € > 0 existe uma familia enumeravel de intervalos abertos
{1,y satisfazendo as seguintes condigoes:
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(i) EC U I, isto é, {I;} é um recobrimento de E.
k=1

(0.¢]
(ii) > amp(ly) < e.
k=1
Decorre imediatamente desta definicao que todo subconjunto de
um conjunto de medida nula tem ele mesmo medida nula.
Neste texto entendemos como enumerdvel uma colecao que ¢ finita
ou equipotente ao conjunto N dos ntumeros naturais.

1.2 Exemplo. Seja E = {ry,ry,...,r,,...} um subconjunto enu-
meravel da reta real R. Para cada £ > 0, consideremos os intervalos
I, ={2€R; 1y — 5o < <7y + 502} paran =1,2,.... A familia
{1}, cn € um recobrimento enumeravel de E e a amplitude de cada I,
¢ dada por 57+ Logo, a soma das amplitudes dos I, ¢ menor que e.
Conclui-se que qualquer conjunto enumeravel tem medida nula. Como
conseqiiéncia qualquer conjunto finito tem medida nula.

1.3 Exemplo. Consideremos um intervalo compacto I = [a, b], a # b,
e seja { I}, um recobrimento enumerdvel de I por intervalos abertos.
Do teorema de Borel-Lebesgue podemos extrair do recobrimento dado
um sub-recobrimento finito {Jy, Ja, ..., J, }. E claro que

(1.1) b—a< Zamp(Jj) <> amp(I}).

Decorre de (1.1) que, se 0 < ¢ < b — a, a soma das amplitudes dos
intervalos de (I;), .y € maior ou igual a €. Portanto I nao tem medida
nula.

1.4 Proposicao. A unido de uma familia enumerdvel de conjuntos
de medida nula possui medida nula.

Demonstragao: Seja {E}},  uma familia de conjuntos de medida
nula. Para cada ¢ > 0 e para cada £ € N existe um recobrimento
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enumerével de Ej, por intervalos abertos {IF} _, tal que

(1.2) Z amp([)) < T
n=1
o0

Assim, o conjunto £ = |J Ej é recoberto pela familia de intervalos
k=1

{I%}, .y que ainda é enumerdvel e por (1.2) tem-se:

iamp ]k

1 n=1 =

€
_k_

Y

WK
|M8

o~
|

mostrando que £ tem medida nula.

Quando uma propriedade é vélida em um conjunto E exceto em
um subconjunto de E' com medida nula, diz-se que a propriedade vale
quase sempre em F. Por exemplo, suponha que u: (a,b) — R seja uma
funcao continua exceto nos racionais de (a,b). Resulta do Exemplo
1.2 que u é continua quase sempre em (a, b).

1.2 A integral de Riemann

Embora o proposito desta secao seja fazer uma revisao das proprieda-
des da integral de Riemann, esta nao sera pré-requisito para a com-
preensao da integral de Lebesgue como serd apresentada neste texto.
Tal revisao, no entanto, sera feita para facilitar a sua comparacao
com a integral de Lebesgue e também analisar com alguns detalhes
as deficiéncias da integral de Riemann, conforme ja nos referimos na
introducao deste texto.

Seja (a,b) um intervalo aberto e limitado de R (salvo mencao
explicita em contrario todos os conjuntos considerados daqui até o
fim do Capitulo 2 sdo subconjuntos de (a,b)). Toda colegao finita
{zg,...,zr} de pontos de R tais que a = xy < 27 < -+ < 2 = b de-
termina k subintervalos I1 = (zg, z1), Io = (z1,22),. .., Ik = (xx_1, T))
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de (a,b). Diz-se que a colecao {Ii,...,I;} é uma decomposicio de
(a,b) pelos pontos xg, ..., Tk € que xg, ..., T S40 08 pontos de divisdo
dessa decomposicao.

Considere u: I — R uma func¢ao limitada e seja D uma decom-
posicao do intervalo I pelos pontos zg,z1,...,x;. Para cada j =
1,2,...,k, representemos por m; e M;, respectivamente, o infimo e
o supremo de u em I; = (x;_1,x;). Consideremos as somas s(u, D) e
S(u, D) denominadas, respectivamente, soma inferior e soma superior
de u, relativas a decomposicao D de I, definidas por

k 2
s(u, D) = ij amp(l;); S(u,D) = ZMj amp(l;).

Demonstra-se que se Dy, Dy forem decomposicoes quaisquer de [
entao s(u, D1) < S(u, D), isto é, qualquer soma inferior é um mino-
rante do conjunto das somas superiores e qualquer soma superior é
um majorante do conjunto das somas inferiores. Assim, o conjunto de
todas as somas superiores (obtido fazendo-se variar todas as decom-
posigoes possiveis) tem um infimo que sera representado por

denominado integral superior segundo Riemann de u em (a, b). Analo-
gamente, o conjunto de todas as somas inferiores possui um supremo

que sera denotado por
b
/ u(x) de,

denominado integral inferior segundo Riemann de u em (a,b). E claro
que [ bu(w) de < [ Zf)u(x) dr. Quando valer a igualdade, diz-se que u
é integrdvel a Riemann em (a,b) sendo o valor comum das integrais
inferior e superior denominado integral de Riemann de u em (a,b) e



Secao 1.2 A integral de Riemann 5

/ab u(zx) dx.

E claro que, para u ser integravel a Riemann em (a, b) é necessario
e suficiente que, para cada € > 0, exista uma decomposicao D de (a, b)
satisfazendo a condi¢ao S(u, D) — s(u, D) < ¢.

Na realidade Bernhard Riemann nao introduziu em sua defini¢cao os
conceitos de integral inferior e integral superior. Estes foram introdu-
zidos por G. Darboux num artigo intitulado “Mémoire sur les fonctions
discontinues”, publicado em Ann. Ecole Norm. Sup. (2) IV (1875)
pp. 57-112, razao porque tais integrais sao conhecidas como integrais

superior e inferior de Darboux. Em sua definicao, Riemann considera,
k

para cada decomposcdo D, a soma S = > Aju(x;j_1 + €;4A;) onde
j=1

Aj =zj—xj-1, 0 < g; < 1; se S converge para um limite finito

quando A = max{A,} tende a zero, ele diz que u é integravel e o refe-

rido limite é a integral de u em (a,b). Demonstra-se que as definigdes

de Riemann e de Darboux sao equivalentes e as integrais de u obtidas

segundo ambas as definicoes coincidem.

representado por

1.5 Exemplo. Seja [ = (0,1) e u a fungao definida em I por

{1 se & é um racional de [
u(z) =

0 se x é um irracional de 1.

Seja D uma decomposicao de [ pelos pontos 0 = 2 < 21 < -+ <
zr = 1. Como cada intervalo I; = (zj_1,%;), j = 1,2,...,k, possui
pontos racionais e pontos irracionais, resulta que m; = 0 e M; =1
para todo 7 =1,2,..., k. Logo,

Al o Zu(m)dmzl.,

portanto u nao ¢ integravel segundo Riemann em (a, b).
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1.6 Exemplo. Seja u: (a,b) — R limitada e crescente. Entao u é
integravel segundo Riemann em (a,b). (Aqui e em todo este texto
uma fungao u diz-se crescente se para todo z > y tem-se u(z) > u(y);
quando valer sempre a desigualdade estrita diremos que u é estrita-
mente crescente. Consideracoes andlogas sao feitas no caso decres-
cente).

A ideia para provar a validade da afirmativa do Exemplo 1.6 é
esbocada como segue. Fixado um k& € N, considere a decomposicao
D de I obtida por meio dos pontos x; = a—l—jb_Ta, g =20,1,... k.
Considere as somas s(u, D) e S(u, D). Simples é verificar que para
cada € > 0 a diferenga S(u, D) — s(u, D) é menor do que € para k sufi-
cientemente grande o que implica a integrabilidade segundo Riemann
da funcao wu.

1.7 Exemplo. Toda funcao continua e limitada é integravel segundo
Riemann.

A afirmativa do exemplo anterior é na verdade, um caso particular
do resultado a seguir.

1.8 Teorema. Uma condi¢cdo necessdria e suficiente para que uma
fungdo limitada, u: (a,b) — R, seja integravel sequndo Riemann em
(a,b) € que u seja continua quase sempre em (a,b).

Demonstragao: Para demonstrar esse resultado, recorde-se que:
a) a oscilagdo, w(J), de u no subintervalo J de (a, b) é a diferenga entre
o supremo e o infimo de v em J; b) a oscilagdo w(x) de u no ponto
x € (a,b) é o nimero inf {w(J); J C (a,b), x € J}; ¢) u é continua no
ponto x se e sé se w(x) = 0; d) designando por F o conjunto das des-
continuidades de u em (a, b) e pondo E,, = {z € (a,b); w(z) > 1/m}
o
tem-se £ = |J E,,.

m=1

Isto posto, mostremos que a condicao é necessaria. Seja, para isto,
u integravel & Riemann em (a,b). Pelo que se acaba de dizer, para
demonstrar que u é continua quase sempre em (a,b) é bastante de-
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monstrar que E,, tem medida nula para todo m € N. Suponha-se
entao que, para algum m € N, F,, nao tenha medida nula. Resulta,
dai, que existe um ¢ > 0 tal que a soma das amplitudes dos intervalos
de qualquer recobrimento de F,, , por intervalos abertos, é maior que
. Portanto, para toda decomposicao D de (a, b), a soma das amplitu-
des dos intervalos de D, que contém pontos de FE,,, ¢ maior ou igual
a 0. Logo, S(u,D) — s(u,D) > L+ § > 0, donde u nao é integrdvel a
Riemann em (a,b), contra a hipdtese. A condigao é, pois, necessaria.
Reciprocamente, suponha-se que F tenha medida nula. Dado € > 0
seja
(1.3) N 2Ab=a)

€
De Ex C E resulta que Ey tem medida nula, donde o conjunto Fly =
Ex U {a,b} tem medida nula e, portanto, existe um recobrimento
enumerdvel (I;) de Fy, por intervalos abertos, tal que

(0.9]

3

(1.4) Zamp([k) < ST —m)
k=1

onde M e m sdo, respectivamente, o supremo e o infimo de u em (a, b).
Para todo x € [a,b] — Fy, seja I, um subintervalo de (a,b) que

contém x e tal que

1
W(Ix) < N .

Entao {I;} U{L.}, k € N, z € |a,b] — Fy é um recobrimento de [a, b]
por intervalos abertos que, pelo Teorema de Heine-Borel, admite um
subrecobrimento finita

(1.6) Ly oo Do Lo L

S

Seja D a decomposicao de (a,b) cujos pontos de divisdo sdo a, b e os
extremos dos intervalos da familia (1.6) contidos em (a, b). E imediato
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que cada intervalo de D esta contido em algum intervalo da familia
(1.6) e que se Ji, ..., J, sdo intervalos de D contidos em um intervalo
I dessa familia, entao

Zw amp(J;) < w(l)amp(]).

Dai e de (1.3)-(1.5) vem:

S(uv D) - S(uv D) < Zw(lkj) amp('[kj) + Zw(]xj) amp(lxj)

Jj=1 j=1
r S 1
< Z(M — m)amp([y;) + Z N amp(l,;) <e
Jj=1 j=1
donde u ¢é integravel a Riemann e a condicao é, pois, suficiente. ]

1.9 Observagao: Representaremos por R(a,b) a classe de todas as
funcoes limitadas e integraveis segundo Riemann em (a, b). Em R(a, b)
sao validas as seguintes propriedades, de facil verificagao:

(i) Se u,v € R(a,b) e a, B € R entao au + fv € R(a,b) e tem-se
(i) [llou(z) + po(@))de = o [} u(z)dz + 8 [} v

Se V' é um espaco vetorial sobre R, uma aplicacao f: V — R tal
que f(au+ v) = af(u) + 5f(v) para todo par de vetores u,v € V e
todo par de escalares «, f € R diz-se funcional linear sobre V.

A propriedade (i) mencionada na Observagao 1.9 nos diz que R(a, b)
é um espaco vetorial sobre R (na realidade, um subespago do espaco
de todas as fungoes reais definidas em (a, b)). A propriedade (ii) nos
diz que a aplicacéo que a cada u € R(a, b) associa o nimero real dado
por f x) dx é um funcional linear sobre R(a, b).

Outra proprledade bem conhecida das funcgoes integraveis segundo
Riemann ¢ a seguinte: se u € R(a,b) e x € (a,b) entdo u é integravel
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em (a, ) segundo Riemann. Isto é, a restricao de u a (a,x) pertence
a R(a,z). Esta propriedade permite-nos construir, a partir de u €
R(a,b), uma nova fungdo w: [a,b] — R mediante a férmula

(1.7) w(z) = /xu(t) dt.

Diz-se que uma fungao v: [a,b] — R é integral indefinida de u se v é
dada por v(z) = w(z) + C, onde C' é uma constante real arbitraria e
w é dada por (1.7). Portanto, se u € R(a,b) as integrais indefinidas
de u sao obtida por

(1.8) o(z) = /xu(t) dt + C.

Dos cursos elementares de Célculo Infinitesimal, sabe-se que toda
integral indefinida, v, de uma fungdo u de R(a,b) é uma fungao
continua em [a, b], diferencidvel nos pontos de continuidade de u e
nesses pontos tem-se v = u. Logo, se u é uma funcao continua em
(a,b), toda integral indefinida v de u é uma primitiva de u, i.e., satisfaz
a condicao

(1.9) v'(z) = u(x) Vz e (a,b).

Sabe-se, ainda, dos cursos elementares de Calculo Infinitesimal que,
reciprocamente, se v é uma primitiva de u, entao v é uma integral
indefinida de u e, mais precisamente, v é dada pela férmula (1.8)
com C = wv(a). Portanto, se u é continua em (a,b), uma funcao
v: [a,b] — R é primitiva de u se, e s6 se, v é uma integral indefinida
de u. Este resultado é o bem conhecido Teorema Fundamental do
Célculo Infinitesimal. Ele d4, no espago C(a, b) das fungoes continuas
em [a,b], uma relagdo harmoniosa e simples entre a derivacao e a
integracao no sentido de Riemann.

Suponha-se, agora, que a funcao u de R(a,b) ndo seja necessaria-
mente continua. Entao, pelo Teorema 1.8, u é continua quase sempre
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em (a,b) e o que se pode afirmar é que as integrais indefinidas de u s@o
derivéveis quase sempre em (a, b) e, mais precisamente, nos pontos de
continuidade de u e nesses pontos tem-se v = u. Portanto, no caso
geral, as integrais indefinidas de u nao sao primitivas de u quando se
entende por “primitiva de u” toda funcao v que satisfaz a condicao
(1.9). Vé-se, assim, que (1.9) é uma condicao demasiadamente forte
e que a definicao, de primitiva de uma funcgao, que se deve adotar ¢ a
que se segue.

1.10 Definicao. Diz-se primitiva de uma funcao u: (a,b) — R toda
funcao v: [a,b] — R derivavel quase sempre em (a,b) e que satisfaz a
condicao v'(x) = u(x) quase sempre em (a, b).

Com este conceito de primitiva pode-se dizer que as integrais indefi-
nidas de u sao primitivas de u. A reciproca, porém, nao é verdadeira; o
exemplo a seguir mostra que existem primitivas de
u € R(a, b) que nao sao integrais indefinidas de u.

1.11 Exemplo. Seja v a funcao definida por

1 se0<2<3
v(z) =
2 sed<ax <.

De acordo com a Definicao 1.13, v é uma primitiva da funcao u iden-
ticamente nula em (0,5), mas nao é uma integral indefinida de u pois
as integrais indefinidas de u sdo as fungoes constantes em [0, 5].

O conjunto das integrais indefinidas de u € R(a, b) estd, pois, pro-
priamente contido no de suas primitivas. Dai a pergunta: dentre as
primitivas de u como caracterizar as que sao integrais indefinidas?
A dificuldade em responder essa pergunta é uma das deficiéncias da
integral de Riemann. Voltaremos ao assunto no Capitulo 5.

Uma outra deficiéncia da integral de Riemann esta na “passagem ao
limite sob o sinal de integral”, i.e., na possibilidade de concluir que, se
(u,) é uma sucessao de fungoes de R(a, b) convergente em (a, b) entao
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lim u, € R(a,b) e

n—oo

b b
(1.10) / lim u, = lim [ w,.

n—oo n—oo a

Como se sabe dos cursos elementares de Calculo Infinitesimal, isto sé
é possivel em casos muito particulares como, por exemplo, no caso
em que (u,) é uma sucessao de fungoes continuas que converge uni-
formemente. O exemplo a seguir mostra o motivo dessa deficiéncia da
integral de Riemann.

1.12 Exemplo. Seja r1,7,... o conjunto dos racionais do intervalo
(0,1) e uy,: (0,1) — R definida por

(z) 1 nos pontos ry,...,r,
Up(T) =
0 nos demais pontos de (0,1).

Entao (u,) é uma sucessao crescente de fungoes de R(a,b), com
fol un(z) =0 Vn € N, que converge para a funcao u definida por

{1 nos pontos racionais de (0, 1)
u(z) =

0 nos demais pontos de (0,1).

Neste caso nao ¢ possivel passar ao limite sob o sinal de integral por-
que, pelo Exemplo 1.5, u ¢ R(a,b) e assim, o primeiro membro de
(1.10) nao tem sentido.

Este exemplo mostra claramente a seguinte falha da integral de Ri-
emann: o limite de uma sucessao crescente e convergente de funcoes
de R(a,b), cuja sucessdo dos integrais é limitada, nem sempre per-
tence a R(a,b). E uma falha muito grave que praticamente a torna
imprestavel no trato dos problemas que envolvem passagem ao limite
sob o sinal de integral.

Nos dois primeiros capitulos deste curso sera construida a inte-
gral de Lebesgue. Para ela os inconvenientes da integral de Riemann,
apontados, deixam de existir.
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1.3 Integracao das funcoes escada

A nocao de funcao escada é fundamental no método escolhido para
o estudo da integral de Lebesgue neste texto. Apds a definicao das
funcoes escada serao demonstrados, entre outros resultados, dois lemas
fundamentais que serao o alicerce sobre o qual se baseia a definicao de
integral de Lebesgue proposta por F. Riesz.

Se D; e Dy forem decomposigoes de um intervalo limitado (a, b),
representa-se por Dy + Ds a decomposicao cujos pontos de divisao sao
os de Dy e os de D>.

Diz-se que u: (a,b) — R é uma fungao escada, quando existe uma
decomposicao D do intervalo (a,b) tal que u é constante em cada
subintervalo I, = (xx_1,x), k=1,2,...,n,de D.

A decomposicao D diz-se associada & funcao escada u, sendo claro
que D nao é univocamente determinada para cada uw. Em verdade
podemos sempre refinar uma decomposicao D, associada a u, acres-
centando novos pontos de divisao aos subintervalos de D.

1.13 Exemplo. A funcdo u: (a,b) — R que a cada = € (a, b) associa
a sua parte inteira é uma funcao escada.

1.14 Exemplo. Sejau: (—2,+2) — R definida por u(z) = lim

2k °
k—o00 Itz

Esta é uma funcao escada.

1.15 Exemplo. Suponha u: (a,b) — R continua e D uma decom-
posigao de (a,b). Sejam my = inf{u(x); v € I} e My = sup{u(x);

x € I}, parak =1,2,...,n,sendo I = (xx_1, k) 0s intervalos de D.
As fungoes v e w definidas em (a, b) por v(x) = my e w(x) = M}, para
x €1, k=1,2,...,n, sdo fungoes escada em (a,b).

Note-se que alterando os valores de uma funcao escada v em um
ntimero finito de pontos de (a,b) e, em particular, nos pontos de di-
visao de uma decomposicao associada a u tem-se, ainda, uma funcao
escada.
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1.16 Lema. Sejam u e v duas funcoes escada definidas em (a,b).
Entao eziste uma decomposi¢do de (a,b) associada, simultaneamente,
auev.

Demonstragao: Sejam D; e Dy decomposicoes de (a,b) associadas
a u e v, respectivamente. A decomposicao Dy + Dy tanto pode ser
obtida por acréscimo a D¢ dos pontos de Dy como por acréscimo a Dy
dos pontos de D;. Portanto pelo que se observou acima, Dy + Dy é
associada tanto a u como a v. [

Com auxilio do Lema 1.16 vé-se imediatamente que a classe das
funcoes escadas definidas em (a,b) é um espaco vetorial real. Para
representa-lo serd usada a notacdo Sy(a,b) ou apenas Sy quando nao
houver possibilidade de confusao.

Dadas duas fungdes reais u e w, definidas em [a,b] define-se as
fungoes u Vw, uAw e |u| do modo seguinte:

(uVw)(r) =max{u(x),w(x)}
(u A w)(z) = min{u(z), w(x)}
jul(z) = u(z)]
(veja figuras 1.1 a 1.4).

Se u, w sao fungoes escada, também o sao as fungoes uVw e u A w,
em virtude do Lema 1.16. Assim, Sy(a,b) é um reticulado vetorial
real.

Observe-se que de u € Sy(a,b) vem |u| € Sy(a,b) pois, como é
ébvio, |u| =u Vv (—u).

1.17 Proposicao. Sejam (uy) e (wy) duas sucessoes de fungoes reais
definidas em |a, b], convergentes quase sempre em [a, b] para as fungdes
u e w, respectivamente. Entdao as sucessoes (ur A wg) e (up V wg)
convergem quase sempre em [a, b] para uAw e uV w, respectivamente.

Demonstragao: Seja A o conjunto dos pontos x de [a,b] onde as
sucessoes (uy) e (wy) ndo convergem. Logo A tem medida nula. Con-
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sidere = em [a,b] — A. Entao, para cada € > 0 existem k; e ky € N
tais que

(1.11) —c+u(r) <up(x) <e+u(zr) para k> k.

(1.12) —c+w(x) <wg(x) <e+w(xr) para k> ko.

Tomando k* = max{ky, ko} resulta que as desigualdades (1.11) e
(1.12) sao validas para k > k*. Portanto,

max{—e + u(x), —¢ + w(x)} < max{u(x), wi(x)}
< max{e + u(x),e +w(x)}

para todo k > k¥, ou seja

—e+ (uVw)(z) < (ur Vwg(x) <e+ (uVw)(r), Vk> k",

ou ainda,

|(up Vwg)(z) — (uVw)(z)| <e Vk>Ek"

Logo (ug V wy) converge para (u V w) quase sempre em [a, b].

De maneira andloga mostra-se que (u; A wy) converge para u A w
quase sempre em [a, b|. ]
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Definiremos a integral em Sy como segue:

1.18 Definicao. Seja u € Sy e D uma decomposicao de (a,b) asso-
ciada a u. Denotemos por C} o valor constante assumido por u no
intervalo I, = (xy_1,x;) de D, k =1,2,...,n. O nimero real

Z Cr(xp — xp-1)
k=1

denomina—se integral da fungao u no intervalo (a,b), e é representado

por f r)dz, f (a) W(7) dz ou simplesmente [ u. Isto é,

[ [

Devemos provar, naturalmente, que a integral de uma funcao escada
u obtida da Definicao 1.18 nao depende da decomposicao D considera-
da.

dx—ZCk Tp — Tp_1)-

k=1
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1.19 Proposigao. Se u € Sy entdo a integral de u em (a,b) ndo
depende da decomposi¢cio D de (a,b) associada a u.

Demonstragao: Sejam D; e D, duas decomposicoes (a,b) associa-
das a mesma funcao u € S;, obtidas, respectivamente, pelos pontos
a=x0< 11 < - <xp=bea=y <y <--<yn=>0 Seja
D = Dy + D5 e representemos por r;_; = zg < z{ < e < zi(j) =
x; os pontos de divisao de D contidos no intervalo [z;_1,x;]. Sendo
T;—xjq = (zi(j) — Zi:(j)—l) 4+ (2] = 2) e u constante em (z;_1,z;)
para 7 = 1,2,...,n, resulta que

k)
(1.13) Cilaj—xjm) =Y _ Cy(z) —2_))

p=1

onde C; é o valor de u em (x;_1,2;). Se denotarmos, nesta demons-
tracao, a integral de u obtida usando-se uma decomposicao D por
(D) [ u, obtemos de (1.13) que

n n k()

(D1) /U = Cjlwj—z0) =) Y Ci(z—z_,) = (D) /U

j=1 j=1 p=1

Procedendo de maneira analoga com os pontos de divisao da decom-
posigao Dy chegaremos a conclusdo que (Ds) [u = (D) [ u e portanto
(Dy) Ju=(Ds) [u. (]

Observe que a integral de u nao depende dos valores que u assume
nos pontos de divisao de uma decomposicao D associada a u; depende
apenas dos valores assumidos por u nos intervalos I . Pode-se, pois,
desconhecer os valores de u nos pontos de divisao de D ou atribuir-
lhe valores arbitrarios ou, mesmo, nem defini-la nesses pontos. E,
como refinando uma decomposicao associada a u por acréscimo de
uma familia finita de pontos de (a, b) tem-se ainda uma decomposicao
associada a u, o mesmo pode ser dito a respeito de qualquer familia
finita de pontos de (a,b).



Secdo 1.3 Integracdo das funcoes escada 17

1.20 Observagao: Seja E um subconjunto de (a,b). A fungao

Xg: (a,b) — R definida por Xg(z) = 1 se x € E e Xp(z) = 0

nos demais pontos de (a,b), chama-se fun¢ao caracteristica de E. Se

E C (a,b) é uma unido de n intervalos abertos I, k = 1,2,...,n,

dois a dois sem ponto interior em comum, simples é verificar que
n

Xg € Sy(a,b). De fato, sendo E = |J I, entao para cada u € Sy(a,b),

k=1
tem-se:

Py u se zxz€F
u g
70 se ré¢ FE

n
Resulta que fE U = fab u Xg e verifica-se que fEu = > fIk u, uma
k=1

n
vez que Xg = > A, exceto, possivelmente, em uma familia finita de
k=1

pontos de (a,b). Em particular, se v = Xp, [, Xp = Y amp(I}).
k=1

Neste caso o niimero f g Xe chama-se amplitude de E e denota-se por
amp(F).

1.21 Observagao: Se a,f € R e u,v € Sy entao [(au + fv) =
« [u+ 08 [v. Esta propriedade nos diz que a aplicagao u — [ u que a
cada u € Sy associa o numero real fab u ¢ um funcional linear sobre o
espaco vetorial Sy. Além disto se u,v € Sy e u < v entao fabu < fabv

o que significa que o funcional linear u© — fa u é positivo sobre Sj .

1.22 Observacao: Observemos que u < v é entendido no sentido de
que existem decomposicoes Dy, Do de (a,b), associadas as fungdes u e
v, respectivamente, tais que u(z) < v(z) para todo x de (a, b) distinto
dos pontos de divisao de D; + Dy . Todavia, também convém notar
que podemos admitir u(z) < v(x) para todo = € (a,b) uma vez que se
alterarmos os valores de uma funcao escada em um numero finito de
pontos a sua integral nao se modifica.
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Passaremos agora a demonstrar duas proposicoes, as mais signifi-
cativas deste capitulo. Sobre ela estd moldada a definicao de integral
de Lebesgue apresentada por F. Riesz. Dada a importancia de am-
bas, no presente texto, resolvemos identificd-las como “Primeiro Lema
Fundamental” e “Segundo Lema Fundamental” para facilitar futuras
referéncias. Aconselhamos ao leitor memorizar estes resultados, pois,
no decorrer deste texto, faremos uso freqiiente dos mesmos.

1.23 Proposicao. (Primeiro Lema Fundamental) — Seja (uy) uma
sucessao decrescente de fungoes escada ndo negativas em (a,b). Se

: ~ b
lim w, = 0 quase sempre em (a,b) entdo lim [’ uy = 0.
k—ro00 k—so00 © ¢

Demonstracao: Para cada k € N seja Ej o conjunto dos pontos de

descontinuidade da fungdo uy em [a,b]. Como u; € Sy entdo Ej é
o0

finito e portanto £ = |J Ej é enumerdvel.

k=1
Logo, E possui medida nula. Representemos por F' o conjunto

dos pontos de [a, b] nos quais a sucessao (u;) nao converge para zero.
Por hipétese F' possui medida nula. Se G = F'U F entao GG possui
medida nula. Resulta dai que para cada € > 0, existe um recobrimento
enumeravel de G por intervalos abertos, cuja soma das amplitudes é
menor que €/2M, onde M > sup{u;(z); x € (a,b)}. Denotemos por
Jy o citado recobrimento de G.

Se p é um ponto de [a,b] — G, resulta que kh_glo ur(p) = 0. Logo,
existe um numero natural m, dependendo de p e ¢, tal que

€

U (p) < m'

Como p ¢ G, u,, é continua em p e assim existe um intervalo aberto
I(p), vizinhanga de p, contido em (a,b) e contendo p, tal que para
todo x em I(p) se tem

€

(1.14) n(#) < 55—
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Sendo (uy) decrescente, resulta que a desigualdade (1.14) é valida para
todo k > m e todo = € I(p), isto é,

3

para todo k > m e todo x € I(p). Quando p varia em [a, ] —G, obtém-
se uma colegao de intervalos abertos Jo = {I(p); p em [a, b] — G}, nos
quais vale a desigualdade (1.15).

A uniao J; U Jy é portanto um recobrimento do intervalo compacto
[a, b] por intervalos abertos. Pelo Teorema de Borel-Lebesgue existe
uma subfamilia finita de J;UJs , que ainda é um recobrimento de |[a, 0],
a qual representaremos por B = {61, s, ..., 0, 1(p1), I(p2),..., 1(ps)},
onde os ¢; sao os elementos de J; e os 1 (pj) sao os elementos de J, que
ocorrem em B.

Para cada intervalo I(p;), j = 1,2,...,s de B, existe um m; € N
tal que

€

uk(x) < m

para todo k > m; e todo x € I(p;),

pela prépria definicdo dos I(p;). Seja m* = max{my, mo,...,ms}.
Obtém-se

c S
up(r) < ————— paratodoxr € K =| | I(p;

e para todo £ > m*. Mas K pode ser escrito como uniao de um
ntimero finito de sub-intervalos de [a, b] dois a dois sem ponto interior
em comum. Logo, pelo que vimos na Observacao 1.20, tem-se que

para todo k > m*

b
5
up = [ upXx < / — &= | Xk
116 / / (b—a) Q(b—a) a

£
X— K)<-—.
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Considerando agora a parte correspondente aos 0; , seja d = (J d; e
i=1

seja S =46 N a,bl. E claro que S também pode ser escrito como uma
uniao de um numero finito de sub-intervalos de [a, b] dois a dois sem
ponto interior em comum. Portanto, Vk € N tem-se

b b b
/uk:/ukxss/u1XSSM/ Xs
(117) S a a a

:M/ngMamp(S)<
s

DN ™

uma vez que amp(S) < 557 - De (1.16) e (1.17) podemos concluir que
para todo k > m*

b b b
OS/ uk:/ UpX(q,p) S/ up(Xs + Xi)

b b
:/ ukX5+/ ukXK:/uk—i—/uk.
a a S K

1.24 Proposicao. (Sequndo Lema Fundamental). Seja (ug) uma
sucessao de funcgoes escada em (a,b), crescente e tal que a sucessao
das integrais ( i uk) tenha um majorante finito, isto €, existe uma
constante M tal que fuk < M para todo k € N. Entao a sucessao
(ug) converge para wm limite finito u quase sempre em (a,b).

[l

Demonstracao: Sem perda de generalidade podemos supor que as
uy sao funcgoes nao negativas, pois em caso contrario considerariamos
as funcoes ur — w1 em lugar de wuy .

Consideremos o conjunto Ey = {x € (a,b); lim ug(x) = +oo}.

. : k—00 .

Demonstraremos que Ej possui medida nula. Isto é o suficiente para
demonstrar a proposigao, porque nos pontos onde (uy) nao tende para
o infinito ela é limitada e como é mondtona, resulta que é convergente.
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Por hipétese, existe M > 0 tal que [u; < M para todo k € N.
Dado ¢ > 0, para cada numero natural k, considere o conjunto £
definido do modo seguinte:

By — {x € (a,b): up(z) > %}

Quando & varia em N obtém-se uma sucessao de conjuntos (E. ),y ;

crescente no sentido da inclusao, porque a sucessdo (uy) é crescente.
(0.¢]

Além disso, Fy C |J E:-j como é simples verificar. Sendo as uy, fungoes

k=1
escada, resulta que para cada k, o conjunto E.j, se nao for vazio, é a

uniao de um numero finito de intervalos disjuntos contidos em (a, b).
Representemos por m. j a soma das amplitudes destes intervalos. Para
cada k € N tem-se

b n(k)
(1.18) M > / U = ZC’f(azf — x?_l)
a =1

sendo C o valor de u; no intervalo (z¥_;,2%), de uma decomposicao
associada a uy .

Decomponhamos a soma do segundo membro de (1.18) nas parcelas
> e ¥, definidas do seguinte modo: ¥’ é a soma dos termos em que
Cf > % e X" é a soma dos termos restantes. Destas consideracoes

conclui-se que se E.j nao for vazio, entao

M M
£ €

0

portanto m.; < €. Se E. = |J E.;, entdo E. é uma unido enu-
k=1

meravel de intervalos cuja soma das amplitudes ¢é inferior a ¢ (verifi-

que!). Segue-se entao que Ey tem medida nula. ]

Vimos que no espaco vetorial Sy a integral definida é um funcional
linear. A préxima etapa é estender este funcional linear a um espaco
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vetorial contendo Sy, que serd o espaco vetorial das fungoes integraveis
a Lebesgue, procurado.

Antes de alcancarmos este objetivo, passaremos por uma etapa
intermedidria, construindo uma classe S; que contém .Sy mas nao é
ainda um espaco vetorial.

Representaremos por S; ou Si(a,b) a classe de todas as fungoes
u: (a,b) — R que s@o limites quase sempre de sucessdes de fungdes
de .Sy , satisfazendo as hipoteses do Segundo Lema Fundamental. Isto
significa dizer que uma fungao u: (a,b) — R pertence a S se e so-
mente se existe uma sucessao crescente (uy) de fungoes de Sy tal que a
sucessao das integrais ( [ uz) tem um majorante e l}l_{rolo up(x) = u(x)

quase sempre em (a,b). Diremos que uma tal sucessao define u. E
claro que todo elemento de Sy é elemento de S; , porém, nem todo ele-
mento de S; é elemento de Sy, conforme mostra o exemplo a seguir.

1.25 Exemplo. Seja u uma fungdo nula em (a, b) exceto nos pontos
de um conjunto E de medida nula. Entao u € 57, pois a sucessao
(ug), onde uy é, para cada k, a fungao identicamente nula, satisfaz
as condicoes do Segundo Lema Fundamental e converge quase sempre
para u. Em geral u nao pertence a Sy(a,b) como ocorre com a fungao
caracteristica do conjunto dos racionais do intervalo (a,b) como foi
visto no Exemplo 1.5.

A etapa seguinte é a extensao da nogao de integral definida em Sy,
a nova classe Sy .

Seja u € S1 e (ug) uma sucessao de fungoes de Sy, satisfazendo as
hipéteses do Segundo Lema Fundamental, convergindo para u quase
sempre em (a,b). Sendo a sucessdo (uy) crescente vem que ( [ uy)
é crescente e como esta ultima tem um majorante ela é convergente,

isto é, existe e é finito o lim f ug . Este limite serd, por definicao, a
k—oo
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integral de u em (a,b), como elemento de S . Isto é

k—o00 a

b b
/ u(x)der = lim | wug(x)dz,

onde as integrais fab ug sao aquelas definidas para fungoes de S .

Para provar que esta nocao de integral em S estd bem definida
devemos mostrar que [ u nao depende da sucessao (uy) de Sy, satis-
fazendo ao Segundo Lema Fundamental, que define u. Outro fato que
precisamos constatar é que esta integral de S;, quando restrita aos
elementos de Sy, coincide com a integral ja existente em .5 .

Antes de prosseguirmos nesta direcao, introduziremos aqui mais al-
guns conceitos gerais sobre fungoes. Dada uma fungao u: (a,b) — R
podemos definir as funcoes u™ e u~ chamadas, respectivamente, parte
positiva e parte negativa de u, da seguinte maneira: vt = uV O e
u~ = (—u) VO, conforme notagao ja introduzida apds a demonstragao
do Lema 1.16 (aqui, o simbolo O representa a funcao nula). Obser-
vemos ainda que tanto a parte positiva quanto a parte negativa de
u sao funcoes nao negativas. E simples verificar que v = u™ — u” e
lu| = u™ +u". Se u e w sdo fungdes reais quaisquer, definidas em
(a,b), tem-se as seguintes identidades:

(1.19) (u—w)"=(@uVw)—w=u— (uAw)

(1.20) (u—w)” =@wVw)—u=w-—(uAw)
(veja Exercicio 1.5).

1.26 Proposicao. Sejam u, v funcoes de Si definidas, respectiva-
mente, pelas sucessoes (ug) e (vg) de funcoes de Sy, satisfazendo as
hipoteses do Sequndo Lema Fundamental. Entao, se u < v quase
sempre em (a,b), tem-se

lim [ w, < lim [ vg.
k—o0 k—o00
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Demonstragao: Fixemos uma funcao w,, de (ux). Entdo a sucessao
(Um — k), S€T4 decrescente e converge quase sempre para Uy, — v.
Além disto, tem-se que u,, —v < u—v < 0 quase sempre em (a, b), de
. 4 ~ .~ +
acordo com a hipétese. Entao, pela Proposicao 1.17, ([um — vr] "),y
converge quase sempre em (a,b) para a fungao [u,, — v]T = 0. Deste
modo temos uma sucessao ([, —vi|"), oy de fungoes de Sy decrescente
e convergente quase sempre para zero em (a,b). Pelo Primeiro Lema
~ . . _l’_
Fundamental, resulta que a sucessao das integrais ( [[un — v]™),
converge para zero. Mas como para todo k € N tem-se

Uy — V) < [ — vi] 7,

e estas funcoes sao de Sy, decorre dai que para todo k

(1.21) [t —u) < [lun -l

Tomando o limite em (1.21) quando k — oo, levando em conta que o
segundo membro converge para zero, tem-se:

Uy, — lim [ v = lm [ (uy —vp) < lim [ [uy, — o]t =0
k—o0 k—o00 k—o00
ou seja

(1.22) /um < lim [ vg.

k—oo

Sendo a desigualdade (1.22) véalida para todo m € N resulta dai que

Iim [ u, < hm Vg .
k—o0 k—o00

[l

1.27 Corolario. Seu € S; € limite de (uy) e (vi) de Sy, nas hipdteses

do Sequndo Lema Fundamental, entao khm [ up = hm ka, ou seja,
—00

a integral em Sy estd bem definida.
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Demonstracao: E suficiente considerar, na Proposicao 1.26, v > u e
v < u. O]

1.28 Corolario. A restricao da integral definida em Si a classe Sy,
coincide com a integral definida em Sy .

Demonstracao: A fim de facilitar a compreensao, representaremos
nesta demonstracgao as integrais definidas em Sy e Sy por I e Iy, res-
pectivamente. Vamos provar que se u € Sy entdao I1(u) = Ip(u). De
fato, sendo u € Sy podemos considerar a sucessao (u;) onde ur = u
para todo & € N. Entao (u;) define u como elemento de Sy, pois
ur € Sy e satisfaz as hipdteses do Segundo Lema Fundamental. Por
definicao temos

Li(u) = lim Iy(ug) = Io(u).

k—o00

[l

Resumindo, fica demonstrado que a integral em S; é bem definida
como extensao daquela definida em Sy. Além disto ela preserva a
ordem.

1.29 Proposicao. Sejam u, v pertencentes a S1 e X\ um numero real
nao negativo. Entao Au e u+ v também pertencem a Sy . Além disto

tem-se [Au=X[ue [(u+v)= [u+ [v.

Demonstracao: Sejam (uy) e (vx) sucessoes de fungoes de Sy, satis-
fazendo as hipdteses do Segundo Lema Fundamental, que definem as
fungoes u e v, respectivamente. Como A > 0, a sucessao (Auy) estd
nas condigoes do Segundo Lema Fundamental e define a fungao Au.
Portanto Au € 57, obtendo-se

/Au:lim Auk:hm[A/uk}:A/u,
k—o00 k—oo

porque f Ay = A fuk, uma vez que as uy pertencem a .Sy .
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Da mesma forma a sucessao (uy+vy) estd nas condigoes do Segundo
Lema Fundamental e define a funcao u + v. Deste modo,

/(u—l—v):klim (ug + vi) —hm /uk—i—/vk
—00
= lim uk+hm vk—/u+/
k—o0

1.30 Observagao: A classe S; nao é um espaco vetorial pois nao é
verdade que u — v € S1 Vu,v € Sy (ver o Exercicio 1.6). Todavia, se
ueSievesSy,entaou —v e S;. De fato, de v € Sy vem —v € Sy,
pois Sy é um espago vetorial, donde —v € S; visto que Sy C 57 ; logo,
u — v € S pela Proposicao 1.29.

[l

1.31 Observagao: Diz-se que um subconjunto C de um espaco ve-
torial V' é um cone se \u € C Vu € Ce VA > 0. Diz-se que C é
um cone convero se C é um cone e u+ v € C Vu,v € C. Verifica-se
imediatamente que um cone convexo ¢ um conjunto convexo e reci-
procamente, se um cone C é um conjunto convexo, entao C é um cone
convexo. Pela Proposicao 1.29, S7 é um cone convexo.

Seja W o subespaco de V' gerado por um cone convexo C'. Como
¢ bem sabido, cada elemento de WW é uma combinagao linear de uma
familia finita de elementos de C, i.e., se w € W, entao

w=Mwi+ - +w,, w;€eC, ,;éR, i=1,...,n.

Se, agora, u e v sao, respectivamente, as somas dos termos para os
quais A; > 0e \; < 0, tem-se w = u—v com u, v € C. Reciprocamente,
se u,v € Cew = u—wv, entao w € W. Logo, W é o conjunto dos
elementos de V' da forma u — v, onde u,v € C.

O espaco vetorial gerado pelo cone convexo S7 sera estudado no
Capitulo 2.
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1.32 Observagao: Seja u: (a,b) — R uma funcao de S; . Para cada
€ (a, b) a funcao uX(,s ¢ também uma funcao de S;. Define-se

f U= f uX|, 4 . Dai, simples é demonstrar que se t € (a,b) e u € S

o e

Para tal ¢ suficiente observar que u = u&{q s + u&iyp) + uXyy .

1.33 Proposicao. Se u e w sao funcoes de Sy, entao uV w e u N w
também pertencem a Sy .

Demonstracao: Sejam (uy) e (wg), sucessoes de fungdes de Sy, sa-
tisfazendo as hipdteses do Segundo Lema Fundamental, definindo u e
w, respectivamente. Consideremos a sucessao (¢x) onde ¢r, = uy V wg
para cada k € N. Pela Proposicao 1.17, (¢x) converge quase sempre
para u V w. Como (py) é uma sucessao de fungoes de Sy, crescente,
resta-nos apenas provar que a sucessao das integrais ( 1l gok) tem um
majorante. Para isto, basta observar que, para cada k € N, tem-se

(1.23) ¢ = upVw < (up+uy) V(wp+wy) < (ur+uy )+ (wip+wy)

uma vez ux +u; > 0, wi +w; > 0 e o supremo de duas fungoes nao
negativas é menor ou igual & sua soma. Decorre de (1.23), levando em
conta a Observacao 1.22, que

/@ké/uk-l—/wk—k/ul_—l—/w_{SM,

onde M é constante. Portanto u V w pertence a 5] .
Procedimento analogo, mostra-nos que, também, u A w pertence a
S1. Basta observar que para cada k € N, vale a desigualdade

up N wi < U .
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1.4 Retorno a integral de Riemann

Examinaremos a integral de Riemann, na linguagem introduzida para
as funcoes escada. Os resultados que aqui obteremos facilitarao o
entendimento da comparagao entre as integrais de Riemann e de Le-
besgue, que faremos posteriormente.

Consideremos u: (a,b) — R limitada, e D uma decomposigao de
(a,b), por meio de pontos a = xy < x1 < -+ < xp = b. Para cada
jg=1,2,...,ksejam; = inf{u(z); v € I;} e M; = sup{u(z); x € I;},
onde I; = (z;_1,x;). Deste modo, fixada u: (a,b) — R, limitada, a
cada decomposi¢ao D de (a,b) ficam definidas em (a,b) as seguintes
funcoes escada:

(p(x) =m; para vel, j=12,...k
Lp(z) = M; para rel, j=12,...k
Up(xj) = Lp(z;) =u(z;), 7=1,2,...,k—1

Resulta que as somas inferior e superior, respectivamente, s(u, D) e
S(u, D) podem ser representadas pelas integrais das fungoes escada
{pe Lp,isto é

s(u,D):/abED e S(u,D):/abLD.

Seja (D;) uma sucessao crescente de decomposicoes de (a,b). Com
isto estamos dizendo que para cada ¢ € N, todo ponto de divisao de D;
¢é ponto de divisao de D; ;. Denotaremos esta inclusao por D; < D1,
para ¢ € N. Representemos as fungoes ¢p, e Lp, simplesmente por ¢; e
L; , respectivamente, para ¢ € N. Observemos que D; < D, acarreta
l; <Vli1el; > Ly, paratodoi € N, isto é, a sucessao (¢;) é crescente
e a sucessao (L;) é decrescente. Sendo ¢;(z) < u(x) < L;(x) em (a,b)
para todo ¢ € N, conclui-se que estas sucessoes sao convergentes em
(a,b) e tem-se:

(1.24) ((x) = lim 4;(z) < u(z) < lim L;(z) = L(x).

1—00 1—00
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Se u € R(a,b), a sucessao (D;) pode ser escolhida de modo que

fab (L; — ¢;) converge para zero.

1.33 Proposigao. Se u for integrdvel a Riemann em (a,b), entao
existe uma (D;) tal que {(x) = u(x) = L(x) quase sempre em (a,b).

Antes de provarmos esta proposicao demonstraremos um lema, que
é o reciproco do Primeiro Lema Fundamental.

1.34 Lema. Seja (ug) uma sucessio decrescente de funcoes escada

nao negativas. Se klim fuk = 0, entdo a sucessao (ug) converge para
—00

zero, quase sempre em (a,b).

Demonstracao: Sendo a sucessao (uy) decrescente e limitada infe-
riormente por zero, conclui-se que u; converge, em (a,b), para uma
funcao v nao negativa. E suficiente provar que u é nula quase sem-
pre em (a,b). Como é nao negativa, o conjunto dos pontos onde ela
é diferente de zero é a uniao enumeravel dos conjuntos E; = {x €
(a,b); u(zx) > %}, j € N. Portanto, tudo que temos a fazer é provar
que para cada j € N o conjunto F; tem medida nula. Sendo uj > u,
resulta que ug(z) > % para todo z € Ej e todo k € N. Fixados k e j
em NN, os subintervalos disjuntos de (a,b) onde uy é constante e nos
quais u(x) > jl formam, evidentemente, um recobrimento finito dos
pontos de E; diferentes das discontinuidades de u; as quais sao em
numero finito, uma vez que u; é uma funcao escada.

Sejam I, Io, ..., I, os intervalos de tal recobrimentoe S = I U, U
---U ;. Entao

b b 1 b 1
/ UL Z / ukXS Z —,/ XS = - amp(S).
a a j a j

Portanto amp(S) < jfab u onde amp(S) = > amp(l,). Mas, como

n=1

: b , .
khm fa ur = 0, segue-se que se ¢ > 0 é dado, e k suficientemente
—00
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grande, entao amp(S) < e. Portanto para cada € > 0 existe um
recobrimento de E; cuja soma das amplitudes ¢ menor que ¢; logo £
tem medida nula, para cada j, uma vez que j era arbitrario. ]

Demonstracao da Proposicao 1.33: A funcao L — ¢ ¢é limite da
sucessao (L; —¢;), que é formada de fungoes escada nao negativas, pois
L; — ¢; > 0 para todo i € N. Além disso, verifica-se sem dificuldade
que a sucessao (L; —¥;) é decrescente. Sendo u integravel a Riemann, a
sucessao (D;) pode ser escolhida de modo que a sucessao das integrais
( [[Li; — ¢;]) converge para zero. Portanto, pelo Lema 1.34, a sucessao
(L; — ¢;) converge para zero quase sempre em (a,b), concluindo-se

que ¢(z) = L(z) quase sempre em (a,b). Levando-se em conta a
desigualdade (1.24), obtém-se que ¢(x) = u(x) = L(x) quase sempre
em (a,b). O

1.35 Corolario. Toda funcio u € R(a,b) € uma fun¢ao de Sy e a
integral de w em S7 € a integral de u sequndo Riemann.

Demonstragao: Basta observar que para uma conveniente (D;), (¢;)
é uma sucessao de funcoes escada satisfazendo as hipoteses do Segundo
Lema Fundamental, que converge quase sempre para u, € que a integral
de u segundo Riemann é dada por [u = lim [ ¢;; mas esta é a integral

1—00

de u em Sy . ]

1.36 Proposicao. Sejamu: (a,b) — R, limitada, (v;), (w;) sucessoes
de fungoes escada em (a,b), a primeira crescente e a outra decres-
cente, ambas convergindo quase sempre para u e tais que para todo i,
v; < u < w; em (a,b). Entdo u € integravel a Riemann em (a,b) e
Demonstragao: Por hipdtese, para todo i € N se tem v;(z) < u(z) <
w;(x) para todo z em (a,b). Para cada i, seja D; uma decomposi¢ao
de (a,b) associada, simultaneamente, as fungoes v; e w; (ver Lema
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1.16) e sejam (¢;) e (L;) as sucessoes de fungoes escada, definidas a
partir da sucessao de decomposicao (D;) como fizemos no inicio deste
paragrafo. E claro que para todo i tem-se:

(1.25) vi(x) < li(x) <wu(x) < Li(z) < w(x)

para todo x em (a,b). Mas como (w; — v;) converge para zero quase

sempre em (a, b) e é decrescente segue-se do Primeiro Lema Fundamen-

tal que lim [(w;—v;) = 0 e por (1.25) conclui-se que lim [(L;—¢;) = 0.
1—00 1—00

Assim, S(u, D;) — s(u, D;) = [(L; — {;) converge para zero e portanto

u é integravel a Riemann. Além disso

/u:lim vi=Ilm [ ¢;=1lim | L, = lim [ w;.

1—00 1—00 1—00 1—00

Resumindo, ficou provado que uma fungao u: (a,b) — R, limitada,
¢ integravel a Riemann em (a, b) se e somente se existem sucessoes de
fungoes escada (v;), (w;), uma crescente e a outra decrescente, ambas
convergentes para u quase sempre e tais que v; < u < w; em (a,b)
para todo ¢. A integral de u é o valor comum dos limites das sucessoes
das integrais de v; e w; .

1.37 Observagao: Nem toda fungao de Sy é uma funcao de R(a,b).
Para ver isto basta considerar, outra vez, a funcao do Exemplo 1.5 e
comparar com o Exemplo 1.25.

1.38 Observacgao: Se F é um conjunto de funcgoes, representemos
por —F o conjunto das funcoes de F com sinal trocado. Entao, do
Corolério 1.35 tem-se R(a,b) C Si, e R(a,b) = —R(a,b) C —5;.
Logo, R(a,b) C S1 N (=S1). A inclusao é forte porque a fungao do
Exemplo 1.5 pertence a S; e a —.57 .
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1.5 Exercicios

1.1 Mostre que o produto de duas funcoes escada é uma funcao es-
cada.

1.2 Demonstre que f £ U, como definida na Observagao 1.20, nao de-
pende da maneira como FE é representado pela uniao de uma
familia finita de intervalos dois a dois sem ponto interior em co-
mum.

1.3 Se u, v sao funcoes escada tais que u > v entao fu > fv.

1.4 Use o Exercicio 1.3 para provar que se £ C (a,b) como no
Exercicio 1.2, entao f gl < f;u qualquer que seja u € Sy nao
negativa.

1.5 Prove as identidades (1.19) e (1.20) do texto.

1.6 Seja {I,,} uma familia de intervalos em (0, 1) que cobre o conjunto
dos racionais de (0, 1) e é tal que Lamp(l,) < 5- Seja S = |J I,
n=1

e u = X1 — Xs. Mostre que u ¢ Sy, embora &) e Xg
pertencam a 57 .

k
Sugestao: Para cada k € N considere S, = |J I, e seja gi a
n=1

funcao caracteristica de Sy . Entao, (gx) é uma sucessao crescente
de funcoes escada que converge quase sempre para Xg e além disso
fol Xg < 1/2. Assim, Xg pertence a S; e portanto se u pertencesse
a S teriamos fol u=1— Xg > 1/2. Por outro lado, para cada
ponto racional p € (0, 1) existe um intervalo aberto, da familia
{I,,}, contendo p e no qual u assume o valor zero. Desta forma,
qualquer intervalo aberto J contém um intervalo aberto no qual
u € zero. Resulta dai que se ¥ é uma funcao escada tal que ¥ < u
quase sempre entao ¥ < 0 quase sempre. Use estas consideracoes
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para concluir que se u pertencesse a Sy entao terfamos [u < 0,
0 que seria uma contradigao.

1.7 (a) Mostre que a palavra “aberto” pode ser omitida na Defini¢ao
1.1.
(b) Mostre que a Definigdo 1.1 é equivalente & seguinte: “um
conjunto £ C R tem medida nula se existe um recobrimento
enumeravel de F por intervalos {Ji} tais que cada ponto de E
pertence a um numero infinito de tais intervalos e a soma das
amplitudes dos J; ¢ finita”.



2

Integral a Lebesgue-Riesz

2.1 A Integral de Lebesgue

Sera representado por L(a,b) o subespago do espago das fungoes reais
em (a,b) gerado pelo cone convexo Si(a,b). Pelo que foi visto na
Observagao 1.31, w € L(a, b) se, e s6 se, w = u—wv, onde u, v € Si(a,b).

2.1 Proposicao. L(a,b) é um reticulado vetorial.

Demonstragao: Como L(a,b) é um espaco vetorial é bastante de-
monstrar que L(a, b) é fechado para V e A. Seja, para isto, w = u — v,
u,v € S1(a,b). Dai, por (1.19), vem w™ = (u—v)" = uVv—v € L(a,b)
uma vez que u Vv € Si(a,b). Logo, se wy,ws € L(a,b), entao
(w1 —we)™ € L(a,b) e como, ainda por (1.19), (w1 —wq)" = w1 Vws—ws,
resulta que wy V wy = (w1 —wq)™ + we € L(a,b). Analogamente vé-se
que w1 Awy € L(a,b).

2.2 Corolario. Se w € L(a,b), entio w™ e w™ também pertencem a
L(a,b); conseqiientemente, |w| € L(a,b).

Demonstragao: De fato, w"™ = w VvV O € L(a,b) e w~ = (—w) V
O € L(a,b), pela Proposicao 2.1 (O é a fungao identicamente nula em
(a,b)). Além disto |w| = w* +w~ € L(a,b) pois L(a,b) é um espago
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vetorial.

Sejaw € L(a,b) e escrevamos w = u—v onde u, v € Sy . Define-se a
integral de w em L(a, b) como sendo [w = [u— [ v, onde as integrais
do segundo membro sao definidas em S;. Devemos demonstrar que a
integral de w assim definida nao depende da escolha da representacao
de w como diferenca de funcoes de S;. De fato, suponhamos que
w=u—v=u — v, sendo u, v, ur, v; funcoes de S;. Resulta dai
que u1 +v = u+ v, € como uq + v, u + v; sao funcgoes de S;, obtém-se

e fomfur[u
[ fo=[u=[o=[w

provando assim que a integral de w esta bem definida.

e portanto

2.3 Proposicao. A aplicagiou — [ u, que a cadau € L(a,b) associa
a integral de u é um funcional linear sobre o espago vetorial L(a,b).

Demonstracao: Sejam w, wy; em L(a,b). Entdao w + wy € L(a,b).
Vamos mostrar que [(w+w;) = [w+ [w;. De fato, se w =u—v e
wy = up — v; com u,v,uy,v; € 51, tem-se por definicao:

/(w—l—w1):/(u+u1)—/(v+v1):/u—l—/ul—/v—/vl:
:(/u—/v)+(/u1—/vl):/w+/w1

provando que a integral em L(a,b) é uma fungao aditiva. A seguir
verificaremos que ela é homogénea. Seja A € R e w € L(a,b) com
w=u—0v,uv €S . Se A >0 tem-se

/)\wz/()\u—kv):/)\u—/kv:)\(/u—/v):)\/w.
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Observando que

Jemr=fo-n=fo- fr==tfo- [o=-]

concluimos que se A < 0 tem-se
/)\w—/ Alw) = /ww_—m/w_ /
]

2.4 Definicao. L(a,b) é dito espaco vetorial das fung¢des integrdveis
a Lebesgue. A integral definida em L(a,b) denomina-se integral de
Lebesgue. Omitiremos a palavra Lebesgue e diremos apenas integral e
func¢ao integrdvel (ou somavel, como Lebesgue chamou originalmente)
quando nos referirmos aos elementos de L(a, b).

Observemos que a integral de Lebesgue, definida em L(a,b) é uma
extensao da integral definida em Sy . Isto é, se w € S entao a integral
de w como elemento de S; coincide com a integral de Lebesgue de
w. Basta considerar uma funcao v arbitraria em 57 e escrever w =
(w+v) —v. Entao, por definigao, a integral de Lebesgue de w é dada

R P T Y R

onde as integrais consideradas do segundo membro em diante sao aque-
las definidas para os elementos de S;. Como R(a,b) C S e a integral
de Riemann de uma fungao de R(a,b) coincide com a integral da
mesma fungao como elemento de S; (ver Corolario 1.35), conclui-se
que toda fungdo integravel a Riemann em (a,b) é integravel a Lebes-
gue e as duas integrais coincidem. A reciproca, como era de se esperar,
nao é verdadeira (veja Observagao 1.37).

2.5 Proposicao. Se w € L(a,b) e w > 0 quase sempre, entao
fw > 0.
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Demonstragao: Seja w = u — v, com u,v € S;. Sendo w > 0 quase
sempre, obtém-se u > v quase sempre e portanto [u > [v (veja
Proposicao 1.26). Resulta dai que fw = fu — fv > 0. ]

2.6 Corolario. Se wi,wy € L(a,b) e wy > wy quase sempre entdo
fw1 Z fwg.

Demonstragao: Considere a funcao w = w; — wy e aplique a Pro-
posicao 2.5. [

2.7 Proposicao. Se w pertence a L(a,b), entao | [w] < [ |w]|.

Demonstragao: Do Corolario 2.2 tem-se que |w| € L(a,b). Como
+w < |w|, conclui-se pelo Corolério 2.6 que & [ w < [ |w| e portanto
[ Jwl < [uwl O

2.8 Proposigao. Se w € L(a,b) entdo existe uma sucessao (wy),

de fungoes escada em (a,b) tal que lim w, = w quase sempre. Além
n—o0

disso tem-se que lim [ |w, —w| = 0.
n—oo

Demonstragao: Seja w = v — v com u,v € S;. Por definicao de
S1 existem sucessoes (u,) e (v,) de fungoes escada satisfazendo as
condicoes do Segundo Lema Fundamental, convergindo quase sempre
para u e v, respectivamente. Considere a sucessao (w,) onde para
cada n, w, = u, — v, . E claro que cada w, é uma funcao escada

e lim w, = w quase sempre, ficando provada a primeira parte da
n—oo

proposicao. Além disso tem-se:

OS/‘wn_w‘:/‘un_Un_u""U‘S
< [lu=uwl+ [1o=ul =
~ [w-w)+ [w-u),

pois u > u, € v > v, .
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Tomando o limite quando n tende para infinito, levando em conta
que lim [(u—wu,) = lim [(v—uv,) =0, resulta que
n—o0

n—oo
lim /|wn —w| = 0.
n— 00

2.2 Sucessoes de Funcoes

Neste paragrafo estudaremos alguns teoremas de convergéncia nota-
damente aqueles que dizem respeito a integracao termo a termo. Ini-
ciaremos com o teorema de Beppo Levi (1906). Lembremos que a
partir de Sy construimos a classe S7 constituida das funcoes obtidas
como limite quase sempre de sucessoes de funcoes Sy, satisfazendo
as hipéteses do Segundo Lema Fundamental. O teorema de Beppo
Levi nos assegura que se aplicarmos o mesmo método de construcao
para sucessoes de fungoes de L(a,b) ndo obteremos uma nova classe
de funcoes.

2.9 Lema. Seja w uma funcao integrdvel. Entdao, para cada € > 0
existem funcoes u,v € Sy tais que w = u—v, v > 0 e [vdr < e.
Além disso, se w > 0 entao pode-se considerar u > 0.

Demonstragao: Sendo w € L(a,b), por definigdo, podemos escrever
w = u* —v* com u*,v* € Sy. Seja (v,),  uma sucessao de fungoes
de Sy, satisfazendo as hipoteses do Segundo Lema Fundamental, con-
vergindo quase sempre para v*. Entao, para todo n, tem-se

(2.1) w=u"—v'=Ww—-v,)— W —-v,)=U,—-V,

onde U, =u* —v, eV, =v*—wv,. Como v, <v* para todo n, vem
que V,, > 0 para todo n. Mais ainda, pela definicao da integral em
Sy tem-se [v* = lim [v,, donde lim [V, = lim [(v* — v,) = 0 e,
portanto, dado € > 0, podemos escolher um ny € N tal que f Vi, dx <
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e. Considerando n = ny em (2.1) tem-se que w = U,, — V,, e as
fungoes v = U,, e v = V,,, satisfazem as condigoes do lema, pela
Observacao 1.30. Além disso se w > 0 temos de (2.1) que, para todo
n, U, =w+V, > 0. Em particular, u = U,, > 0. ]

2.10 Lema. Seja (u,) uma sucessao crescente de fungoes de Sy cuja
sucessao das integrais (fun) tem um majorante. Entao (u,) converge
quase sempre para uma fung¢do u € Sy e tem-se ainda que [u =

i J

Demonstragao: De fato, consideremos uma sucessao crescente (u,,)
de elementos de S7 tal que existe uma constante M satisfazendo a
desigualdade [w, < M para todo n € N. Como as fungdes u,, per-
tencem a Sy, para cada n existe uma sucessao () ey de funcoes de
So, nas condicoes do Segundo Lema Fundamental, convergindo quase
sempre para u, . Isto é,

upp < oup < L. < oy, < e Uy, — U
uog < up < ... < Uy, < e Uz, —> U
Us1 S Us2 S < S Usn S € Usp —7 Ug
Pondo v,(z) = 1<ﬂ)%{u,n(x)} = max{ui, (), uon(x), ..., up(x)} para

todo = € (a,b) te;n—se, para cada n, uma funcao escada v,, e a sucessao
(v,,) é crescente. Além disto, u;, < u; < u, para 1 < i < n. Logo,
tomando o maximo para 1 < i < n, obtém-se v, < u, e portanto
v, < [u, < M para todo n. Logo, a sucessdo das integrais das
funcoes v,, é limitada. Pelo Segundo Lema Fundamental conclui-se
que (v,) converge quase sempre para uma fungdo u que estd em Sy,

por definicao. Mostremos que lim u, = u quase sempre. Para cada
n—o0

k € N tem-se v, = 1maxk{unk} > Ui, qualquer que seja 1 < n < k.
<n<

Logo, tomando o limite quando k — oo resulta que u > u, para todo
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n. Mas v, < u, para todo n; logo v, < u, < u para todo n. Sendo

lim v,, = u quase sempre, conclui-se que lim u, = u quase sempre.
n—oo n—oo
Da desigualdade v, < u, < u conclui-se ainda que [v, < [u, < [u

para todo n. Mas sendo, por definicao, f u = lim f v, conclui-se que
n—oo

fu = lim fun []
n—oo
(0]
2.11 Corolario. Consideremos uma série y_ u,, com u, € S,
n=1
k

u, > 0 para todo n. Se a sucessao (f [Z un])keN for limitada,

n=
0

entao a série z Uy converge quase sempre para uma fungdo u de Sl
n=1

efu:g:lfun.

n
Demonstragao: Para cada n, seja U, = > uj. Segue-se que a su-

cessao (U,) satisfaz as hipdteses do Lema 2.10. Logo existe uma funcao

u € S; tal que lim Un = u quase sempre e tem-se que
n—oo
fu-hme—hmf( )—hm fuk— fun ]
n—00 —1 n=1

Teorema (Beppo Levi). Seja (u,) uma sucessio crescente de funcgoes
de L(a,b) cuja sucessao das integrais ([ u,) € limitada superiormente.
Entao (u,) converge quase sempre para uma fungdo u € L(a,b) e tem-

sequefu—gl_{gofun.

Demonstracao: Seja (u,) uma sucessao crescente de fungoes in-
tegraveis e suponhamos que existe uma constante A tal que [wu, < A

o0
para todo n. Consideremos a série u; + Y v, onde para cada n,
n=1
Up = Upy1 — U,. A demonstracao reduz-se a provar que a série
oo

> v, converge quase sempre para uma fungdo integravel v e que
n=1
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(0.0}

[v=73" [v,, pois, se este é o caso a sucessao (u,) convergird quase
n=1

sempre para a fun¢do integravel u = uy +ve [u = [u + [v =

n—1
Je i 2 o= Ji
n—1
Para cada n, temos que fun = f uy+ f v € portanto
k=1

(22) /:zévk:/un/u1<A/u1:B.

Sendo v,, integravel pode-se escrever: v, = U, — V,, com U,, V,, em
S1. Pelo Lema 2.9 pode-se admitir que U, V,, sao nao negativas e

(2.3) /Vn < 2%

oo

Para concluir a demonstra(;éo vammos provar que as séries Z Un e
n=1

(o]
>V, estao nas condic¢oes do Corolario 2.11. De fato, tem-se U,, > 0
n=1

o
eV, >0 Vn. Por (2.3) a série Y [V, é convergente e portanto

n=1

n
a sucessao ([ Y Vi),oy € limitada. Como, por (2.2), a sucessao
k=1

(f > vr), oy € limitada e, para todo n, vale a igualdade [ 3 Uy =
k=1 k=1

n n

[ > v+ [ 3 Vi, conclui-se que a sucessao ([ > Uy), _y ¢ limitada.
k=1 k=1 k=1

o o

Assim, as séries > U, e >V, satisfazem as condigoes do Corolério
n=1 n=1

2.11. Logo convergem quase sempre para funcoes U e V', respectiva-

mente, onde U, V estdao em S;. Entao a série > v, = > U,— >V,
n=1 n=1

n=1
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converge quase sempre para v = U — V que é uma funcao integravel.

Alémdissotem—sequefv = fU—fV: ifUn—ian =
n=1 n=1
zlf(Un_Vn):zlfvn L]

O Teorema 2.12 é a forma crescente do Teorema de Beppo Levi.
Nele a sucessao (u,) é suposta crescente e a sucessao ( [ u,) majorada
por uma constante. A forma decrescente, conseqiiéncia imediata da
forma crescente, é a seguinte:

2.13 Teorema (Beppo Levi). Se (u,) é uma sucessio decrescente
de fungoes de L(a,b) cuja sucessao das integais ([ uy) € limitada in-
feriormente, entdo (u,) converge quase sempre para uma fun¢do u de
L(a,b) e [u= lim [w,.

n—oo

Portanto, as conclusoes do Teorema de Beppo Levi sao validas para
as sucessoes monotonas cuja sucessao das integrais é limitada. Por
motivo agora obvio, o Teorema de Beppo Levi é também conhecido
por Teorema da Convergéncia Mondtona.

Uma conseqiiéncia imediata da forma crescente do Teorema de
Beppo Levi ¢ o resultado a seguir.

2.14 Proposicao. Seja u € L(a,b) tal que u >0 e f;u = 0. Entao
u =0 quase sempre em (a,b).

Demonstracao: Para cada n, seja v, = nu. Entao v, é integravel,
(v5,) é uma sucessao crescente e [v, =n [u =0 Vn € N. Pela forma
crescente do Teorema de Beppo Levi, (v,) converge quase sempre;
mas (v,,) $6 nao converge nos pontos onde u é diferente de zero. Logo,
u = 0 quase sempre em (a,b). ]

2.15 Observacao: Recorde-se que o infimo e o supremo de uma

sucessao (u,) de fungoes reais definidas em (a, b) sdo as fungoes sup u,
neN
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e inlgI u,, definidas em cada ponto x de (a,b) pelos limites
ne

inf u,(r) = lim min {u;(x e supuy(r)= lim max{u;(x

neN n( ) n—>ool§z’§n{ Z( )} nEII\T) n( ) n—>ool§z'§n{ Z( )}’
respectivamente. Assim, de acordo com a notacao estabelecida ante-
riormente,

inf u, = lim uy A---Au, e supu,= lim u;V---Vu,.

neN n—00 neN n—00
Recorde-se, também, que o limite superior e o limite inferior de (u,)
sao as funcoes lim sup u,, e liminf u, definidas, respectivamente, por

limsup u, = inf sup u;r e liminf u, = sup inf ;.
n—00 neN p>np n—00 neN k2n

Como a sucessao (sup uy) é decrescente e a sucessao (inf wuy) é cres-
k>n k>n

cente, pode-se escrever, também,

limsup u, = lim sup v, e liminf u, = lim inf wu, .
N—00 n—=0 p>n n—00 n—oo k>n

Recorde-se, ainda, que liminf u,, < limsup u, e que se (u,) tem um
n—00 n—00

limite u(z) num ponto x de (a,b), entdo

lim inf u,(x) = lim sup u,(z) = u(z).
n—00 n—00

2.16 Observagao: Seja uy € L(a,b) e Ls(ug) o conjunto {u €
L(a,b);u < up}. Entdo tem-se [u < [wg para toda u € Lg(uy).
Decorre dai que se (u,) é uma sucessao de fungoes de Lg(ug), a su-
cessao das integrais ([ u,) é limitada superiormente. Se, além disso,
(u,) é crescente, entdao, pela forma crescente do Teorema de Beppo
Levi, (u,) converge em (a,b) para uma fungao u de L(a,b) e como
U, € Ls(up), n = 1,..., tem-se que u € Lg(ug). Conclui-se dai que
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L (ugp) é fechado por passagem ao limite das sucessoes crescentes. Ana-
logamente, o conjunto L;(ug) = {u € L(a,b);u > ug} é fechado por
passagem ao limite das sucessoes decrescentes e, se ug > 0, o conjunto
L(ug) ={u € L(a,b); —ug < u < up} é fechado por passagem ao limite
das sucessoes mondtonas.

Uma conseqiiéncia desse resultado é que, para toda sucessao (uy,)

de fungdes de Lg(ug), a fungdo supwu, pertence a Lg(ug), uma vez
neN

que sup u, é o limite da sucessdo crescente (u; V ---V u,). Analoga-
neN

mente, in1£1 u, € L;i(ug) para toda sucessao (u,) de fungoes de L;(uy).
ne

Conseqiientemente, inf wu, e sup u, pertencem a L(ug) para toda su-
ne neN
cessao (u,) de fungoes de L(ug) e, desse modo, limsup u,, e liminf u,

pertencem a L(uyg), visto que lim sup u,, é o limite da sucessao decres-
n—oo

cente (sup ug) e liminf u, é o limite da sucess@o crescente (inf uy) de
k>n n—00 k>n

fungoes de L(uy).

Com base nestas consideragoes preliminares demonstraremos o se-
guinte teorema de Lebesgue, também conhecido por Teorema da Con-
vergéncia Dominada.

2.17 Teorema (Lebesgue). Seja (u,) uma sucessao de funcoes
integraveis em (a,b), convergente quase sempre para a fun¢do u. Se
existir uma fungao integravel uy tal que |u,| < uy quase sempre para
todo n € N, entao u € integravel e tem-se

uw= lim [ u,.
n—oo

Demonstragao: Pode-se supor que Vn € N, |u,| < uy em todo ponto
de (a,b). Com efeito, é bastante, se necessario, redefinir conveniente-
mente as fungoes u, em conjuntos de medida nula; as fungoes obtidas
serao ainda integraveis, suas integrais coincidirao com as das u, e a
sucessao delas ainda serd convergente quase sempre para u. Com essa
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hipétese e pelo que foi dito na Observacao 2.16, liminf u,, pertence a
n—oo

L(uyp) e, portanto, é integravel. Mas, por hipdtese, (u,,) converge quase

sempre para u; logo, u = ligbri> g)lf u, quase sempre, donde u ¢ integravel

e u = lim v, quase sempre, onde v, = inf u;. Temos v, < u,, < uy,
n—00 k>n

m > n, donde [v, < [u, < [uy, m > n. De [v, < [wug resulta,

pela forma crescente do Teorema de Beppo Levi, que f u = lim f Up,
n—o0

ede [v, < [uy, m > n, resulta que lim [v, < liminf [u,, . Por-

n—oo n—oo

/ugliminf/un.
n—oo
De maneira analoga veé-se que
/uZ limsup/un.
n—oo

Logo, [u = lim [wu,. ]

n—oo

tanto,

2.18 Exemplo: Considere a fun¢ao v definida em (0, 1) por v(z) = -
Usando o teorema de Lebesgue podemos afirmar que a fungao v nao
é integravel. Para ver isto, considere, para cada n a seguinte funcao

definida em (0, 1):

0, se r>1
un(x): " 1
n, se 0<x<-—,

Entao, as fungoes u, sao integraveis e lim u, = 0. Além disso, |u,| <
n—oo

v para todo n. Se v fosse integravel deveriamos ter, pelo Teorema de
: 1 1. . -,
Lebesgue, que 11_>m Jo un = [y lim u, = 0. Mas isto ndo é verdade
n—oo

n—oo
uma vez que para todo n tem-se fol u, = 1. Logo v nao é integravel
em (0,1).

2.19 Teorema (Lema de Fatou). Seja (u,) uma sucessio de
funcoes integrdveis e nao megativas, convergente quase Sempre para
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uma funcao u. Suponhamos que exista uma constante C' tal que 0 <
[ u, < C para todon. Entao u é integrdvel e tem-se que 0 < [u < C.

Demonstracao: Para cada n, seja v, = ]ir>1f ur . Entao v, < v,11 e,
~ZNn

pela Observagao 2.16, v, € L;(0). Logo, (v,) é uma sucessao crescente
de funcoes integraveis. Além disso v, < u, para todo n e, portanto,
de acordo com as hipéteses, f vy < f u, < C. Logo, pelo Teorema de
Beppo Levi, a sucessao (v,) converge para uma funcao integravel v.
Sendo (v,) crescente resulta que

v = lim v, = supv, = sup inf u; = lim inf u,, = u quase sempre
n—00 neN neN k>n n—00

provando que u é integravel. Ainda pelo Teorema de Beppo Levi
/u:/v:hm/vnga

O lema de Fatou também pode ser enunciado da seguinte forma:

[l

2.20 Teorema (Lema de Fatou). Seja (u,) uma sucessio de
funcoes integrdaveis e nao negativas que converge quase Sempre para
uma fungao u. Se liminf [w, € finito, entio u € integrdvel e tem-se

n—oo
/ugliminf/un.
n—oo

E claro que o Lema de Fatou nesta forma implica a validade do
mesmo na forma anterior (Teorema 2.19). Mostremos que a reciproca é
verdadeira, o que provara a equivaléncia das duas formas de enunciar o
Lema de Fatou. Para cada n, seja v, = ]igfl{uk} Entao v, é integrével

paran =1,... e v, < uyep, £ = 0,1,.... Logo, fvn < fun+k,
k=0,1,..., donde fazendo k — oo tem-se

/vn < liminf/un+k = liminf/uk =C.
k—o0 k—o0
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Mas sendo (v,) uma sucessao crescente, tem-se v = limv,, = sup v, =

n
sup inf{u;} = liminfu, = u quase sempre donde, (v,) encontra-se
n k>n n—o00

nas condicoes do Lema de Fatou 2.19, valido por hipoétese. Logo
0<fv<C:hminffunistoéfugliminffun. O

n—oo n—oo

NOTA: O Lema de Fatou pode ser enunciado de forma mais geral
substituindo-se a condi¢cao u, > 0 pela condicao u, > v, onde v
é uma funcao integravel. Em particular, substituindo w,, > 0 por
u, > C, onde C' é uma constante negativa, no caso dos intervalos
limitados. Tem-se a demonstracao dessa forma geral do Lema de Fatou
substituindo L;(0) por L;(v) na demonstracao do Teorema 2.19.

2.21 Definigao: Diz-se que uma fungao u: (a,b) — R é mensurdvel
quando u € o limite quase sempre de uma sucessao de funcoes escada.

Obviamente, as funcoes escada e, em particular, as funcoes cons-
tantes sao mensuraveis; de um modo geral, pela Proposicao 2.8, toda
funcao integravel é mensurdavel. A reciproca, porém, nao é valida.
Para ver isto, considere-se o Exemplo 2.18. Nele a funcao v é men-
suravel pois é limite quase sempre da sucessao de funcoes escada
(wy), onde w,, n = 1,..., é definida em (0,1) por w,(z) = n/k
se (k—1)/n<x<k/n k=1,...,n. No entanto, como foi visto, v
nao ¢ integravel.

Seja, como no exemplo que se acaba de examinar, v > 0 uma fungao
mensuravel mas nao integravel e (u,,) uma sucessao de fungoes escada
que converge quase sempre para u. Podemos supor que u,, > 0, n =

1,..., pois, se assim nao fosse, as fungoes escada u,, definidas por u;, =
u, VO, n =1,..., seriam nao negativas e ainda teriamos lim u/, =
n—o0
u quase sempre. A sucessdao (v,), onde v, = inf u;, é crescente,
k>n

v, € L;(0) e, portanto, v, é integravel e, além disto, lim v, = u
n—oo

quase sempre. Mas nao existe M € R tal que [v, < M, n=1,...,
porque se existisse um M nessas condigcoes u seria integravel, pela
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forma crescente do teorema de Beppo Levi. Portanto, lim [ v, = +00
e como v, < u somos levados a por f u = +o0o. Analogamente, se
u < 0 é mensuravel mas nao integravel poremos f u = —oo. No
caso geral, se u é mensurdavel mas nao integravel, de u = u™
resulta que se uma das funcoes vt ou u~ for integravel podemos por
Ju=[ut— [u".
2.22 Proposicao. Se u e v sio fungdes mensurdveis em (a,b) e
A € R, entao:

i) A\u, u+v, v, u Vv euANv sGo mensurdveis;

ii) se v nao se anula em (a,b), entdo 1/v € mensurdvel.
Em outros termos, a familia das fungoes mensurdveis em (a,b) € um
reticulado vetorial de funcoes, fechado para o produto e para o quoci-
ente por fungoes que nao se anulam em (a,b).

_u_

Demonstragao: Sejam u e v, respectivamente, limites quase sempre
das sucessoes de fungoes escada (uy,) e (v,). Como Sy(a,b) é um reti-
culado vetorial fechado para o produto, Au,, u, + v,, uyv,, U, V v,
e u, ANv,, n =1,..., sao funcoes escada e, pelas propriedades gerais
dos limites e a Proposigao 1.17, as sucessoes (Auy), (U, + vy), (u,vn),
(u, Vo) e (u, Av,) convergem quase sempre para \u, u—+ v, uv, 4V v
e u A v, respectivamente. Essas funcoes sao, pois, mensuraveis ficando
assim demonstrado i). Para cada n € N vamos definir v/, do seguinte
modo: v/, é igual a v, nos pontos onde v,, é diferente de zero e igual a
a, o € R, a # 0, nos pontos onde v,, é zero. Entao, para cada n € N,
v/ é uma funcdo escada, v/, # 0 em (a,b) e limv/ = v quase sempre,
donde (1/v)) é uma sucessao de fungoes escada que converge quase

sempre para 1/v. Portanto 1/v é mensuravel. O
2.23 Coroléario. Se u € mensurdvel o mesmo acontece com u™, u™ e
[u.

Com efeito, um =uV O, u" =—-uV Oelul=u"+u". O

Consideremos uma fungao v: (a,b) — R, nao negativae u: (a,b) —
R uma funcao qualquer. Denomina-se truncada de u por v a funcao
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T, (u) definida do seguinte modo:

—v(x) se wu(zr) < —v(zx)
Ty(u)(z) = qu(z)  se |u(z)| <v(z)
)

v(x se  u(x) > v(x).

Observe que vale sempre a desigualdade: —v(z) < T,(u)(z) < v(x)
para todo x € (a,b). De acordo com a defini¢ao acima é facil concluir
que T,(u) também pode ser definida pela férmula: T,(u) = (—v) V
(u A v) (verifique!).

2.24 Proposicao. Seja v uma funcgao integrdvel. Se u for mensurdvel
e |u| <wv, entdao u € integravel.

Demonstracao: Seja (u,) uma sucessao de funcoes escada conver-

gindo quase sempre para u. Para cada n, considere a truncada de

u, pela fungdo v, isto é, a funcao v, = T,(u,) = (—v) V (u, A v).

Entao v, ¢ integravel para todo n € N. Além disso v, € L(v).

Como lim v, = lim [(—v) V (u, Av)] = (—v) V (u A v) e por hipdtese
n—oo n—oo

—v < u < v, vem que lim v, = u. Logo pelo teorema de Lebesgue u

n—oo
é integravel. []
2.25 Corolario. Se u é mensurdvel e |u| € integrdvel entio u é
integravel.

Demonstragao: Basta fazer v = |u| na proposigao. ]

2.26 Corolario. Se u é mensurdvel e limitada num intervalo (a,b)
de amplitude finita, entao u € integravel.

2.27 Proposicao. Seja (u,) uma sucessio de fungoes mensurdveis
convergente quase sempre para uma funcao w. Entao u é mensuravel.

Demonstracao: Podemos considerar u,, > 0 para todo n, pois se
assim nao fosse considerariamos as partes positiva e negativa de u,, ,

isto é, as funcdes v} e u_ Para cada n seja v, = ——- Como lim u,= u
. " " I+un n—00
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: 1
quase sempre, segue-se que 7}1_{]([)10 Un = 135 quase sempre. Observe que

as funcoes v, sao mensuraveis pela Proposicao 2.22 e 0 < v, < 1
para todo n. Resulta do Corolario 2.26 que as v, sao integraveis;
logo o limite de (v,) é uma fungao integravel (Teorema de Lebesgue)

donde a funcao v = HLU é integravel e, portanto, mensuravel em (a, b).
Além disto v > 0. Logo, pela Proposicao 2.22, a funcao u = 10;“ é
mensuravel.

2.28 Corolario. Seja (u,,) uma sucessao de fungdes mensurdveis que
converge para uma fung¢ao u quase sempre em (a,b). Se existe uma
fungdo integravel g tal que se tenha |u| < g entdo u € integrdavel.

Demonstragao: Sendo as fungoes u,, mensuraveis, a fun¢ao u é men-
suravel pela Proposicao 2.27. Segue-se da Proposicao 2.24 que u é
integravel. []

2.29 Corolario. Seja u: (a,b) — R e suponha que para cada ¢ > 0
existem funcgoes integraveis v. € w, tais que se tenha v < u < w; e
ff(wE —v.) < €. Entao u € integrdvel.

1

5= € denotemos por

Demonstragao: Ponhamos sucessivamente ¢ =

4

o0
~ ~ Ve . b
v, € wy, as fungbes correspondentes. Entao a série ) fa (wp, — vy) €
n=1

oo
convergente, pois ¢ majorada pela série > 2% Entao, pelo Teorema
n=1

o0

2.12, a série Y (w,—v,) é convergente quase sempre e portanto w, — v,
n=1

converge para zero quase sempre. Isto é v, — u e w, — u quase

sempre. Se considerarmos a fungdo H(x) = max{|vi(z)|, |wi(z)|} é
claro que H é integravel e |u| < H. Pelo Corolario 2.28 segue-se que
u € integravel. []
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2.3 A integral sobre um intervalo nao limitado

Até aqui consideramos a integral para funcoes definidas num intervalo
limitado (a,b). O caso dos intervalos nao limitados como (a,+00),
(—00,b), (—o0,00) nao apresenta dificuldade. Com pequenas modi-
ficagoes nas definicoes poderemos obter todos os resultados ja vistos
até agora para o caso do intervalo limitado. Neste paragrafo deno-
taremos por J um intervalo nao limitado de qualquer um dos tipos
mencionados acima. Uma funcao ¢ definida em J ¢é dita func¢ao es-
cada se existe um intervalo limitado (a,b) contido em J, fora do qual

© é nula e no qual ¢ é funcao escada no sentido da definicao dada na
Secao 1.3.

2.30 Exemplo: A funcao ¢ definida por

(x) =

maior inteiro menor que x se |z| < 5
0sel|z]>5

é uma funcao escada definida em toda reta.

Se ¢ for uma funcao escada definida em J e se denotarmos por C}, os
valores assumidos por ¢ sobre os intervalos limitados I C (a,b) C J,
k=1,...,n a sua integral é definida por

n b
/soz > Cy amp(I) =/ p.
J k=1 a

As definicoes de funcoes mensuraveis e integraveis sobre J sao feitas
de modo andlogo ao caso do intervalo finito e todos os resultados vistos
até agora sao validos, com excecao dos que fazem apelo a integrabi-
lidade das funcoes constantes. Embora as funcgoes constantes sejam
mensuraveis nos intervalos ilimitados, nao sao, contudo, integraveis
nesses intervalos (a funcdo u constante e igual a ¢ no intervalo (0, +00),
por exemplo, é mensurdvel porque é o limite da sucessao (cX(g,)) de
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funcoes escada, mas nao é integravel porque se fosse, sua suposta in-
tegral deveria ser maior que f cXon) = nc, Vn € N, uma vez que
u > cXn), 0 que nao é possivel). Como conseqiiéncia, o Coroldrio
2.26 nao é valido nos intervalos ilimitados e, desse modo, a Proposicao
2.27, que permanece valida nos intervalos ilimitados, deve ter sua de-
monstracao revista pois faz apelo aquele corolario. Para demonstra-la
no caso ilimitado devemos substituir a funcao constante e igual a 1
que figura no numerador de v,, por uma funcao h integravel e essenci-
almente positiva; as fungoes v, = ﬁ sao integraveis pela Proposicao
2.24, pois v, é mensuravel e 0 < 0, < h. Os demais argumentos da
demonstracao permanecem vélidos. (Uma fungao integravel e estrita-
mente positiva em (0, +00), por exemplo, pode ser construida como
n
segue: seja up = %X(k_l,k), k=1,..., e h, =Y ug; entdo (h,) é

k=1
uma sucessao crescente de funcoes escada cuja sucessao das integrais

é limitada pois [ h, = Y 1/2" < 1. Pela forma crescente do Teorema
k=1
de Beppo Levi, (h,) converge para uma funcao integravel h e, como é

imediato, h > 0 em (0, +00)).
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2.4 Exercicios

2.1 Prove que dada u integravel em (a,b) tal que 0 < u < M, entao
existe uma fungao escada ¢ tal que [u — | < M e [|u—¢| < e.
Sugestao: Aplicar Proposicao 2.8.

2.2 Mostre que E C (a,b) tem medida nula se e s6 se existe uma
seqiiéncia (uy) de fungdes escada nao negativas tais que a série
> uy, é divergente nos pontos de F e a série das integrais Y [ uy
¢ convergente.

2.3 Prove que uma fungao u: (a,b) — R é mensurdvel se e s6 se T, (u)
é integravel em (a, b) qualquer que seja a funcao v > 0, integréavel
em (a,b).

2.4 Com exemplos mostre que de u,v € L(a,b) ndo decorre que
u-v € L(a,b).

2.5 Mostre que se u ¢ mensuravel e limitada e v é integravel, entao
uv ¢ integravel.

2.6 Seja u, = nX(, n41). Entao (u,) converge a u = 0 em (0, 0o) mas
[u # lim [w,. Por que o Teorema da Convergéncia Limitada
nao se aplica a este caso?

2.7 Seja u, = —< Xy, . Entao (u,) converge a u =0 em (0,00) e

/uZliminf/un.
n—oo
Por que este exemplo nao contraria o lema de Fatou?

2.8 Demonstre a seguinte forma generalizada do Lema de Fatou: se

(u,) é uma sucessao de fungoes de L(ug), entdao liminfu, é in-
n—0o0

tegravel e

b b
liminfu, <liminf [ w,.
a n—oo n—oo a
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Conjuntos e Funcoes Mensuraveis

3.1 Conjuntos mensuraveis

O conceito de medida de um conjunto generaliza os antigos conceitos
de comprimento, area e volume das figuras elementares. Nesta secao
iremos definir um conceito de medida paa subconjuntos da reta e estu-
dar as propriedades de tal medida. Mais precisamente, introduziremos
aqui o conceito de medida proposto por Lebesgue para os subconjun-
tos da reta, na formulacao de Riesz. Posteriormente, mostra-se a
equivaléncia das formulacoes de Riesz e de Lebesgue.

3.1 Definicao. Dado E C R dizemos que E é mensurdvel quando
sua funcao caracteristica Xz for mensuravel.

3.2 Definicao. Seja F um subconjunto mensuravel de (a,b). A
medida de E, denotada por u(FE), é definida por

n(E) :/:XE,

caso Xg seja integravel em (a, b) e, por u(FE) = +00, caso nao seja.
Da Definigdo 3.2 resulta que se (a,b) é limitado, entdo todos os
subconjuntos mensuraveis de (a,b) tém medida finita uma vez que,
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para cada E C (a,b), Xg é uma fungao limitada e, portanto, integravel
pelo Corolario 2.26. Logo os subconjuntos de medida infinita s6 podem
ocorrer quando (a,b) é ilimitado.

Da Definicao 3.2 resulta, ainda, que sempre se tem p(E) > 0.

3.3 Exemplo. Se F for um intervalo limitado entao E é mensuravel
e a medida de E ¢ a sua amplitude.

3.4 Exemplo. a) O conjunto vazio & é mensuravel e u(2) = 0.
Basta observar que Xz = 0 em (a, b).

b) Sejam E e F mensuraveis. Entao FUF e ENF sao mensuraveis.
Basta observar que Xgup = XV Xr e Xgnp = X A Xp.

3.5 Exemplo. Todo conjunto E de medida nula no sentido da De-
finigdo 1.1 é mensurédvel no sentido da Definigao 3.1 e tem-se u(E) = 0.
Reciprocamente se E é mensuravel no sentido da Definicao 3.1 e
p1(E) =0 entdo E tem medida nula no sentido da Definigao 1.1.

Com efeito, seja £ um conjunto de medida nula no sentido da
Definigao 1.1. Entao Xp = 0 quase sempre, donde Xz € L(a,b) e
f; Xp =0. Logo, F mensurével e u(E) =0.

Reciprocamente, de pu(E) = 0 resulta que Xg é integréavel e

/XE— ) =0.

Como X > 0 segue, pela Proposicao 2.14, que X'z = 0 quase sempre.
Logo E tem medida nula no sentido da Definicao 1.1.

Salvo mencao explicita em contrario, os conjuntos com os quais
lidaremos neste capitulo, sao subconjuntos de um intervalo limitado

fixo (a,b).

3.6 Proposicao. Sejam E, F' conjuntos mensurdveis tais que £ C F.
Entao F — E € mensurdvel e u(F — E) = u(F) — p(E).

Demonstracao: Basta observar que Xp_p = Xp — Xg. ]
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3.7 Corolario. Se E C (a,b) é mensurdvel entdo o complemento de
E em (a,b) € mensurdvel.

Demonstragao: Do Exemplo 3.3 sabemos que (a,b) é mensuravel.
Logo, (a,b) — E é mensuravel pela Proposic¢ao 3.6. ]

3.8 Proposicao. Seja {M,;v € N} uma familia enumerdvel de con-
o0

Juntos mensurdveis e seja M = |J M, . Entao
v=1

i) M € mensurdvel.

I
(]
=
S

ii) Se os M, sao dois a dois disjuntos tem-se (M)

iii) Se a familia {M,;v € N} € crescente, isto é, My C My C --- C
M, C ... tem-se u(M) = lim pu(M,).
V—00

iv) Em qualquer caso tem-se (M) < > u(M,).
v=1

Demonstragao: i) Para cada k € N, seja gp(z) = IEE?{XMV(x)}.
Sendo as fungoes Xy, mensuraveis decorre que as g sao0 mensuraveis.

Por outro lado temos que Xy (z) = sup{ Xy (z)} = klim gr(7). Logo,
veN —0

de acordo com a Proposicao 2.27, temos que Xj; é mensuravel e por-
tanto M é mensuravel.
ii) Se os M, sdo dois a dois disjuntos as func()es gi. definidas no

item anterior podem ser descritas por gx(x) = Z Xy (x). As fungdes

gr sao integraveis e khm g = Xy, Além dlSSO Xy € integravel e
— 00

\gr| < Xy para todo k. Pelo Teorema 2.17 (Lebesgue) tem-se que

/abXM_hm/gk Z/ X,
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e portanto, u(M) = > u(M,).
v=1
iii) Considere a seguinte familia de conjuntos:
Ny =My, No=My— My, N3=Mz—Ms,...,N, =M, —M, 4,....

Pela Proposigao 3.6 os conjuntos NV, sdo mensuraveis e tem-se p(1NV,) =
u(M,) — w(M,—1). Além do mais eles sdo dois a dois disjuntos e

M = |J N, . Logo, pelo item anterior, tem-se

Zu (M (M)~ ( M)+ (M) = (Mo 1 -
= lim [u(M:) + Z p(My—1))| = lim pu(M,).

k
iv) Considere a familia { P;; k € N} onde P, = |J M, . Entao os P
n=1

oo
sao mensuraveise P, C P, C --- C P, C ... . Alémdisso M = |J P .
k=1
Logo, pelo item anterior tem-se

p(M) = lim p(Py) = hm ,LL(M1 UMyU---U My}

k—oo

Sendo M; N Ms mensuravel (Exemplo 3.4, b)) e

p(My U M) = p(My U (My — (M N Ma)))
pu(My) + p(My — (My N Ms))
p(My) + p(Mz) — p(My N M) < p(My) + p(Mz),

por inducao conclui-se que p(M; U Mo U---U M) < p(My) 4+ p(Ms) +

k 00

-+ 4+ p(My) para todo k. Logo, u(M) < klim Sop(M;) = > w(My).
—00 =] k=1

[



58 Conjuntos e Funcées Mensuraveis Cap. 3

3.9 Proposicao. Seja {M,;v € N} uma familia enumerdvel de con-
Juntos mensurdveis e seja M = (| M, . Entao
v=1

i) M € mensurdvel.

ii) Se a familia {M,;v € N} € decrescente, isto é, My D My D -+ D
M, D ..., entdo (M) = lim u(M,).
V—00

Demonstracao: i) Em virtude do Corolario 3.7, basta mostrar que

CM ¢é mensuravel. (Aqui e em todo este texto C'M denota o com-
0

plementar de M). Como CM = |J CM, e os M, sdo mensuraveis,

v=1
segue do Corolario 3.7 que os C'M,, sao mensuraveis e portanto C'M é

mensuravel em virtude do item (i) da Proposigao 3.8.
ii) Sendo a familia {M,; v € N} decrescente, segue-se que a familia
{CM,;v € N} é crescente. Além disso CM = |J CM, . Logo, pelo

v=1
item (iii) da Proposicao anterior tem-se pu(C'M) = lim pu(C'M,). Ou
V—r0Q
seja, (b —a) — u(M) = (b —a) — lim u(M,) e portanto, u(M) =
V—00
lim pu(M,),. O

V—00

Sabe-se que se A é um aberto de (a,b) entdo A é unido de uma
familia enumerével de intervalos abertos dois a dois disjuntos. Como os
intervalos abertos sao mensuraveis, obtém-se pela Proposicao 3.8 que
A é mensuravel. Sendo fechado o complementar de um aberto, decorre
do Coroléario 3.7 que todo fechado é mensuravel. Prosseguindo desta
maneira conclui-se que sao mensuraveis todos os conjuntos obtidos
a partir dos intervalos abertos, por meio das operacoes elementares
com conjuntos a saber, unioes, intersecoes e complementacoes. Esses
particulares conjuntos mensuraveis sao conhecidos por conjuntos de
Borel ou Borelianos.

Neste ponto é natural indagar se existem conjuntos limitados nao
mensuraveis. A resposta é afirmativa. Exemplos simples de tais con-
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juntos podem ser encontrados em Natanson [19], pdgina 76. Veja
Compl. 3, p.152.

3.2 A integral sobre conjuntos mensuraveis

Se E C (a,b) é mensuravel, pode-se definir a integral de uma funcao
sobre E. Diz-se que u € integrdavel sobre E se a funcao uXg for in-
tegravel sobre (a,b) e define-se

b
/u:/ uXg .
E a

Dentre as propriedades da integral de uma funcao u sobre um con-
junto mensuravel E destacaremos algumas que serao estudadas a se-
guir.

0

3.10 Proposicao. Se u € integrdvel sobre E = |J E;, onde os E; sao
i=1

mensurdveis e dois a dois disjuntos entao u € integrdvel sobre cada E;

e tem-se

(3.1) /EuiO;/Eu

Demonstragao: Por definigao a fungao uXy é integravel sobre (a, b)
e portanto mensuravel. Ainda por definicao, para cada 7, a funcao
Xg, € mensuravel. Logo, para cada 7, a funcao uXg, é mensuravel pois
uXp, = (uXp)Xg, . Além disso, para cada i tem-se

= |udp| |Xp,| < [ulXp,
uma vez que |Xg,| < 1. Como a funcao |u|Xg é integravel, segue-se da
Proposicao 2.24 que uXg, ¢é integravel. Sendo os E; disjuntos dois a

0 n
dois pode-se escrever que Xp = > Xp, e paratodon € N, Y Xy < 1.
— :

1= =1
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Portanto,
(3.2) uXp = Z uXp, ;
=1
(3.3) D ulp | <) ulXpXp, = |ulXp > X, < |ulXp.

1=1 1=1 1=1

De (3.3) tem-se que as reduzidas de ordem n da série (3.2) sao do-
minadas pela fungao integravel |u|Xg e pelo Teorema 2.17 (Lebesgue)
pode-se integrar (3.2) termo a termo, obtendo (3.1). O

0
A reciproca da proposig¢ao anterior é vélida se a série 2:1 f E lu| é
1=
suposta convergente, como mostra o resultado a seguir.

(0.¢]
3.11 Proposicao. Seja E = | J F; onde os E; sdo mensurdveis e dois
i=1

o
a dois disjuntos. Se u € integrdvel sobre cada E; e a série Yy, [, |u| €
i=1
convergente entao u € integravel sobre E e vale a igualdade (3.1).

Demonstragao: Seja, inicialmente, © > 0 e observe-se que, nesse

caso, a funcao uX’g é limite quase sempre da sucessao crescente cons-
0

tituida das somas parciais da série de fungoes integraveis »  uXp, ,
i=1
(0.9]

cujas integrais s@o limitadas por uma constante porque a série » f g U
i=1

é convergente por hipdtese. Segue-se do Teorema 2.12 (Beppo Levi)

que uXp é integravel e vale (3.1). No caso geral, da integrabilidade de u

sobre cada F; , isto é, da integrabilidade de uXg, e de ut Xp, = (uXg,)™"

e u”Xg, = (uXg,)” resulta, pelo Corolario 2.2, a integrabilidade de u™

(0]
e u~ sobre cada E;. Além disto, da convergeéncia da série Y [, |u|
=1



Secdo 3.3 O método de Lebesgue e sua comparacao com o método de Riesz 61

0.} (0.0}
resulta a das séries ) [, ut e > [, u”. Pelo que jé foi demonstrado
=1 =1

+

segue-se, entao, que u" e u~ sao integraveis sobre E e

0 o0
/uJ’:E /u+, /u_:E /u_.
E i=1 Y Ei E =1V Ei

Portanto a funcao u™ e u~ = u é integravel sobre E e
/ o0 (0.} o0
u=/(u+—u_):Z/ u+—Z/ u_:Z/ u.
E E i=1 7 Fi i=1 7 Ei i—1 Y Ei
]

Quando u > 0 a proposicao anterior pode ser enunciada, equivalen-
temente, da seguinte forma: Se uma funcao u > 0 é integravel sobre
cada um dos conjuntos 1 C Fr C --- C E; C ..., e se a sucessao das

o0
integrais ( i) B u) é limitada, entdo u é integravel sobre £ = |J F; e
' i=1
tem-se fE = lim szu

1—+00
3.12 Proposigao. Se u € integrdvel sobre (a,b), entdo para cada
conjunto mensurdvel E C (a,b), u € integrdvel sobre E.

Demonstragao: Basta ver que a funcao uXr é mensuravel e que

uXg| < |u|. Aplicando a Proposi¢do 2.24 obtemos o resultado dese-
jado. ]

Se os conjuntos considerados possuem medida infinita podemos de-
finir a intetgral sobre eles utilizando o conceito de integral sobre in-
tervalos sao limitados introduzido no paragrafo 2.3.

3.3 O método de Lebesgue e sua comparacao com o método de
Riesz

Até aqui consideramos o método de Riesz para definir a integral de
Lebesgue. Nesta secao passaremos a expor sucintamente o método
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original de Lebesgue e mostraremos a sua equivaléncia com o método
de Riesz.

O método de Lebesgue consiste de trés etapas: a definicao dos con-
juntos mensuraveis, a definicao das funcoes mensuraveis e a definicao
das fungoes integraveis. Para distinguir os conceitos de medida, men-
surabilidade e integrabilidade propostos por Riesz, dos mesmos concei-
tos propostos por Lebesgue, denotaremos estes ultimos por L-medida,
L-mensurabilidade e L-integrabilidade. Esta notagao é apenas tem-
poraria uma vez que, como iremos ver, as definicoes de Riesz e de
Lebesgue sao equivalentes.

Dado E C [a,b], chama-se medida exterior de E, e denota-se por
m.(E), o seguinte niimero

4 J(E) = inf 1),
(3.4) me(E) it k amp( 1)

onde A denota a cole¢ao de todos os recobrimentos {/;} enumeraveis
de E por intervalos [ abertos ou nao.

Observe-se que se € > 0 e kzl amp(l;) < me(E)+5, onde {I;} € A,
entao se ay, e by sdo os extensos de Ij; e se designamos por I;, k=1, ...,
o intervalo aberto (a; — 75, by + 357 ), tem-se Y amp(I}) < m.(E)+

k=1

e. Isto mostra que em (3.4) podemos supor que os intervalos I sao
abertos.
Em geral vale a seguinte desigualdade

(3.5) me(E) +me(CE) > b— a.

De fato, sejam {Ij}, {Js} recobrimentos enumeraveis de F e CF,
respectivamente, por intervalos abertos tais que

me(E) + % > zk:amp(]k) e m.(CE) +% > zk:amp(JS),
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onde € > 0 é arbitrario. Entao {[;} U {Js} é um recobrimento de
[a,b] e pelo teorema de Borel-Lebesgue podemos escolher um subre-
cobrimento Sy, S, ..., S, finito de [a,b]. E claro que > amp(S;) <

=1

me(E) +me(CE) +¢e. Além disso, b —a < > amp(S;). Portanto,
i=1
b—a<m.(F)+m.(CFE)+e¢.

Como ¢ é arbitrario, obtém-se (3.5).

Diremos que o conjunto E é L-mensurdvel quando em (3.5) for
véalida a igualdade. Neste caso m.(F) é dita L-medida de E e denotada
simplesmente por m(F).

E importante observar que esta definicao nao depende da escolha
do intervalo fechado [a, b] que contém FE.

3.13 Teorema. Um conjunto E é L-mensurdvel se e somente se E
¢ mensurdvel e tem-se m(E) = u(FE).

Demonstragao: Suponhamos que F seja L-mensuravel. Dado € > 0,
sejam {Iy}, {Js} recobrimentos enumeraveis de £ e C'E, respectiva-

mente, tais que ) amp(l;) < m(E) + 5 e ) amp(J,) < m(CE)+ 5-
k S
Sejam h e g as somas das fungoes caracteristicas dos intervalos cor-

respondentes aos recobrimentos {I;} e {Js}, respectivamente. A exis-

téncia de h e g é assegurada pelo teorema de Beppo Levi. Além do

mais h e g sao integraveis e ffh = Y amp([}), f;g = Y amp(Jy).
S S

Também sao validas as seguintes desigualdades, cujas verificagoes sao
imediatas:
h>Xg > X[a,b] -9

b
[ == 9] = 3 amp(r) + Y amp() — (-

<m(E)+m(CE)4+e—(b—a)=c¢.
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Segue-se do Corolario 2.29 que Xy é integravel. Logo X'r é mensuravel
e, portanto, E é mensuravel. Como a integral de Xr serd compreen-
dida entre as integrais de 1 —g e h e, além disso valem as desigualdades

£ £

/(1—9)Zb—a—Zamp(JS)2b—a—m(C’E)—§:m(E)_5

f;h = Y amp(ly) < m(E) + 5, segue-se que m(E) — 5 < fab Xp <
k

m(E) + 5 - Como ¢ é arbitrério, tem-se que [ Xp = m(E), mostrando
que p(E) = m(E).

Reciprocamente, suponhamos que F seja mensuravel. Vamos pro-
var que F é L-mensuravel. Por definicao Xz é mensuravel. Seja, entao,
() uma sucessao de fungoes escada convergindo quase sempre para
Xg. Podemos admitir que as fungoes ¢, sao funcoes caracteristicas
de conjuntos A, que por sua vez sao unioes de um numero finito de
intervalos. De fato, se este nao fosse o caso poderiamos modificar os
valores de ¢, redefinindo-as da seguinte forma: ¢, (z) = 1 se o valor
anterior ¢, (z) > 1/2 e ¢,(r) = 0 nos demais casos. A sucessao assim
modificada ainda convergiria quase sempre para Xg. Além disso a
funcao X'g é limite quase sempre da sucessao formada pelas fungoes

gy(x) = sup {gpy(a:), Ypr1(x), ... },

e cada g, é funcao caracteristica do conjunto B, = A, UA,.1U... e
é claro que os B, sao unioes de familias enumeraveis de intervalos que
podemos admitir serem dois a dois disjuntos suprimindo, se necessario,
de cada Aj os pontos contidos nos conjuntos A; de indices ¢ inferiores
a k. Assim, a integral de g, é a soma das amplitudes dos intervalos
que fazem parte de B, e esta soma tende para a integral da funcao Xz
quando v — oo. Mais ainda, os intervalos que compoem os B, cobrem
E exceto, possivelmente, por um conjunto de medida nula. Segue-se
entao que

(3.6) m.(E) < / Xy
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Como CE também é mensuravel, permutando E por C'E em (3.6),
obtemos

(3.7)  m.(CE) < /XCE :/(1—2@) :b—a—/XE.
Adicionando membro a membro (3.6) e (3.7) concluimos que
(3.8) me(E) +me(CE) < b—a.
De (3.5) e (3.8) vem que
me(E) +me(CE)=b—a
e portanto F é L-mensuravel. ]

Daqui em diante nao necessitamos mais distinguir entre conjuntos
mensuraveis e L-mensuraveis pois ja vimos que os dois conceitos sao
equivalentes.

3.14 Definigao. Uma funcao u: (a,b) — R é dita L-mensurdvel se
o conjunto {x € (a,b);u(x) < ¢} for mensurdvel qualquer que seja
ce R

3.15 Observacao: E um exercicio facil demonstrar que, qualquer
que seja ¢ € R, se um dos seguintes conjuntos {z € (a,b);u(x) < c},
{z € (a,b);u(x) > c}, {zx € (bya);u(zr) > c}, {z € (a,b);u(x) < ¢} for
mensuravel, os outros também serao.

3.16 Teorema. Uma funcao u é L-mensurdvel se e somente se u é
mensuravel.

Demonstragao: Suponhamos que u seja L-mensuravel. Entao, para
cada k = 0,£1,£2,... e cada n € N o conjunto Ej, = {:z: €
(a,b);k/n < u(z) < "L & mensurdvel (em virtude da Definicio
3.14 e da Observacao 3.15). Para cada n, defina ¢,(z) = k/n para
x € By, . As fungoes ¢, sao mensuraveis pois

+0o0o k

k=—00
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Além disso ¢, converge para u quase sempre em (a,b). Logo u é
mensuravel.

Reciprocamente, suponhamos que u é mensuravel. Seja ¢ € R e
considere a fungao mensuravel u.(z) = max{u(z), c}. Consideremos a
sucessao (g,) onde as g, sdo definidas por

(@) = V]ucs (@) — uc(z)].

E claro que as g, sao mensuraveis e é facil constatar que a sucessao
(g,) converge quase sempre para a funcdo caracteristica do conjunto
A ={x € (a,b);u(x) < c¢}. Portanto a fungao caracteristica de A é
mensuravel, o que acarreta A mensuravel. Por definicao, temos que u
é L-mensuravel. ]

Daqui em diante nao faremos mais distingao entre as funcoes men-
suraveis e as L-mensuraveis.

Para finalizar esta secao mostraremos a equivaléncia entre os con-
ceitos de integral e de L-integral.

Consideremos uma funcao v limitada e mensuravel definida num
intervalo limitado (a,b). Seja (m, M) um intervalo contendo o con-
junto de valores de wu, isto é, tal que m < wu(x) < M para todo
x € (a,b). Seja m a decomposigao de (m, M) cujos pontos de divisao
sao yg=m < y1 < --- <1y, = M e consideremos as “somas integrais”

39 sl =Y wa(E) o Sw= Y yau(E)

onde
E]:{xe(a,b),yj<U($)§y]+1}a j:07"'7y_1‘

Tem-se, obviamente, s;(u) < S;(u).
Dado € > 0, sejam 7 e n’ duas decomposi¢des de (m, M) cujas
amplitudes maximas () e ¢'(m) s@o menores que /(b — a). Entao
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temos

e, analogamente, Sy/(u) — s (u) < e. Designando por 7" a decom-
posicao cujos pontos de divisao sao os de 7 e os de 7’ temos

Sr S Sqr S Sﬂ'” S Sﬂ' e Sy S Sqr S Sﬂ'” S Sﬂ’

Logo, (sx7, Spr) C (Sxy,Sr) N (Sar, Siv), donde |s; — sp| < € e, assim,
quando d(w) — 0 a func@o s, tende para um limite que é dito L-
integral de u em (a,b).

Se a funcao v é nao limitada admitimos inicialmente que é nao ne-
gativa. Neste caso, para cada v € N considera-se a fungao u,(x) =
min{u(z), v} que evidentemente é ndao negativa, mensuravel e limi-
tada. Assim temos uma sucessao (u, ), crescente, de fungdes L-integra-
veis convergindo quase sempre para u. Se a sucessao numérica das
L-integrais das funcoes u, tiver um limite finito quando v — oo, a
funcao u é dita L-integravel e tal limite é a sua L-integral.

No caso geral, escreve-se u = u™
se o forem u™

—u~ e diz-se que u é L-integravel
e u~ definindo-se a L-integral de u como a diferenca
entre as L-integrais de u' e u™.

3.17 Observacao: Notemos que a definicao de integral dada por
Lebesgue difere da de Riemann no fato de que enquanto este conside-
rou decomposi¢oes do dominio (a,b) de u, aquele considerou decom-
posicoes do conjunto de valores de u. Para isto ele admitiu a hipdtese
de u ser mensurdvel a fim de que os conjuntos {z € (a,b);y; < u(z) <
Yj+1} que aparecem em (3.9) fossem mensuraveis e as igualdades (3.9)
tivessem significado para toda decomposicao 7.
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3.18 Teorema. Uma funcao u € L-integravel se e so se u € integrdvel
e sua L-integral coincide com sua integral.

Demonstracao: Se U ¢ mensuravel e limitada ja sabemos que é
L-integravel e também integravel. Resta ver apenas que estas duas
integrais coincidem. Observemos inicialmente que se m é uma decom-
posicao do intervalo (m, M), m < u(z) < M Yz € (a,b), por meio
dos pontos m = yo < y1 < --- < vy, = M, podemos associar a T
uma funcao ¢, (que depende de u) definida por ¢ (x) = y; para
r e {z € (a,b);y; <ulz) <y} Eimediato que ¢, é integravel
e sua integral é igual a s;(u) dada pela primeira das férmulas (3.9).
Além disso, para todo = € (a,b), tem-se |u(z) — ¢ (x)| < d(7).
Tendo isto em mente consideremos uma sucessao de decomposicoes
(m,) do intervalo (m, M) tais que para cada v € N se tenha (7)) <
1/s. Associada a esta sucessao de decomposigoes temos uma sucessao
de fungoes (p,), onde ps = .. . As fungbes ps sdo integraveis e a
sucessao (y,) converge quase sempre para u em (a,b). Além disso
existe uma constante C tal que |p,| < C para todo v € N. Basta con-
siderar C' > max{|m/|, |M|}. Portanto, pelo Teorema 2.17 (Lebesgue),
[u = lim [ps. Mas este limite é, por defini¢do, a L-integral de u

V—00

uma vez que [ ¢, = sy, (u) e 6(m,) = 0 quando v — .

Mostremos a equivaléncia das duas definicoes de integral no caso
em que u ¢ nao limitada. Evidentemente basta nos restringirmos ao
caso em que u € nao negativa. Como ja vimos, neste caso u é limite
de uma sucessao crescente (u,) de fungao L-integraveis. Como cada
u, € limitada as suas L-integrais coincidem com as suas integrais, con-

forme jd provamos acima. Se u é L-integrdvel entao existe lim [ u,
V—00

e este limite é a L-integral de u, por definicao. Mas pelo Teorema
2.12 (Beppo Levi) u é integrével e tem-se [u = Uh_}rglofuy Ou seja,
a integral de v no sentido de Lebesgue coincide com a integral de u
no sentido de Riesz. Reciprocamente, suponhamos que u é integravel.

Como 0 < u, < wu para todo v, vem que 0 < fu,, < fu Assim
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a sucessao numérica crescente ( 1l u,,) ¢ limitada e portanto, tem um
limite finito. Decorre dai que u é L-integravel e sua L-integral é igual

ao lim f u, . Aplicando novamente o teorema de Beppo Levi conclui-
V—00

remos que as duas integrais coincidem. [

3.4 Teoremas de Egoroff e Lusin

De posse do conceito de medida dos conjuntos podemos definir outros
tipos de convergéncia para as sucessoes de fungoes.

3.19 Definigao. Diremos que uma sucessao (u,) de fungoes men-
suraveis definidas em (a,b), ndo necessariamente limitado, converge
quase uniformemente para uma funcao mensuravel u em (a, b) se para
cada € > 0 existe um conjunto mensuravel E. tal que u(FE.) < e e (u,)
converge para u uniformemente em CE. .

Cabe aqui observar que da definicao acima nao se deduz a existéncia
de um conjunto de medida nula, fora do qual a convergéncia é uni-
forme. O seguinte exemplo esclarece este ponto.

3.20 Exemplo. a) Consideremos a sucessao de fungoes (u, ) definidas
no intervalo (0,2) da seguinte forma

uy(x) = VX(%7%> (x).
Para cada ¢ > 0, podemos considerar E. = (0,e) se ¢ < 1 e E. =
(0,1) se ¢ > 1. Assim, (u,) converge uniformemente para zero no
complementar de E., logo (u,) converge quase uniformemente para
zero em (0,2). No entanto nao existe um conjunto de medida nula,
fora do qual a convergencia seja uniforme.

b) A sucessao (uy), onde u, é definida por w,(x) = x”, converge
quase uniformemente para a fungdo u = 0 em (0, 1). De fato, pondo
E.=(l—¢1)sec<ieB. = (31)see> 4 temse pu(E:) <ce (u)
converge uniformemente a u =0 em CE..

v
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¢) A sucessdo (u,), onde u, é definida em (0, 1) por u,(x) = V/x,
converge quase uniformemente a v = 1 em (0,1). Com efeito, pondo
E.=(0,e)see<1/2e E.=(0,1/2)se e >1/2, tem-se u(E.) <ce
(u,) converge uniformemente a u = 1 em CE. .

d) A sucessao (u,), onde u, é definida em (1,+o00) por u,(x) =
1/x” u, converge quase uniformemente para a fungao u = 0. Aqui,
Ve > 0, podemos tomar para E. o intervalo (1,1+ ¢).

3.21 Definig¢ao. Uma sucessao (u,) de fungdes mensuraveis definidas
em (a,b) converge em medida para uma fungdo mensuravel u em (a, b)
quando para todo € > 0 tem-se lim p(A,.) = 0, onde A4,. = {z €

(@,0); [uf2) —u(z)| > e}

3.22 Proposigao. Se (u,) converge quase uniformemente para u
em (a,b) (ndo necessariamente limitado), entdo (u,) converge quase
sempre para u em (a,b).

Demonstracao: Seja F o conjunto dos pontos de (a,b) onde (u,)

nao converge a u. Vamos mostrar que F tem medida nula. Para cada

n € N seja F), tal que u(F,) < 1/2" e (u,) converge uniformemente
o

a u em CF,. Ponhamos F, = |J F). Entao (FE,) é uma sucessao
k=n

decrescente de conjuntos mensuraveis tais que u(E,) < 2n—1_1 - Logo,

=0

(1 ﬂ E,) = lim p(E,) < lim
n=1

n—00 n—oo 2n—1

e, como F C E, Vn € N, segue-se que £ C ()] E,, donde E é

n=1

mensuravel e u(£) = 0. O

A reciproca da Proposicao 3.22 nao é vélida nos intervalos ilimita-

dos pois a sucessao (X( , por exemplo, converge em todo ponto

n,n—i—l))
de (1,4+00) mas nao converge quase uniformemente nesse intervalo.

Mas ¢ valida nos intervalos limitados como se mostra a seguir.
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3.23 Teorema de Egoroff. Se a sucessio (u,) de fungdes men-

surdveis converge quase sempre para uma fun¢ao u em (a,b) e (a,b) é

limitado, entao (u,) converge quase uniformemente para u em (a,b).

Demonstracao: Seja B, = () {z € (a,b);|ur(z) — u(z)] < L},
k>v

m,v € N. Entao (B,,,) é, para cada m € N, uma sucessao crescente

de conjuntos mensurdveis. Seja £ = {zx € (a,b); (u,(x)) converge a
u(z)}. Entao E é mensuravel, £ C |J B,,, e u(E) = b — a. Portanto
14

b—a> lim u(B,,,) = UBm,, > u(E)=0b—a.

V—00
v=1

Logo, lim u(CB,,,) = 0 donde, dado ¢ > 0, existe v(m) € N tal que

V—0o0

1(C By, y(m)) < 5w - Ponhamos B = ﬂ By, y(m) - Teremos

m=1

= :LL( U C(Bm,u(m)) < Z IU(CBm,I/(m)) <e€
m=1 m=1

Se k > v(m), entao |up(z) — u(z)] < 1/m Vo € By, 4 e, como
B C By ym), |ur(r) —u(z)| < 1/m Vo € B, isto ¢, (u,) converge uni-
formemente a u em B. Pondo E. = C'B tem-se que E. é mensuravel,
u(E.) = u(CB) < ¢ e (u,) converge uniformemente a u em CE. , isto
é, (u,) converge quase uniformemente a v em (a,b). O

3.24 Observagoes: 1) Se E é mensuravel, entao

(3.10) i) u(E) = Eing,u(G), G aberto;
C

(3.11) ii) w(E) = sup pu(F), F fechado.
FCcFE

i) Com efeito pelo que foi estabelecido na Segao 3.3,
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onde A é a familia dos recobrimentos enumeraveis de E por interva-
los abertos. Como |J I é um conjunto aberto cuja medida é, por
keN

iv) da Proposigao 3.8, menor que »_ amp([y), segue-se que pu(E) >
k=1

éng u(G), G aberto. Seja, por outro lado, F C G, G aberto. Como
C

o0

se sabe, G = |J Jy, onde os Ji, k = 1,..., sdo intervalos abertos e
k=1

disjuntos dois a dois. Logo, {Jx} € A e como, por ii) da Proposic¢ao

3.8, u(G) = > amp(Ji) tem=se u(E) < inf u(G), G aberto. Logo,
k=1
u(E) = inf u(G), G aberto.
EcG

ii) Como pu(F) + u(CE) = b — a tem-se
wE)=b—a—p(CE)=b-a~— inf 4(G)
=b—a-— ibpr(b—a—,u(C’G))zb—a—(b—a— sup (CG))

CEC CEcCG

= sup u(CG)= sup u(CG)=sup u(F), F fechado.
CECG CGCE FCFE

2) O conjunto B que aparece na demonstracao do Teorema de Ego-
roff pode ser considerado como fechado. Com efeito, dado € > 0 seja
v(m) tal que p(CBy, y(m)) < gmzr € Fy(m) um conjunto fechado tal que
Fyimy C By € (Fymy) > 1(Brym)) — soer - O conjunto F
existe por (3.11). Entao temos

£
b—a— (B ym)) < S

€
HBrmawimy) = 1 Fom)) < 503

donde b — a — p(Fym)) < 5w, ou seja, u(CF, ) < 5= - Pondo B =
(N Fym) temos B C By, ,(m), #(CB) < ¢ e B ¢é fechado.
m=1
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A seguinte proposicao relaciona convergéncia quase uniforme e con-
vergencia em medida.

3.25 Proposicao. Se uma sucessao (u,) converge quase uniforme-
mente para u entao ela converge em medida.

Demonstragao: Sejam « e € nimeros positivos. Entao existe um
conjunto E. tal que pu(E.) < € e u converge uniformemente em CE. .
Logo, se v ¢ suficientemente grande, o conjunto A,, = {z € (a,b);
lu, () —u(z)|] > a} estda contido em E. e portanto u(A,,) < e. Isto

mostra que lim p(A4,,) = 0 e conseqlientemente (u,) converge em
V—00

medida. ]
3.26 Proposigao. Se (u,) converge em medida para v em (a,b),
entdo existe uma subsucessdo de (u,) que converge para u quase umni-
formemente (e portanto, quase sempre).

Demonstragao: Como (u,) converge em medida para u. existe um
1 € N tal que p(A, 1) < 1 e denotemos A; = A,, ;1. Da mesma
forma encontramos v, > vy tal que p(A,,1/2) < 1/2 e denotemos
Ay = A,,1/2. Continuando este processo encontramos uma sucessao
v <1y < -+ <y <...tal que para cada k, tem-se u(A;) < 2,%_1,
onde Ay = {z € (a,b); |uy,(z) — u(x)] > 5= }. Portanto, dado € > 0
existe v/ suficientemente grande, tal que

(3.12) > (A <) = <E
k=v' k=v'

Seja E. = |J Ajp. Entao, por (3.12), u(FE.) < . Resta mostrar que
k=v'
(uy,) converge uniformemente em C'E.. Dado 6 > 0, seja ng > ' um

nuimero natural tal que 2,10%1 < ¢. Entao, para todo k£ > ny o conjunto

Ay esta contido em E.. Portanto, quaisquer que sejam x € CE. e
k > ny tem-se
1 1

luy, () —u(x)| < = < 1 < J.
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Logo, (u,,) converge para u uniformemente em CFE. . O

Para concluir esta secao, daremos uma caracterizacao das funcoes
mensuraveis num intervalo (a,b) em termos das fungdes continuas.

3.27 Teorema (Lusin). Uma funcao u: (a,b) — R é mensurdvel se
e somente se, para cada € > 0, existe um conjunto fechado A C (a,b)
tal que u(CA) < ¢ e u|a € continua.

Demonstragao: Suponhamos que u é mensuravel e seja (¢,) uma
sucessao de funcgoes escada convergindo quase sempre para u. O con-
junto dos pontos de descontinuidade das ¢, tem medida nula donde,
dado ¢ > 0 existe, por (3.10), um conjunto aberto G que contém
as descontinuidades de todas as ¢, e u(G) < §5- Além disto, pelo
Teorema de Egoroff e a Observacao 3.24-2, existe um conjunto fe-
chado B tal que u(CB) < /2 e (y,) converge uniformemente a
u em B. Pondo, entao, A = B N CG tem-se que A é fechado,
u(CA) = w(CBUG) < u(CB) + u(G) < e, ¢, é continua em A,
v=1,... e(p,) converge a u uniformemente em A. Logo, u é continua
em A. Reciprocamente, suponhamos que para cada £ > 0 exista um
fechado A tal que u(CA) < € e u é continua em A. Para cada k € N
seja Ay, fechado tal que u(C'Ax) < 1/k e u continua em Ay, . Definamos

k
B = A; eu: (a,b) = R por
i=1

u(z) se x € By
up(x) =
0 se ze€(CBy
E claro que as funcdes uy, sdo mensurdveis. Mostraremos que a su-
cessao (uy) converge quase sempre para u. Observemos inicialmente
k
que p(CBy) = pu( (N CA;) < 1I£1i£1k{,LL(CAi)} < + e portanto p(By) =
i=1 <i<
(b—a) — u(CBy) > (b—a) — 7 E como a sucessio (By) é crescente
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no sentido da inclusao, segue-se que

UBk = lim [u(Bg)] >b—a

k—o00

e portanto,
(3.13) p(lBr) =b-a

Seja /o conjunto dos pontos x € (a,b) tais que ui(x) nado con-
verge para u(z). Entdo z ¢ Bj qualquer que seja k& € N. Logo

x € C( U Bk), isto é, £ C C’( U Bk). Mas, por (3.13) segue-se
k=1 k=1
u(E) = 0. O

O teorema de Lusin fornece-nos outra maneira de definir a inte-
gral de Lebesgue. Primeiro definimos funcao mensuravel no intervalo
(a,b) pela caracterizagdo dada pelo teorema de Lusin; a seguir de-
finimos conjunto mensuravel como aquele que possui funcao carac-
teristica mensuravel no sentido recém definido. Para definir integral
consideramos inicialmente as integrais das funcoes que sao continuas
em conjuntos fechados e a seguir, tomando-se os limites definem-se as
funcoes integraveis.
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3.5 Exercicios

3.1 Seja u: (0,400) tal que lim wu(z) = 400 e u, = u/n. Mostre

T—+00
que (u,) converge em todo ponto de (0,+00) mas nao converge

quase uniformemente nesse intervalo.

3.2 Mostre que o teorema de Egoroff é valido se supusermos as funcgoes
u, definidas num conjunto mensuravel E de medida finita, con-
vergindo quase sempre em FE para uma funcgao u.

3.3 Mostre que a sucessao X(WH) converge a zero em todo ponto de
(1, +00) mas ndo converge em medida.

3.4 Mostre que se (u,) converge em medida a u, entdo toda subsu-
cessao de (u,) também converge em medida a wu.

3.5 Mostre que se (u,) converge a u quase sempre em (0,00) entao
existe uma sucessao (F,) de conjuntos E, C (0,00),v=1,..., e
um conjunto A C (0, 00) tais que AUU,E, = (0,00), u(A) < ¢,
e > 0 dado, e (u,) converge uniformemente a u em cada conjunto
E,.

3.6 Mostre que o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
e o Lema de Fatou continuam validos se a convergéncia quase
sempre ¢ substituida pela convergéncia em medida.

3.7 Seja (u,) uma sucessao de fungoes integraveis e nao negativas
em (a,b) que converge quase sempre em (a,b) para uma fungao
integravel u e que satisfaz a condicao

b b
u = lim Uy, -
a n—oo a

u = lim Uy, -
E n—oo E

para todo F C (a,b) mensuravel.

Mostre que
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Os Espacos L”. Funcoes de Varias
Variaveis

4.1 Os Espacos I”; o Teorema de Riesz-Fischer

No espago vetorial real L(a,b) identificaremos as fungdes que diferem
apenas por um conjunto de medida nula, isto é, diremos que u = v
se u(r) = v(x) quase sempre em (a,b), o que é possivel visto que a
relagao u = v definida desse modo é uma relagao de equivaléncia em
L(a,b) compativel com as operagoes de L(a,b) no sentido que

Uy =u € V1 =v=>uU +v=u+v

uy=u e XNER= A\u; = \u.

Com esta identificacao obteremos um novo espaco vetorial que deno-
taremos por L!(a,b). Assim, os elementos de L!(a,b) nao sao, a rigor,
funcoes e sim classes de equivaléncia de funcoes. Todavia é usual
considerar-se, nas aplicacoes, os elementos de L!(a,b) como funcoes
em L(a,b) tomando-se o cuidado de nao fazer distin¢ao entre duas
fungoes que sao iguais quase empre em (a,b). De um modo geral
temos:

4.1 Definicao. Seja p um numero real tal que 1 < p < co. Repre-
sentaremos por LP(a, b) a classe de todas as fungoes reais mensuraveis
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u, definidas em (a, b) tais que |ul? é integravel.

Ainda aqui estamos identificando as funcoes que diferem entre si
nos pontos de um conjunto de medida nula.

Simples é verificar que LP(a,b) é um espago vetorial real (ver Exer-
cicio 4.1).
4.2 Observagao: Se em lugar do intervalo aberto (a, b), tivermos um
conjunto mensurdvel £ de medida nao nula (podendo ser um conjunto
nao limitado), a definicao dos espagos LP(FE) é feita de maneira intei-
ramente analoga a que fizemos no caso de LP(a,b). Assim, quando
nao houver necessidade de se fazer referéncia ao conjunto £ onde as
funcoes estao definidas, escreveremos simplesmente LP em lugar de
LP(E).
4.3 Observacao: Note que é imprescindivel, na Definicao 4.1, exigir-
mos que as funcoes u de LP sejam mensuraveis pois, se esta exigéncia
nao for feita, nao podemos garantir que de u € LP, v € LY, resulta
que |uv| € L' como aplicacdo da Proposicio 2.24. Assim, muitas
propriedades fundamentais do espaco LP(a, b) nao seriam vélidas.

Em L? podemos definir uma norma, associando a cada u € LP o
nuamero real

1/
(@) o = [ [ 1ul)"”
Para provarmos que || ||, , definida por (4.1), é de fato uma norma

em LP teremos que verificar o seguinte:

i) ||ull, >0, Vu € LP e ||ul|, = 0 se e somente se u = 0, no sentido
que u(x) = 0 quase sempre.

ii) H)qup = || Hqu, VAeR, Vue LP.
iii) Hu‘l‘UHp < Hqu‘i‘ HUHpa Vu,ve lLP.

A primeira parte de (i) é trivial e a segunda é uma decorréncia
da Proposicao 2.14. (ii) é de verificagdo imediata e (iii) é a chamada
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Desigualdade de Minkowski cuja demonstracao sera o nosso préximo
objetivo.

Para cada p > 1 o nimero p/(p — 1) serd denominado indice conju-
gado de p e serd denotado por ¢. Desta forma temos a relagao %—I—é =1.
No caso p = 1 convenciona-se que o seu conjugado é ¢ = +00. Ob-
serve que p = ¢ se e s6 se p = 2, ou seja, o indice 2 é o Unico que é
autoconjugado.

4.4 Proposigao (Desigualdade de Young). Se a, b sao nimeros reais
nao negativos entao

a?  be
(4.2) ab < — 4 —
p q
sempre que 1 < p < o0 e%—k%:l.
Demonstracao: De fato, sendo a funcao logaritmica concava, obtém-
se:
1 1 1 1
log | —a”+-07) > = loga” + — logb? = log(ab).
p q p q
Notando-se que ela é também crescente, resulta:
I N
ab < 24+
p q

[l

Se duas funcoes u, v sao integraveis nao podemos afirmar que o
produto uv seja uma funcao integravel. Entretanto, temos o seguinte
resultado:

4.5 Proposigao (Desigualdade de Holder). Seu € LP ev € L? entdo
wv € L' e tem-se a desigualdade

(4.6) / o] < [fuly Ilo]l,

onde 1 < p < 0.
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Demonstragao: Scja m = |[ull,, n = [|v]]y, a(t) = “Y ¢ p(t) =

m

@ - Entao, para cada t tem-se, pela desiguldade de Young que

(o) 1 1y 1

<~ (Ju(®)]=)" +

mn P m

(4.7) OMH—)

Como |u|P e |v|? sdao integraveis e uv é mensuravel segue-se da Pro-
posicao 2.24 que wv é integravel e portanto |uv| também. Por inte-
gragao obtém-se de (4.7) que

1,1 1 1
4.8 /uv< — ||lu + —(—||lv - +-=1.
@8) o ] <5 () 4+ 2 G i) =5 + -

De (4.8) obtém-se (4.6). O
4.6 Proposicao (Desigualdade de Minkowski). Se u,v € LP entdo
(4.9) [l +ollp < ullp +[|v]lp,

onde 1 < p < o0.

Demonstracao: O caso p = 1 é uma conseqiiéncia direta da desi-
gualdade |u + v| < |u| + |v|]. Suponhamos p > 1 e consideremos a
desigualdade

(4.10) lu+ v = |u+ol|u+oP ! < (|Jul + |v|)\u+v|p_1.

Como L? é espago vetorial, u+v € L? e portanto (ju+v[P™1)* = [u+v[?
¢ integravel. Logo, |u + v[P~! € L4. Consideremos h = |u + v|P~!
Entao, pela Proposicao 4.5, uh e vh sao integraveis. Além disso (4.10)
pode ser escrita na forma:

(4.11) lu + v|P < |uh| + |vh|

e portanto, por integracao obtemos

(4.12) !/m+vwg/hmpﬁ/wm
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e pela desigualdade de Holder tem-se

(4.13) / o < (fally + loll,) 1A,

Se |||, = 0, tem-se ||u + v||, = 0 e a desigualdade (4.9) é trivial.
Se ||h]|; # 0, dividimos ambos os membros de (4.13) por ||h||, =

(f\h\q)l/q = |lu + U\Q(p_l)}l/q = ([|u + v|p)1/q e obtemos
([|u+ v\p)l_(lm < ||ull, +]|v||, e dai segue-se da desigualdade (4.9)
umavezquel—%:%- [

Sendo LP um espaco vetorial normado podemos introduzir em LP
uma métrica definindo a distancia entre duas fungoes u e v de L por
| — v||,. Com isto, LP torna-se um espago métrico e, desse modo,
tem sentido falar de convergéncia de uma sucessao (uy) de fungoes de
LP. Precisamente, uma sucessao (ux) de fungoes de LP converge para
uma fungao u € L se klim ||ux — u||, = 0. Este tipo de convergéncia
¢ conhecido como conve%?%ncia na norma de LP ou convergéncia em
média de ordem p ou convergéncia forte em LP.

Se (u,) converge forte L”(a,b), entdo ela converge em medida para
a mesma funcao u. Isto é uma simples conseqiiéncia da desigualdade

[ o)~ u@)p s = /A () — (@) P de > & u(Aye),

sendo A, . os conjuntos da Definicao 3.21. Portanto, da Proposigao
3.26, existe uma subsucessao de (u,) que converge quase sempre em
(a,b) para o mesmo limite.

Simples é mostrar que toda sucessao convergente em LP é uma
sucessao de Cauchy em LP (ver Exercicio 4.8). A reciproca deste
resultado ¢ verdadeira e serd demonstrada a seguir.

4.7 Teorema (Riesz-Fischer). Se (uy) € uma sucessao de Cauchy em
LP entdao (uy) € convergente em LP.
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Demonstragao: Seja (uy) uma sucessao de Cauchy em LP. Devemos
provar que existe uma fungao u € L tal que (uy) converge para u na
norma de L?.

Sendo (uy) uma sucessao de Cauchy em LP, existe um indice k; tal
que ||ur — us||, < 1/2 para todo k,s > ki . Pela mesma razao existe
um outro indice ky, que pode ser escolhido de modo que k; < ko,
tal que [[up — usl|, < 1/4 para todo k,s > ky e assim, sucessiva-
mente, obteremos uma sucessao de indices (k) tais que k,41 > k;, e

|2g — usHp < 2% para cadan =0,1,2,... e todo k, s > k, , onde, por
conveniéncia de notacao, definimos ky = 1. Deste modo temos uma
subsucessao (ukn) de (uy) tal que para cadan =0,1,2,... tem-se

1

Se £ C R ¢é o intervalo onde estao definidas as uy, seja I C E um
intervalo de amplitude finita. Entao, pela desigualdade de Holder,
obtemos

/I s — i, | = / ks — g,y < (arp(D)Y g, — |,

Levando em conta (4.14) tem-se

1/g 1

(4.15) /Iluknﬂ — g, | < [amp(D)] " -

Da desigualdade (4.15) e do teorema de Beppo Levi conclui-se que a

©¢}
série de fungoes integraveis ) |uy, ,, —uy, | € convergente quase sempre
n=0

(0.9]

em [ e portanto a série ) (ug,,, —uk,) € convergente quase sempre em
n=0

I. Como a (n — 1)-ésima soma parcial desta série é uy, — uy, e como

o intervalo £/ é uma uniao enumeravel de intervalos de amplitude
finita (mesmo que E seja nao limitado), concluimos que a sucessao
(ug,) converge quase sempre em F para uma funcao mensuravel u.
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Portanto, para cada k fixo, a sucessao (w,), onde w, = |ux — uy, |7,
converge quase sempre em F para a fungao |uy—ul’. Ser € N, quando
k > k. e n > r obtemos, pela prépria construcao dos indices k,, que

1\? 1
110 [ = [l ul =l - wlp < () =5

Logo, pelo Lema de Fatou (Teorema 2.19) aplicado a sucessao (w,,),
tem-se que |u; — u|P é integrével e

(4.17) /|uk — ulP < — para todo k >k, .

Portanto (uy —u) € LP e conseqiientemente u = uy — (up — u) é uma
funcao de LP. Além disso, de (4.17) obtém-se que khm ||ur — ul], =
—00

0. [l

Um espago métrico é dito completo quando toda sucessao de Cau-
chy nesse espaco for convergente. Um espaco vetorial normado que
é completo, relativamente a métrica induzida pela norma, chama-se
espaco de Banach. Portanto, o Teorema 4.7 nos diz que LP é um
espaco de Banach.

Mostraremos agora que toda funcao de LP pode ser aproximada
por uma sucessao de fungoes escada na norma de LP. Antes, porém,
demonstraremos o seguinte:

4.8 Lema. Se u é uma funcgao integrdvel limitada entao u pertence a
LP, onde 1 < p < 0.

Demonstragao: De fato se M é uma constante tal que |u| < M,
tem-se |ul? = |u|P~! < MP~Yul|. Logo, pela Proposicao 2.24 segue-se
que |u|? é integravel. O
4.9 Proposicao. Seu € LP, 1 < p < 00, entdo para cada € > 0

existe uma fungao escada ¢ tal que ||lu — ¢||, < ¢.

Demonstragao: Observemos que em virtude do lema anterior toda
funcao escada é uma funcao de L?, qualquer que seja 1 < p < .
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Seja u € LP, entdo ut e u~ também pertencem a LP, pois u™ =

5 (u+|u]) e w” = ut — u. Em vista disto podemos supor, sem perda
de generalidade, que u seja nao negativa. Para cada n € N, a funcao
Up(z) = (n Anu? Au)(z) = min{n, n[u(z)]?, u(x)} é integravel porque
0 <wv, <nu? e também v, € L? pois v2 < uP. Além disso a sucessao
(wy), onde w, = (u — v,)P, converge quase sempre para zero e é uma
sucessao decrescente. Logo, pelo teorema de Beppo Levi temos que

; — o P = 1 P —
(4.18) nlgg@”u vn\|p—nll_>r£10/|u vplP = 0.
Assim, existe k € N tal que
€
(4.19) [lu — wil], < 3

Uma vez que 0 < v < k, o Exercicio 2.1 nos garante a existéncia de
uma funcao escada ¢, tal que

&P
o kp—1 '

(4.20) o, — | <k e /|v;€ — | <

Em vista de (4.20) temos:

_ _ €
el = [o—pl = [l gl < 17 [l < )"

E portanto,

£

R

De (4.19) e (4.21) e da desigualdade de Minkowski temos:

(4.21) [low = ollp <

[lu =llp < [lu=villp + llvr = ¢ll, <.
]

A proposicao anterior nos diz que o espaco das funcoes escada é
denso em LP relativamente a norma || ||,, qualquer que seja
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1 < p < . Com este resultado pode-se demonstrar que o espaco
C(a,b) das fungbes continuas no intervalo (a,b) é denso em LP(a,b)
relativamente a norma || ||, qualquer que seja 1 < p < oco. (Veja
Exercicios 4.9 e 4.10).

A Proposicao 4.9 também nos permite demonstrar o seguinte resul-
tado que nos sera util futuramente.

4.10 Proposicao. Seja u € L(a,b). Entdo, para cada € > 0 existe
um 0 > 0 tal que se E C (a,b) € mensurdvel e u(E) < § tem-se
’fEu‘ < e. Isto é, [,u tende a zero quando p(E) tende a zero, E
variando na familia dos subconjuntos mensurdveis de (a,b).

Demonstragao: A existéncia da integral [ £ U ja foi estabelecida na
Proposicao 3.12.  Consideremos uma funcao escada ¢ tal que
g

f; lu — | < 5- Isto é possivel em virtude da Proposicao 4.9. Seja

M >0 tal que |p| < M e seja 0 = 557 - Entao, teremos:

I

se u(E) <

Seja V' um espago vetorial sobre o corpo dos ntimeros reais. Um
produto interno sobre V' é uma aplicacao a: V x V' — R satisfazendo
as seguintes condicoes:

b b
g
< [ [l + [l <5+ MuB) <
o

[l

i) a(u+v,w) = a(u,w) + a(v,w), Vu,v,weV.
) a(Au,v) = Aa(u,v), Vu,veV, VAIeR.
i) a(u,v) =a(v,u), VYu,veV.

iv) a(v,v) >0 se v #D0.

O ntimero a(u, v) é dito produto interno de u por v e serd aqui denotado
por (u,v). Um exemplo de espaco vetorial com produto interno é o
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espaco R" das n-uplas ordenadas de niimeros reais munidos do produto
escalar usual.

Num espaco vetorial V' com produto interno pode-se definir uma
norma mediante a féormula

(4.22) ul| = (u, u)'/?.

Um espago vetorial normado V' denomina-se espaco de Hilbert se
V' é um espaco de Banach e esta definido em V' um produto interno
tal que a norma de V' ¢é obtida mediante a féormula (4.22).

4.11 Observacao: Os espacos L? sao espacos de Hilbert. Pois em
L? podemos definir um produto interno por (u,v) = [wuv. Portanto,
em L? pode ser usada toda teoria concernente aos espacos de Hilbert.
Em L? a desigualdade de Holder é conhecida como desigualdade de
Schwarz.

Esta fora dos propositos deste texto, entrar em detalhes sobre a
teoria dos espacos de Hilbert. O leitor interessado em iniciar-se neste
importante assunto podera consultar [10].

4.2 Os Espacos L™

Até aqui tomamos conhecimento dos espacos I” com 1 < p < .
Nesta secao iremos estudar o caso p = oo que num certo sentido,
como iremos ver, é um caso limite.

Um ntmero real A\ é dito majorante essencial de uma fungao u
quando u(x) < A quase sempre, isto é, quando o conjunto dos pontos
z para os quais u(z) > A tem medida nula. E claro que se A é um
majorante essencial de u entao qualquer nimero maior que A também
o é.

Seja A o conjunto de todos os majorantes essenciais de uma funcao
u. Define-se o supremo essencial de u, e denota-se por supess u, como
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sendo o infimo do conjunto A, isto é,
(4.23) supess v = inf A.

Observemos que supess u pode nao ser finito; basta para isto que
se tenha A = @ ou A = R. Se A = & convencionaremos que supess
u = —+00 e se A =R escreveremos que supess u = —oQ.

4.12 Proposicao. Seja u uma funcgao real e L = supessu. Entao L
possui as sequintes propriedades:

i) u(x) < L quase sempre.

ii) Se L € finito, para cada € > 0 eziste um conjunto B de medida
positiva tal que u(x) > L — ¢ para todo x € B.

Demonstragao: Seja A como definido acima. Entao L = inf A. Se
L = 400 entao u(x) < L para todo x e portanto u(x) < L quase
sempre. Se L # +oo entao A # & e por definicao de infimo existe

uma sucessao (\,) de elementos de A tal que L = lim )\, (mesmo
n—oo
no caso L. = —oo). Para cada n seja F,, o conjunto dos pontos z

para os quais u(z) > A, . Pela definigdo de majorante essencial tem-

o
se que a medida de F,, é nula e portanto F' = |J F, também tem
n

=1
medida nula. Se x nao pertence a F' entao u(x) < A, para todo n

e portanto u(x) < lim A\, = L. Portanto u(x) < L quase sempre,
n—oo

ficando provado o item (i). Suponhamos, agora, que nao exista um
conjunto B nas condicoes do item (ii). Neste caso a colegao dos pontos
x tais que u(x) > L — ¢ teria medida nula e conseqiientemente L — ¢
seria um elemento de A. Como L > L — ¢ seguir-se-ia que L # inf A
o que contradiz a definicao de L. []

Diz-se que uma funcao u é essencialmente limitada quando supess
|u| é finito.
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4.13 Proposicao. Seja u uma funcao mensurdvel, essencialmente
limitada, definida num intervalo limitado (a,b). Entdo
i) uw € LP(a,b) para todo p > 1.
ii) supess |u| = lim ||ull, .
— 00

Demonstragao: Seja M = supess |u|. Entao |u(x)] < M quase
sempre (pela proposicdo anterior). Portanto, para cada p > 1, tem-
se lu(z)[P < MP quase sempre, e pelo Corolario 2.26 segue-se que
|ulP é integravel e como u é mensurdvel (por hipdtese) conclui-se que
u € LP(a,b), ficando provado o item (i). Do fato de que |u(z)|P < M?
quase sempre em (a, b) decorre ainda que

b
424) ], = [/ WPV < [MP(6— a)] P = M(b — a) .
Como lim (b — a)'/? = 1 decorre de (4.24) que
p—00
(4.25) lim sup ||u||, < M.

p—00

Por outro lado, pela Proposicao 4.12, existe, para cada ¢ > 0, um
conjunto B tal que r = u(B) > 0 e |u(z)| > M — ¢ para todo = em B.
Portanto

@20 lull, = / P} 2 [ [ ) (01 = epe]
i

Decorre de (4.26) que liminf ||u||, > M — ¢ e conseqiientemente, como
P—00

¢ € arbitrario,

(4.27) liminf ||ul|, > M.

p—00

De (4.25) e (4.27) obtém-se que M = lim ||ul|,. O
P—00
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4.14 Definicao. O conjunto de todas as fungoes mensuraveis u es-
sencialmente limitadas em (a,b) é representado por L>(a,b) e para
todo u € L>(a,b) define-se a norma de u por

(4.28) |u||oo = supess |u].

Naturalmente, esta notacao ¢ motivada pela Proposigao 4.13. Sim-
ples é verificar que L>(a, b) é um espaco vetorial e a expressao (4.28)
define, realmente, uma norma sobre L>(a, b), desde que identifiquemos
as funcoes que diferem apenas nos pontos de um conjunto de medida
nula. Também nao apresentam dificuldades as demonstracoes das de-
sigualdades de Holder e Minkowski para o caso p = co. O teorema de
Riesz-Fischer também ¢é vélido em L*(a,b) e portanto L>(a,b) é um
espaco de Banach.

4.3 Convergéncia fraca nos espacos [”

Suponhamos que (u,) seja uma sucessao de fungoes em LP que con-
verge em média para uma funcao u € LP, onde 1 < p < oco. Entao
(u,) satisfaz as seguintes condigoes:

i) Para toda fun¢io v € LY tem-se lim [w,v= [uv, ++1=1.
n—00 p q

i) lim |[u,l, = [Jull,.

A demonstracao destas condicoes nao apresenta dificuldade e deixa-
remos a cargo do leitor. (Ver Exercicio 4.13).

Diremos que a sucessao (u,) converge fracamente para u em LP
se (u,) satisfaz a condic¢do (i) acima. Portanto as sucessoes que con-
vergem em média (ou fortemente) em LP s@o sucessoes fracamente
convergentes. Porém, a reciproca nao é verdadeira, conforme mostra
o seguinte exemplo.

4.15 Exemplo. Seja 1 < p < +o0o e consideremos em LP(0,2) a
sucessao (u,) onde u, = \’/ﬁx(l Ina/n) - Entao, u, — 0 fracamente em
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LP(0,2), conforme Exercicio 4.14. No entanto, a convergéncia nao é
forte, pois, para todo n € N tem-se

2/n
[|un| [P = /1 (¥/n)"dx =1 e portanto [[unl, = 1.

n

Todavia, se uma sucesao (u,) de fungdes de L satisfaz as condigoes
(i) e (ii) ela converge fortemente para v em LP, conforme foi demons-
trado por F. Riesz em [15].

Mostra-se que o limite fraco em LP é tnico, no sentido de que se
(u,) é uma sucessao de fungdes de LP que converge fracamente para
as funcoes v e w de LP, entao v = w quase sempre.

Um outro resultado ttil é o seguinte: se (u,) é uma sucessao de
fungoes de LP (1 < p < oo) limitada na norma de LP, isto é, tal que
existe uma constante C' para a qual Huan < C qualquer que seja
n € N, entdo (u,) contém uma subsucessao fracamente convergente
em LP.

Os resultados acima e muitos outros a respeito da convergéncia
fraca em LP podem ser obtidos como casos particulares dentro de uma
teoria mais geral (sem, no entanto, ser muito mais dificil) a respeito
de convergeéncia fraca em espacos de Banach. Devido ao carater intro-
dutorio deste texto, limitamo-nos apenas em citar aqui os resultados
principais. O leitor interessado no assunto poderd consultar [10] ou
[16], por exemplo, a este respeito.

Encerraremos esta secao com a demonstracao de um teorema de-
vido a W.A. Strauss [20], que tem aplicacdo no estudo das equagdes
diferenciais parciais nao lineares e que pode ser encontrado, numa
forma um pouco mais geral que aqui, em [11].

4.16 Teorema (Strauss [21]). Seja (u,) uma sucessao de fungoes
reais mensurdveis num intervalo limitado (a,b). Para cada n € N,
sejam F, e G, funcoes de R em R tais que as funcoes compostas
F,ou, e G, ou, sejam mensurdveis em (a,b). Suponhamos que:
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(a) (F,, owuy,) converge quase sempre em (a,b) para uma fungado v.

(b) Eziste uma constante C' tal que f;(\Fnoun| |G ouy,|)dr < C para
todo n.

(¢) Para cada M > 0 existe um N > 0 (independente de n) tal que
para todo x € R, onde se verifica a desigualdade |G, (x)| < M,
tem-se necessariamente |F,(x)| < N, exceto por um nimero finito
de indices n.

Entao

(d) v € LY(a,b).
(e) (F, ou,) converge para v na norma de L'(a,b).

Demonstragao: Para cada n € N consideremos o conjunto €2, defi-
nido do seguinte modo:

I, = {z € (a,b); |Gy (un(z))| < 1}.

Seja Il = (a,b) — I, . Entdo, para todo x € I tem-se |G, (u,(x))| > 1
e portanto,

| Fo(un ()] < |Gn(un(@))] [ Fa(un(2))],
donde se obtém, pela hipdtese (b), que

(4.29) | IR dw < €

para todo n € N. Pela hip6tese (c¢) existe um N > 0, independente de
n, tal que para todo x € I, tem-se |F},(u,(z))| < N, exceto por um
numero finito de indices n. Portanto,

(4.30) / |y (un(2))] de < Nu(L) < N(b— a).
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De (4.29) e (4.30) resulta que

(4.31) / |F(un(x))| de < C+ N(b—a),

exceto para um numero finito de indices n, isto é, a sucessao das
integrais de |F}, o u,| é limitada. Como, pela hipdtese (a), |v| é limite
quase sempre de (|F, o u,|), obtém-se pelo lema de Fatou que |v] é
integravel em (a, b), ficando provado (d), uma vez que v é mensuravel
(pois é limite quase sempre de uma sucessao de fungdes mensurdveis).
Para completar a demonstracao, observemos que para cada 0 > 0 o
Teorema de Egoroff nos assegura a existéncia de um conjunto fechado
E C (a,b) tal que u(CFE) < 6§ e (F,,ou,) converge uniformemente para
v em E. Portanto,

lim /E | F(up(x)) —v(x)|dx = 0.

n—oo

Resta-nos demonstrar que [, [F,(un(2)) —v(z)| dr também converge
para zero quando n — oco. Inicialmente observemos que

(4.32) /CE|Fn(un(x))—v(:z:)\dx§/O \Fn(un(az))\dan/ lv(x)| da.

E CE

Sendo v integravel e u(C'E) < § resulta que, dado € > 0, tem-se

3

(4.33) /CE lv(x)| dx < 5

se ¢ é suficientemente pequeno (ver Proposigao 4.10). Consideremos
M = %, onde C ¢é a constante da hipétese (b). Para cada n € N
consideremos o conjunto

B, = {& € CE: |Gulua(x)] < M)
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e denotemos por E/ = CE — E, . Sobre E! tem-se

(4.34) = % |16 @) Fun ()] dr < % ==

Sobre E, tem-se, pela hipdtese (c), que |F,(u,(z))] < N para algum
N > 0 (independente de n), exceto por um nimero finito de indices
n. Logo, tomando-se § < ;5 e n suficientemente grande, tem-se

(4.35) / |Fy (un(2))| do < Nu(E,) < N§ < Z
En
De (4.33), (4.34) e (4.35) resulta que

/ |F(up(x)) —v(x)|de < e
CE

para 0 < 7% e n suficientemente grande. ]

4.17 Coroldario. Seja 1l < p < 0o e (uy,) uma sucessao de funcgoes
em LP(a,b) tais que |[u,|[, < C para todo n, onde C' € uma constante
e (a,b) € um intervalo limitado. Se u, — u quase sempre em (a,b)
entio u € LP(a,b) e u, — u fracamente em LP(a,b). Além disso, se
1 <r < p tem-se que u, — u fortemente em L"(a,b).

Demonstracgao: Como u,, — u quase sempre € as u, sa0 mensuraveis
por pertencerem a LP(a,b) decorre que u é mensuravel. Além disso
[u,|P — |ulP quase sempre. Mas, por hipdtese, fab |un P = [[un | < CP.
Segue-se, entdo, do lema de Fatou que |ulP é integravel e portanto
u € LP(a,b). Pela desigualdade de Minkowski temos que

(4.36) [lun = ullp < lunll, + lull, < C +[lull, = K

onde K é uma constante independente de n.
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Se 1 < r < p, entao u € L"(a,b) uma vez que estamos supondo
(a,b) limitado (veja Exercicio 4.5). Provemos que wu,, — u fortemente
em L"(a,b). Para isto, consideremos Fj,(z) = x e G,(z) = @7/
para todo n € N e todo z € R. As funcoes F),, e (G, sao mensuraveis
e se definirmos, para cada n, v, = |u, — u|" teremos que as v, s@o
mensuraveis e

(a) F,ov, = |u, —u|" — 0 quase sempre em (a,b).

b) [ 1Fy 0 vl |Grova] = [ |y — ul? = [Ju, — ulZ < KP.

(¢) Se |Gpn(z)| = |z|?P~"/" < M entdo |F,(z)|=|z| < M/ P~"=N.
Resulta do teorema de Strauss que |u, — u|” — 0 em L!(a,b), isto é,

lim/ lun(z) —u(x)|" de = 0.

Isto equivale a dizer que (u, —u) — 0 em L"(a,b) ou seja u, — u
fortemente em L"(a,b). Resta-nos provar que u,, — u fracamente em
LP(a,b). Observemos inicialmente que como u, — u fortemente em
L"(a,b) se 1 < r < p, tem-se que u,, — u fracamente em L' (a,b).
Fixemos r tal que 1 < r < p e sejam s e ¢ os indices conjugados
de r e p, respectivamente. Seja v uma funcdo arbitraria em Li(a,b).
Devemos provar que ffv(un —u) — 0. Dado € > 0, existe uma funcao
escada w € L%(a,b) tal que

€
2K
de acordo com a Proposicao 4.9. Mas sendo w uma funcao escada
tem-se que w € L*(a,b) e portanto

< —

/abwwn—u) :

para todo n suficientemente grande, porque u,, — u fracamente em
L"(a,b). Como

/abv(un —u) = /ab(v—w)(un—u) +/abw(un—u),

(4.37) v —wl|, <

(4.38) °
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/abvwn—u) /abw—w)(un—u) /abwwn—u)

Pela desigualdade de Holder e levando-se em conta (4.36) e (4.37)

tem-se

(4.39) < +

tem-se
b € €
(@40) | [0 = w)( = )| < llo = wll luo = ull, < K 57 = 5
De (4.38), (4.39) e (4.40) obtém-se, finalmente, que
b
/ v(u, —u)| < e,
para todo n suficientemente grande. ]

O corolario acima tem aplicacao no estudo das solucoes fracas de
diversos tipos de equagoes diferenciais parciais nao lineares.

Um caso particular interesssante do Teorema de Strauss, ¢ quando
se faz G, (z) = x para todo n € N e todo x € R, mantendo-se as
demais hipdteses. Neste caso a hipdtese (c) equivale a dizer que (F},)
é uniformemente limitada para intervalos limitados de R. Alias, esta
é a forma do teorema que foi demonstrada por Strauss em [21], cf.
também a referéncia bibliografica [11].

4.4 Funcoes de varias variaveis; o Teorema de Fubini

Para se construir a teoria da integracao de Lebesgue para as fungoes de
varias variaveis tudo o que se tem a fazer é repetir, com as adequacoes
devidas, as definicoes e os métodos utilizados para o caso das funcoes
de uma unica variavel.

No que se segue iremos nos restringir apenas ao estudo das funcoes
de duas variaveis nao s6 por amor a simplicidade como também porque
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isto é o suficiente para termos uma boa compreensao do caso geral de
varias variaveis.

Se I e J sao intervalos da reta (limitados ou nao) o seu produto
cartesiano G = I x J é dito retdngulo do R%. Se ambos os intervalos
I e J forem limitados, o retangulo G' é dito limitado e sua drea é
definida por a(G) = amp(/)amp(J), isto é, a drea de G é o produto
das amplitudes dos seus lados. Se um dos intervalos I ou .J é reduzido a
um s6 ponto (e portanto tem amplitude nula) diremos que o retangulo
tem drea nula, mesmo que o outro intervalo nao seja limitado. Assim,
um retangulo nao limitado pode ter area nula, bastando para isto que
um dos seus lados seja reduzido a um s6 ponto. Diz-se que o retangulo
tem drea infinita se um dos seus lados é nao limitado e o outro nao é
reduzido a um sé ponto.

Fixado um referencial cartesiano ortogonal, todos os retangulos que
iremos considerar terao os lados paralelos aos eixos coordenados e terao
area nao nula e para garantir isto todos os intervalos que considerare-
mos serao abertos.

4.18 Definicao. Um conjunto E C R? tem medida nula quando, para
cada ¢ > 0, existe um recobrimento enumeravel de E, por retangulos,
cuja soma das areas é inferior a €. Equivalentemente, podemos dizer
que E tem medida nula quando existe um recobrimento de FE, por
retangulos, cuja soma das areas é finita e tal que cada ponto de E
pertence a um numero infinito de tais retangulos (reveja Exercicio

1.7).

Observe que, em virtude desta definicao, uma reta, pensada como
subconjunto de R?, tem medida nula (ver Exercicio 4.16). Conseqiien-
temente todo subconjunto da reta tem medida nula em R2. Assim, ao
lidarmos com subconjuntos da reta devemos ter o cuidado, no que diz
respeito a medida, de explicitarmos se as medidas consideradas sao em
R ou em R?. Isto, alids, estd de acordo com os conceitos elementares
de area e comprimento que temos. Assim como a medida de Lebes-
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gue em R generaliza a nocao de comprimento, em R? ela generaliza a
nocao de area. Neste contexto, dizer que um conjunto £ C R? tem
medida nula significa dizer que o mesmo tem area nula.

4.19 Definicao. Seja G C R? um retangulo limitado. Diz-se que
u: G — R é uma funcao escada em G quando existe uma decom-
posicao de G em um numero finito de subretangulos G, Go, ..., G, tal
que u assume um valor constante b; em cada retangulo Gj,
j=1,2,...,v. A integral da funcao escada u em G é definida por

(4.41) /Gu(x, y) dedy = Z bi a(G).

j=1
4.20 Observacoes:

i) Se G = I x J, onde I e J sdo intervalos da reta, uma decom-
posicao de G em subretangulos é obtida considerando-se uma
decomposicao de cada intervalo I e J em subintervalos e fazendo-
se os produtos cartesianos de cada subintervalo de I por cada
subintervalo de J.

ii) A extensao do conceito de fungao escada para o caso de retangulos
nao limitados é feita de modo analogo ao que é feito na Secao 2.3
para intervalos nao limitados.

iii) Se u: G — R é uma fungao definida no retangulo G = I x J entao,
para cada zy € I podemos definir uma fun¢ao v,,: J — R dada
por v, (y) = u(xp,y). Se u é uma funcao escada em G entao vy, é
uma funcao escada em J, exceto para um numero finito de valores
de xy (verifique!). Consideragoes andlogas podem ser feitas com
relacao a funcao dada por wy,(x) = u(z, yo), para yp em J.

De posse dos conceitos de conjunto de medida nula e funcdao escada
em R? podemos repetir toda a construcao feita nas secoes e capitulos



98 Os Espacos L?; Funcoes de Varias Variaveis Cap. 4

anteriores sem maiores modificagoes. Assim, os intervalos sao subs-
tituidos por retangulos e passa-se a pensar em R?. Desta forma cons-
tréem-se as classes Sy(G), S1(G), L(G), LP(G) de modo inteiramente
analogo ao caso unidimensional.

A integral de uma funcao u: G — R é representada pela notacao
Jou(z, y)d(x,y) ou simplesmente [, u, quando ndo houver possibili-
dade de confusao.

Um problema que surge, ao se considerar integrais para funcoes de
varias variaveis, é o de verificar as relacoes entre integrais em dife-
rentes dimensoes. Ha um importante resultado, o Teorema de Fubini,
que permite o cdlculo da integral de uma funcao definida e integravel
num certo R"”, mediante o célculo da integral da mesma funcao em di-
mensoes inferiores. O nosso proximo objetivo é demonstrar o teorema
de Fubini em R2. A extensao para o caso geral ¢ feita sem dificuldade.

4.21 Lema. Seja E C R? um conjunto de medida nula em R?. Para
cada zy € R seja E,, = {y € R; (z0,y) € E}. Entio E,, tem medida
nula em R para quase todo o € R. Dito de outra forma, se F = {x €
R; u(Ey,) > 0} entao F tem medida nula em R (ver Figura 4.1).

Obviamente, este lema é valido se permutarmos x por y.

EM:(a,b) CoonE )0
E?LZZ (cd)y .". n (Ekz) >0
EM: {efg} . . H(EM) =0

F=00y .. pdE =0

v

Fig. 4.1
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Demonstracao: Seja {G,} um recobrimento enumerédvel de E por

retangulos tal que cada ponto de E pertence a um numero infinito
o0

de tais retangulos e existe M > 0 tal que > a(G,) < M. Seja

r=1

G = I x J um retangulo (podendo ser nao limitado) que contém
todos os retangulos G,,. Para cada v seja g, a funcao caracteristica
do retangulo GG, . Entao, teremos, obviamente que

lG) = [ et = [ [ [ aloi] dz

o
Portanto a série Y [ I [ | 7 g,,(x,y)dy} dx ¢é convergente. Decorre do
v=1

teorema de Beppo Levi que a série

(4.42) 3 / gu(z,y) dy

converge quase sempre em I, isto é, se A é o conjunto dos pontos de
I tais que (4.42) nao converge, entdao A tem medida nula em I C R.
Se F'={x € R; u(E,) > 0}, devemos provar que F' tem medida nula
em R. Para isto vamos provar que ' C A.

o0
Se zp € I — A tem-se a série Y [, g, (20, y) dy converge. Uma nova
v=1

aplicacao do teorema de Beppo Levi nos permite concluir que a série

(4.43) > 9u(w0,y)

converge quase sempre em .J, isto é, se B é o conjunto dos pontos y de
J tais que (4.43) nao converge, entdao B tem medida nula em J C R.
Mas, nos pontos y € FE,, a série (4.43) certamente diverge porque
para tais y, os pontos (zg,y) estdo em E e portanto estdo contidos
em um numero infinito de retangulos G, e, conseqiientemente, h&
uma infinidade de termos iguais a 1 na série (4.43). Resulta dai que
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E,, C B e portanto tem medida nula. Logo 2y ¢ F. Como F' C [ e
xo é arbitrario em I — A, segue-se finalmente que F' C A. ]

4.22 Teorema (Fubini). Seja G = I x J um retangulo e u: G — R
uma fun¢ao de L(G), isto é, u € integrdvel em G. Entao

(4.44) / u(z,y)d(x,y) / / (z,y)dy| d
—/J /I (z,y)dz] dy.

Demonstracao: E evidente que o teorema é valido para funcoes ca-
racteristicas de retangulos. Portanto, segue-se facilmente a sua vali-
dade para as fungdes escada (pois estas sao combinagoes lineares finitas
de fungoes caracteristicas de retangulos). Em vista disto, é suficiente
provarmos o teorema supondo u € S1(G) uma vez que, por defini¢do,
as fungdes de L(G) sdo representdaveis por diferengas de fungdes de
S1(G). Seja (u,) uma sucessao crescente de fungoes de Sy(G) conver-
gindo quase sempre para u em G e tal que

(4.45) lim uy(:z:,y)d(:z:,y):/Gu(x,y)d(x,y).

V—00 G

Como o teorema ¢ valido para as funcoes escada, temos que para cada
v a funcao w,: I — R dada por

wy () Z/Juy(x,y) dy
¢ integravel em I e tem-se
(4.46) /wy(x) dr = / uy(z,y)d(z,y).
I G

Segue-se de (4.45) e (4.46) que

(4.47) lim [ w,(x) da::/Gu(x,y)d(x,y).

V—r0Q I
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Desta forma, (w,) é uma sucessao crescente de fungoes integraveis em
I e, em vista de (4.47), a sucess@o das integrais das w, é convergente.
Segue-se do teorema de Beppo Levi que (w,) converge quase sempre
em [ para uma funcao integravel w, definida quase sempre em I, isto
¢,
(4.48) lim w,(x) = w(z)

V—0Q

para quase todo x em [ e, tendo em vista (4.47), a integral de w é
dada por

(4.49) /w(x) dr = lim [ w,(x)dx = / u(zx,y)d(z,y).
I Voo Jr G

Seja A o conjunto dos pontos x de I nos quais (w,) nao converge
para w e seja E o conjunto dos pontos (x,y) de G nos quais (u,) nao
converge para u. Entao A tem medida nula em R e E tem medida nula
em R?. Fixemos zg € [ tal que 7 ¢ A e E,, = {y € J; (z0,y) € E}
tenha medida nula em R. Isto é possivel para quase todo zg € I, em
virtude do Lema 4.21. Portanto,

(4.50) lim w, (9, y) = u(xg, y)

V—00
quase sempre em J (precisamente para todo y ¢ FE, ). Mas, pela
escolha de xg, definigdo de w, e (4.48) temos que

(4.51) lim | wu,(x0,y)dy = lim w,(x¢) = w(xy).

V—00 J V—00
Uma nova aplicacao do teorema de Beppo Levi nos assegura que a
funcao v,,: J — R dada por v, (y) = u(xg,y) é integravel em J e
tem-se

(4.52) /vao(y) dy = /Ju(:z:o,y) dy = lim [ u,(xo,y)dy = w(xg).

V—00 J
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Como isto é valido para quase todo xy em I, temos que a funcao
integravel w, dada por (4.48), é definida quase sempre em [ por

w(x) z/Ju(x,y) dy.

Decorre de (4.49) que

(4.53) /G w(z, y)d(z, y) = /I [ /J u(z, y) dy] dz

De modo analogo, permutando-se x por y na argumentacao anterior,
concluiremos que

as [ i = [ 1 [u

De (4.53) e (4.54) obtém-se (4.44). O
4.23 Exemplo. Considere a funcao u: (0,1) x (0,1) — R defi-

. 22 —qf?
nida por u(zx,y) = W

% - f [fo ul\x ydy]dm # fo [fo ulx ydx}dy = —Z. Decorre do
teorema de Fubini que u nao é integravel a Lebesgue no quadrado

(0,1) x (0,1).
4.24 Observagao. Se G = [ x J é um retangulo e u: G — R é uma
funcao tal que

/I[/JU(x,y)dy} dx:[][/ju(w,y)dx} dy

nao podemos assegurar que u ¢ integravel em (. Isto contradiz o
Teorema 4.25 (veja Exercicio 4.16). Todavia vale o seguinte resultado
conhecido como teorema de Tonelli.

Um céalculo elementar mostra-nos que

4.25 Teorema (Tonelli). Seu: G =1xJ — R é mensurdvel e existe
uma das integrais repetidas

ass) [ weala]an [ [lupld) i,
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entdo u € integravel em G (e conseqiientemente vale, para u, o teorema
de Fubini).

Demonstragao: Sendo u mensuravel existe (cf. Definigao 2.21) uma
sucessao (u,) de fungoes escada que converge para u quase sempre em
G. Para cada v considere a funcéo g,(z,y) = min{|u,(x, y)|, |u(z, y)|}.
Entao, as g, estao definidas quase sempre em G. Além disso, as g,
sao mensuraveis e tem-se g, < |u,| quase sempre em G. Como as u,
sao integraveis em (G, por serem funcoes escada, segue-se que as g,
sao integraveis em G (ver Proposicao 2.24). Pelo teorema de Fubini,
temos que

(4.56) /Gg,,(x,y)d(x,y):/I[/ng(x,y)dy}dx

—/J[/Igy(:z:,y)d:z:}dy.

Admitindo a existéncia de uma das integrais (4.55) g, > 0 Vv € N,
resulta de (4.56) que, para todo v,

/ g(z,y)d(z,y) < C,
G

onde C' é uma constante igual a uma das integrais (4.55). Mas, por sua
prépria definicao as g, convergem quase sempre em G para a funcao
|u|. Decorre entdo, do lema de Fatou, que |u| é integrdavel em G e
como u é mensuravel resulta (Corolario 2.25) que u é integravel. []
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4.5 Exercicios

4.1 Provar que L”(a,b) é um espaco vetorial (1 < p < 00).
Sugestao: |u+ v| < 2max{|ul, |v|}.

4.2 Seja F' C (a,b) um conjunto ndo mensuravel e defina u: (a,b) —
R por u(z) =1sex € Feu(r)=—1sex ¢ F. Mostre que
u ¢ L(a,b) embora |u| seja integravel.

4.3 Os espacos LP também podem ser definidos no caso 0 < p < 1le
sao ainda espagos vetoriais (o mesmo argumento usado no Exer-
cicio 4.1 ainda é véalido neste caso). O leitor interessado nestes
espacos podera consultar [4]. Prove que no caso 0 < p < 1 a desi-
gualdade de Young (Proposicao 4.4) tem o seu sentido invertido.
O que dizer das desigualdades de Holder e de Minkowski?

4.4 Seja 1 < p < co. Para cada u € LP(a,b) e cada A > 0 prove
que pu(F) < HK# (desigualdade de Chebychev), onde E = {z €
(@,0) [u(0)] > A}

Sugestdao: |[u|lb = [ulP > [5 |ul?.

4.5 Se F tem medida finita e 1 < p; < py < o0 entdo LP*(E) C
LP1(FE). Dé um contra-exemplo para o caso em que E tem medida
infinita.

4.6 Sejam 1 < p < o0, e (uy), (v,) sucessoes de fungoes.

a) Se (u,) converge em média para u em LP(a,b) e converge
quase sempre para w, entdo u = w quase sempre.

b) Se (u,) converge para u em LP e (v,) converge para v em LY,
onde ¢ = p/(p — 1), entdo, lim [ u,v, = [uwv.

4.7 Se 1 < p < oo e (u,) converge em LP entdo (u,) é uma sucessao
de Cauchy na norma de L”.
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4.8 Seja ¢ uma funcdo escada definida em (a,b). Prove que, para
cada € > 0, existe uma fun¢ao continua u tal que ||lu — ¢||, < ¢,
qualquer que seja 1 < p < o0.

4.9 Prove que o espaco das fungoes continuas em (a,b) é denso em
LP(a,b), qualquer que seja 1 < p < 0.

410 Se 1 < p < oo e (u,) converge em média para v em LF(a,b),
entao (u,) converge em medida para u, mas nao podemos garan-
tir que (u,) converge quase sempre para u. Como contra-exemplo,
considere a sucessao (v,) das fungoes caracteristicas dos interva-
los 1 = (0,1/2], I, = [1/2,1), I3 = (0,1/3], Iy = [1/3,2/3],
I5; = [2/37 1)7 Is = (07 1/4]7 I; = [1/472/4]a Iy = [2/4a3/4]7
Iy = [3/4,1),...; a sucessao (v,) converge em média para zero
em LP(0,1) mas ndo converge quase sempre para zero.

4.11 Mostre que L*(a,b) é um espago vetorial e que || ||~ , como de-
finido no texto é realmente uma norma.

4.12 Que dizer das desigualdades de Holder, Minkowski e do teorema
de Riesz-Fischer para L>(a,b)?

413 Se 1 < p < x e (u,) converge para u em LP(a,b), entdo, para
todo v € L(a,b) tem-se lim [vu,, = [wu, onde ¢ = p/(p — 1);
além disso lim ||un||, = [|ull, .

4.14 Mostre que a sucessao (u,) do Exemplo 4.15 converge fracamente
para zero em LP(0,2). Mostre ainda que, se 1 < p < 400 e
1 < r < pentdo u, — 0 fortemente em L"(0,2). Observe,
também, que u, — 0 quase sempre em (0,2). [Tente resolver
este exercicio usando diretamente as defini¢oes de convergéncia.
Depois, observe que ele é trivial se aplicarmos o Corolério 4.17].

4.15 Mostre que uma reta, pensada como subconjunto do R?, tem me-
dida nula.
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Sugestao: Considere a reta como sendo o eixo dos x e os retangulos
R, =1,xJ,onde, = (=2""1 2" e J, = (— 553, 357, sendo
e > 0 escolhido arbitrariamente.

4.16 Considere a fungao u(z,y) = % definida em G = (—1,1) X
(—1,1), exceto em (0,0). Mostre que f_ll [f_llu(:z:,y)d:z:}dy =
f_ll [f_ll u(x, y)dy] dxr = 0, no entanto u nao é integravel em G.
Sugestdo: Considere o subretangulo G; = (0,1) x (0,1). Entao
Jo lu(z, y)d(z,y) > fGlu(x,y)d(x,y). No entanto u nao é in-

tegravel em Gy pois [ [ [77 500<s8 701 dr nao existe.
0 0 r
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Derivacao

5.1 Primitivas

Consideremos uma fun¢ao u: (a,b) — R e retornemos ao problema de
estudar as solucoes da equacao

(5.1) v =,

isto é, queremos estudar as primitivas de v no sentido da Definicao
1.10.

Tivemos ocasiao de verificar, na Secao 1.2, que se u é integravel a
Riemann entao as integrais indefinidas de u, isto é, as funcoes v dadas
pela formula

(5.2) v(x) = /xu(t) dt + C,

onde C' é uma constante, sao primitivas de u. Verificamos ainda,
naquele contexto, que nem toda primitiva de u é necessariamente uma
integral indefinida de u (cf. Exemplo 1.11). Surgiu, entao, o problema
de caracterizar as primitivas de u que sao integrais indefinidas de u
e vimos que a integral de Riemann nao nos conduz a bons resultados
nesta dire¢do (a nao ser sobre a restrita classe das fungoes continuas
com o conhecido Teorema Fundamental do Célculo).
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O nosso objetivo principal neste capitulo é estudar o Teorema Fun-
damental do Calculo no contexto da integral de Lebesgue. Para melhor
conduzir o nosso estudo formularemos as questoes seguintes:

(Q1) As funcoes v, dadas por (5.2), sdo solugoes de (5.1)7

(Q2) Existem solugoes de (5.1) que nao sao obtidas mediante a formula,
(5.2)7

(Q3) Como caracterizar as solugoes de (5.1) que sao dadas pela formula
(5.2).

As questoes (Q1) e (Q2) ja foram estudadas na Segao 1.2 a luz da
integral de Riemann.

Neste capitulo, suporemos a funcao v integravel a Lebesgue, rees-
tudaremos as questoes (Q1), (Q2) e procuraremos responder a questao

(Q3).

5.2 Funcoes mondtonas

Uma das razoes pelas quais a obra de Lebesgue foi recebida com certa
dose de desconfianca por alguns matematicos de sua época é que para
eles as funcgoes descontinuas e as funcoes sem derivada eram conside-
radas monstruosidades ou anormalidades e, precisamente tais funcoes
tem um papel importante no trabalho de Lebesgue.

A maioria das funcoes usualmente utilizadas no calculo elementar
sao diferenciaveis, a menos de alguns pontos excepcionais que, via de
regra, sao isolados (por exemplo, funcoes do tipo u(z) = |z|). E con-
cebivel pois pensar-se que se uma funcao é continua, os pontos onde ela
nao é derivavel formam um conjunto insignificante num certo sentido.
Este era o pensamento matematico no inicio do século XIX e muitas
foram as tentativas de provar tal conjectura. Coube a Weierstrass o
mérito de (em 1860) exibir o famoso exemplo de uma fungao continua
que nao é diferencidavel em ponto algum, encerrando definitivamente



Secao 5.2 Funcdes monétonas 109

as esperancas que haviam de caracterizar os pontos onde uma funcao
continua é diferenciavel (ver, por exemplo, [22]).

Assim, se estamos interessados em encontrar uma propriedade que
nos assegure a diferenciabilidade quase sempre de uma funcao nao ¢é a
continuidade da funcao que resolve nosso problema.

Observando que se uma fun¢ao u é derivavel num ponto zg e u'(xg) >
0 entao existe uma vizinhanca de xy onde u ¢é crescente, cabe pergun-
tar se a monotonicidade de uma funcao implica na diferenciabilidade.
A resposta a esta questao é dada por um teorema devido a Lebesgue,
que oportunamente veremos. (Aqui os resultados em que intervém
funcoes crescentes sao estendidos as fungoes decrescentes u tomando-
se as fungoes —u, como se faz usualmente).

Antes de enunciarmos o teorema de Lebesgue necessitamos de al-
guns conceitos e resultados que nao sao familiares aos cursos intro-
dutorios de Analise.

5.1 Definigao. Seja u: [a,b] — R e x um ponto interior de [a, b]. As
derivadas laterais (ou de Dini) de u no ponto x sdo definidas por

(5.3) D" u(zx) = limsup % [u(x + h) — u(x)]
h—0+
|
(5.4) Diu(x) = hgg(l)?f 5 [u(z + h) — u(x)]
(5.5) D™ u(x) = lim sup % [u(x + h) — u(x)]
h—0
|
(5.6) D_u(x) = 11}{2(1)1_1f 5 [u(z + h) — u(x)]

As derivadas de Dini acima definidas podem assumir valores infini-
tos. De (5.3), (5.4), (5.5) e (5.6) obtém-se que para todo z € [a, b

(5.7) D_u(x) < D™ u(x),
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(5.8) D, u(z) < D" u(x).

A Figura 5.1 da-nos uma ideia geométrica das quatro derivadas de
Dini.

XV

Fig. 5.1

Se D, u(x) e DY u(x) sdo finitas e iguais, este valor é a derivada a
direita da fung@o u no ponto x. Analogamente com D_ u(z) e D™ u(x),
dando-nos a derivada a esquerda. Assim, u é derivavel em x se e 86
se sao finitas e coincidem todas as suas derivadas de Dini no ponto z
e este valor comum ¢é a derivada de u no ponto x. Observemos ainda
que se u é uma funcao crescente entao todas as suas derivadas de Dini
sao nao negativas.

5.2 Definicao. Diz-se que uma familia V de intervalos cobre o con-
junto E no sentido de Vitali se, para cada x € E e cada € > 0, existe
um [ € Vtal que x € [ e amp(]) < e.

5.3 Lema (Vitali). Seja E C R um conjunto tal que m.(E) < 400 e
V uma familia de intervalos que cobre E no sentido de Vitali. Entao,
dado ¢ > 0, existe uma familia finita I, ..., In de intervalos de V,
disjuntos dois a dois e tal que

N
(5.9) m(E—|JI) <e.

Jj=1
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Demonstracao: Podemos supor que os intervalos de V sao fechados
porque se Iq,..., Iy sao intervalos fechados, disjuntos dois a dois e
satisfazem (5.9), o mesmo acontece se alguns de seus extremos sao
excluidos. Seja G um conjunto aberto, de medida finita e tal que
E C G. A hipétese m.(F) < 400 assegura a existéncia de G. Como
a familia dos intervalos de V contidos em G ainda cobre F no sentido
de Vitali podemos supor que I C G VI € V. Observe-se que se F
é uma familia finita de intervalos de V e x é um ponto de E que nao
pertence a uniao dos intervalos de F, entao existe um intervalo de
VY que contém x e é disjunto de todos os de F. Isto se da porque a
uniao dos intervalos de F é um conjunto fechado que nao contém z e
) cobre E no sentido de Vitali. Isto posto, se existe uma familia finita
de intervalos de V), disjuntos dois a dois e cuja uniao contém £, nada
ha a demonstrar porque a diferenca em (5.9) é vazia. Caso contrario,
essa observagao permite escolher, por indugao, uma sucessao (I,,) de
intervalos de V do seguinte modo: I; é qualquer elemento de V e,

suposto escolhidos I4,...,1I,, entao I,.1 é qualquer intervalo de V
disjunto dos intervalos I, ..., I, e tal que
o
amp(ln-l-l > 7”)
onde «,, é o supremo das amplitudes dos intervalos de V' disjuntos
de cada um dos I;, j = 1,...,n (observe-se que o, < p(G) <

+00). Os intervalos de (1I,,) sao, pois, disjuntos dois a dois e I, C G,
o0

n=1,.... Segue-se dai que > amp([,) < u(Q), i.e., asériey  amp(l,)
i

é convergente, donde existe N € N tal que

Z amp([n) < %

n=N+1

N

Seja S = E — |J ;. Vamos mostrar que m.(S) < €. Seja, para
j=1

isto, x € S. Pela observacao feita inicialmente, existe I € V disjunto
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dos intervalos Ii,...,Iy e tal que x € I. Observe-se, agora, que se
INIL,=9, paran=1,...,m, entao

amp([) < ay, < 2 amp(/pn1).

Logo, como lim amp(l,) = 0, existe um menor inteiro k£ tal que
n—oo

I NI # @. Obviamente kK > N e
amp(I) < ax_y < 2 amp(ly).
Como x € [ e INI; # @, a distancia de x ao ponto médio de I} é no
maximo igual a
amp(/) + 1/2 amp(lx) < 2 amp(ly) +1/2 amp(I)) < 5/2 amp(Iy).

Deste modo, cada x de S pertence a um intervalo J; cujo ponto médio
coincide com o de I e cuja amplitude é cinco vezes a de [ . Logo,

) < Zamp ) < ZE’)amp —5Zamp

n=N-+1 n=N+1 n=N+1

5.4 Teorema (Lebesgue). Se u: [a,b] — R é mondtona, entio u é
derivdvel quase sempre em |a,b].

Demonstracao: Vamos supor que u seja crescente e demonstrar ini-
cialmente que o conjunto £ dos pontos z de [a, b] tais que D~ u(z) >
D, u(x) tem medida nula. Seja, para isto,

(5.10) E,s={z € [a,b; D" u(z) >r>s>D,u(z)},

onde r e s sao numeros racionais. Como F = UE, ; e a familia dos
conjuntos K, é numeravel é bastante demonstrar que m.(E, ) = 0.
Ponhamos m.(E,s) = t. Seja € > 0 e G um conjunto aberto tal que
E,; CGeulG) <t+e Como Diu(x) < s paratodoz € E, 5, a
familia dos intervalos [z, x4+ h], v € E.; e h > 0, contidos em G e tais
que

(5.11) u(x 4+ h) —u(x) < sh,
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cobre E,, no sentido de Vitali. Segue-se, pelo Lema de Vitali, que

existem intervalos I, ..., I, dessa familia, disjuntos dois a dois e tais
n

que me( U I ) < e. Conseqlientemente, m, (E,,,S nNYIL)>t—e
j=1

n
e, se A é o conjunto dos pontos de E,. ;N |J I; situados no interior dos
j=1
intervalos Iy, ..., I,, entdao m.(A) > t —e. Pondo I; = [z, x; + hj],
j=1,...,n, fazendo x = z; e h = hj em (5.11) e somando membro a
membro as n desigualdades obtidas tem-se
(5.12) > (ulxj + hy) — u(z))) < Zsh

J=1

= Sih]‘ < su(G) < s(t+e).

Como D~ u(x) > r para todo z € E,,, a familia dos intervalos
y—k,yl,y e A, k>0, [y—k,y] C I para algum j, 1 < j < n,
e tals que

(5.13) u(y) —uly — k) > rk
cobre A no sentido de Vitali. Logo, pelo Lema de Vitali, existem
intervalos Ji,...,J, dessa familia, disjuntos dois a dois e tais que

Me (A - U J,') < e. Conseqilientemente,
i=1

Zamp >meAﬂUJ >t—25

=1

Pondo J; = [y; — ki, yi], fazendo y = y; e k = k; em (5.13) e somando
as m desigualdades obtidas tem-se, pois,

m

(5.14) Y (ulys) — uly — ki) >Zk—r2k>rt—25)

1=1
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Cada J; esta contido em algum /; . Somando em relagao aos J; contidos
em [; tem-se, visto que u ¢ crescente,

> (uly) — uly — k) < ulaj + hy) — u(x)).

JiCIj

Logo,

s(t+e) > (ula;+ hy) —ulz;))

> Z(U(?ﬁ) —u(y — ki) > r(t — 2),

donde s(t + €) > r(t — 2¢) e, pela arbitrariedade de e, st > rt. Mas
s < r;logot=0.

Analogamente, demonstra-se que tem medida nula o conjunto dos
pontos de [a,b] onde D~ u(x) < D4 u(x). Logo, D™ u(x) = Dy u(x)
quase sempre em [a,b]. Com o mesmo argumento demonstram-se
analogas relacoes para as demais combinacgoes das derivadas de Dini.
Logo, as quatro derivadas de Dini sdo iguais quase sempre em [a, b].

Para completar a demonstracao vamos agora demonstrar que uma
das derivadas de Dini é finita quase sempre. Demonstremos, por
exemplo, que D" u < +0o quase sempre em [a,b]. Seja, para isto,
E = {x € [a,b]; DT u(x) = +00} e mostremos que u(FE) = 0. Seja
t = m¢(F) e a um real positivo qualquer. De D" u(x) = +oo para
todo = € E, resulta que a familia dos intervalos [z,x + h], x € F,
h > 0, tais que [z,z + h] C [a,b] e

(5.15) u(x + h) —u(x) > ah,

cobre E no sentido de Vitali. Logo, pelo Lema de Vitali, existem
intervalos I4,...,I, dessa familia, disjuntos dois a dois e tais que
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Me (E — 'U1 Ij) < € e, portanto, tais que
]:

Zamp >me QO]j)>t—5,
j=1

Pondo I; = [zj,z;+ hj], j=1,...,n, fazendox =z e h =h;, j =
1,...,n, em (5.15) e somando membro a membro as n desigualdades
obtidas tem-se

S (ule; + hy) — ulx;) >Zah —oth S alt—e)

J=1

Logo,
u(b) —u(a) > Y (ulz; + hy) — u(z))) > alt —¢)

donde, pela arbitrariedade de €, u(b)—u(a) > ot e, pela arbitrariedade
de a, t = 0. Il

Encerramos esta Secao com um teorema de Fubini para séries de
funcoes mondtonas.

(0. ]

5.5 Teorema (Fubini). Seja > u, uma série de fungdes mondtonas
v=1

crescentes que converge pontualmente em [a,b] para uma fungao w.

Entao u é derivdavel quase sempre em [a,b] e vale a derivagdo termo a
(0. ¢]

termo quase sempre, isto é, u'(x) = > ul (x) quase sempre em [a,b].
v=1

Demonstracao: Sem perda de generalidade podemos supor que to-

das as fungoes u, sao nao negativas e se anulam no ponto x = a. Caso

contrario bastaria considerar u,(x) — u,(a) em lugar de wu,(x). Seja

n
sp(x) a m-ésima soma parcial da série, isto é, s,(x) = > u,(x); por-

v=1
tanto s,(x) — wu(x). Evidentemente as fungoes s, e u sdo crescentes
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e pelo teorema de Lebesgue sao derivaveis exceto nos pontos de um
conjunto Fjy de medida nula, precisamente a uniao dos conjuntos nos
quais cada uma das funcoes mencionadas nao é derivavel. As funcoes
u,(z) sendo crescentes, podemos escrever que, para h > 0

sp(x + h) — sp(z) < Spi1(x + h) — spp1(x) < u(x + h) —u(x)
h - h - h ’

e portanto para cada x ¢ Ej tem-se

0<

n

/ / /
0 < 8,(2) < 8p4a(2) < ().
Esta relagao nos mostra que a seqiiéncia (s))) é crescente nao negativa

o

e para cada = ¢ FEj ela é definida por u/(z). Assim, a série Y ul (x)
v=1

é convergente quase sempre em [a, b]. Resta provar que a sua soma é

precisamente u'(x). Como a seqiiéncia (s)) é crescente, basta provar

que ela contém uma subseqiiéncia (s;, ) tal que s;, — u’. Para isto
(0.0}

consideremos a reduzida s,(b) da série numérica »_ u,(b). Como por

v=1

hipétese s,(b) — u(b), para cada k € N existe um ny tal que u(b) —
Sn.(b) < 3¢+ Dal conclui-se, levando em conta que as fungdes sao
crescentes,

0< ule) = sny (@) = 3 ualw) € 37 wn(b) = u(b) 50, (6) < 57

v>ng v>ng

0

Portanto a série > [u(z) — s,,(7)] é convergente em todo ponto do
k=1

intervalo [a, b]. Esta série estd nas condigdes da hipétese do teorema e

pelo que ja provamos até aqui ela pode ser diferenciada termo a termo
(quase sempre) dando como resultado uma série convergente quase
sempre. Portanto a série

> (@) = s, ()]

1

oo
k:
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é convergente e conseqiientemente u'(x)—s; (z) — 0, ouseja, s;, (v) —

u'(x) quase sempre [a, b]. O

5.3 Funcoes de variacao limitada

O conjunto das fungoes mondtonas crescentes ¢ um cone convexo,
como é imediato. Os elementos do espaco vetorial gerado por esse
cone sao ditos funcoes de variagao limitada e, pelo que se sabe acerca
dos espagos vetoriais gerados por cones convexos (Observagao 1.35),
sao as fungoes que podem ser escritas como diferenca de duas funcoes
monotonas crescentes. Assim, u é de variacao limitada se u = v — w,
onde v, w sao fungoes mondtonas crescentes. A denominacao “va-
riacao limitada” é justificada por meio da seguinte caracterizacao de
tais fungoes.

5.6 Proposicao. Seja u: [a,b] — R. As sequintes condigdes sao
equivalentes:

(i) A fungao u € de variagao limitada.

(ii) Eziste uma constante C' tal que para toda decomposicdo do inter-
valo [a, b] pelos pontos

n—1
a=xp<z1<---<x,=0b tem-se Z lu(zpyr) —ulzg)| < C.
k=0

Demonstragao: Se u satisfaz (i), sejam v, w crescentes tais que
u = v —w. Assim, para qualquer decomposicdo de [a, b] tem-se

—_

n—1

[u(@ren) = ule)] < Y llo(@rn) = ole)| + [w(@ie) —w()]]

3

il

0

o

=v(b) —v(a) + w(b) —w(a) =C
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e portanto u satisfaz (ii). Reciprocamente, seja u uma fungao satisfa-
zendo (ii). Para uma dada decomposicao seja p a soma das diferengas

u(xgpr1) — u(zg) que ndo sao negativas e seja —r a soma daquelas di-
n—1

ferengas que s@o negativas. Assim, se s = Y |u(xgs1) — u(xy)| tem-se
k=0

s=p+r, ulb)=ula)+p-—r.

Resulta dai que, sendo s < C' independentemente da decomposicao
escolhida, p e r também serao limitados. Sejam S, P, R os supremos
de s, p, r respectivamente, quando variamos as decomposicao de [a, b].
Entao tem-se

S=P+R e u(b)=u(a)+ P —R.

Procedento da mesma maneira, no intervalo [a,z]|, onde x € [a,b],
obtemos os trés nimeros S(z), P(x), R(x). Assim, S, P, R definem
fungoes de [a,b] — R que sao evidentemente crescentes e para cada
x € |a,b] tem-se

S(z) = P(x) + R(x) e u(z) = u(a) + P(z) — R(x).

Esta ultima igualdade mostra que u satisfaz (i). O

A funcdo S(x) acima é dita varia¢do total de u em [a, x] e é usual-
mente denotada por V'[u].

5.7 Observagao: Decorre imediatamente do teorema de Lebesgue
que toda funcao de variacao limitada é derivavel quase sempre.

5.8 Proposicao. Se u € L(a,b) entdo as integrais indefinidas de u
(ver Segao 5.1) sdo fungdes continuas e derivdveis quase sempre em

a, b].
Demonstragao: Seja v(z) = [T u(t)dt + C. A continuidade de v é

a
uma conseqiiéncia imediata da Proposicao 4.10 (verifique!). Desta ma-

neira, pela Observacao 5.7, basta provar que v é de variacao limitada.
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De fato

5.9 Teorema (Lebesgue). Se u € L(a,b) entio v(z) = [ u(t)dt é
diferencidvel quase sempre em [a,b] e v/ = u quase sempre.

Demonstracao: A derivabilidade de v ja foi vista na Proposicao 5.8.
Resta-nos provar que v' = u quase sempre em [a,b]. Sem perda de
generalidade podemos supor que u € S7. (Ver Secao 1.3). Seja (uy,)
uma sucessao crescente de fungoes escada convergindo quase sempre
para u. Para cadan, seja U,(z) = [ u,(t) dt. Como as u, sdo fungoes
escada, U, ¢é derivavel quase sempre e U, = u,, uma vez que as
fungdes escada sao integraveis & Riemann. Por definicao [ u(t) dt =
lim ["u,(t)dt, isto ¢, v(z) = lim Uy,(z), ou seja v(z) = Ui(x )+

nh_g)lo ];]L[Ukﬂ( x) — Ug(z)], ou ainda
(5.16) o() = Ur(x) + Y Ui (@) = Up(w)],
k=1

isto é, a série Y [Uj11(x) — U;(x)] converge em todo ponto x de [a, b]
a v(x) — Ui(x). Além disto, as fungbes U, 1 — U, sdo monétonas
crescentes uma vez que (U,11—U,) = up41—uy, e (uy,) é crescente. Pelo

Teorema 5.5 (Fubini) podemos, pois, derivar (5.16) termo a termo,
n—1
quase sempre em |[a,b] e temos v'(x) = wui(x) + lim > [ugri(x) —
ug(x)] = lim w, = u, isto é, u,(x) — v'(r) quase sempre em [a, b] e
n—o0

portanto, u = v’ quase sempre, pela unicidade do limite. ]
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Com este teorema fica resolvida a questao (Q1) proposta na Secao
5.1. Vamos passar agora ao estudo das outras questoes.

5.4 Determinacao de uma funcao a partir de sua derivada

Consideremos a fungao u(z) = 0 em (0, 1) e seja v a funcao definida
porv(z) =0se0 <z <1/2ewv(z) =1s1/2 <z < 1. Entao
v' = u quase sempre em (0,1) mas v ndo é uma integral indefinida
de u. Este exemplo nos mostra que a questao (Q2) da Secao 5.1 tem
resposta afirmativa. Sendo assim passaremos a considerar a questao
(Q3). Isto é, passaremos ao problema de caracterizar as fungoes v
tais que v’ seja uma funcao integravel u e para as quais seja valida a
conhecida férmula de Newton-Leibniz:

(517) o) = v(a) + / " u(t) dt = v(a) + / ") dt.

Naturalmente devemos iniciar nossa procura entre as funcoes que
possuem derivada quase sempre em (a, b). Como ja vimos as fungoes de
variacao limitada sao deste tipo. Por outro lado a integral da férmula
(5.17) é uma funcao de variacdo limitada. Portanto é inttil estender
a nossa procura para uma classe de funcoes mais ampla. Como toda
funcao de variacao limitada se representa por meio de uma diferenca de
fungoes monodtonas crescentes, devemos comecar nossa procura entre
as funcoes monotonas crescentes.

O exemplo dado no inicio desta Secao nos mostra, no entanto, que a
igualdade (5.17) nao é vélida em geral para fungoes crescentes. Poder-
se-ia conjecturar que o defeito no exemplo citado é que ali a funcao v
apesar de ser crescente nao é continua. No entanto existem exemplos
de funcoes monotonas crescentes continuas para as quais nao é valida
a formula (5.17) (ver [8] pag. 383), cfr. Complemento 1, pg. 140.

Todavia, para as funcoes monotonas crescentes vale o seguinte re-
sultado
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5.10 Proposicao. Se v: [a,b] — R é mondtona crescente entao sua
derivada v' € integrdvel e fab V'(t) dt < v(b) —v(a).
Demonstracao: J4 vimos que a derivada v’ estd definida quase sem-
pre em [a,b]. Mostremos que v’ é integravel. Para evitar o apare-
cimento de pontos onde v nao é definida prolonguemos v definindo
v(z) = v(b) se z > b. Para cada n € N, considere

518)  galn) = NN

onde h=1/n.

E claro que as funcoes ¢, sao integraveis e ¢, — v’ quase sempre em
[a,b]. Além disso, as p, sd@o nao negativas. Vamos provar que para

todo n, tem-se fab on(x)dr < v(b) —v(a) = C e pelo Lema de Fatou
(Teorema 2.19) ter-se-a o resultado desejado. De (5.18) tem-se

b 1 b 1 P
/ gpn(x)dx:E/ v(x+h)dx—ﬁ/ v(x)dx

a 1 ab+h 1 ha
:E/Hh v(:z:)d:z:—ﬁ/a v(x) de.

Dai podemos escrever que

b 1 b 1 bk
/ on(x) dr = —/ v(x)dr + —/ v(x)dx
a h a+h h b

1 [bth 1 [oth
_1 /b o(a)de —— [ v(z)de < o(b) —v(a).

uma vez que v é crescente e v(x) = v(b) para os valores de x superiores
ab. ]

Voltando a discussao da questao (Q3) verificamos que as fungdes
monodtonas continuas nao resolvem o nosso problema. Necessitamos
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de uma condicao mais forte que a continuidade a qual passaremos a
descrever.

5.11 Definicao. Uma fungao u: [a,b] — R é dita absolutamente
continua quando para cada € > 0 existe um 6 > 0 tal que para toda
colegao finita (aq, b1), (as, bs), . .., (an, b,) de subintervalos de [a, b] dois
a dois disjuntos satisfazendo a condicao

n

Z(bk — ak) <0

k=1

tem-se, necessariamente,

(5.19) > lu(by) = ular)| < e.

k=1

E claro que toda funcao absolutamente continua é uniformemente
continua e portanto é continua. No entanto a reciproca nao é verda-
deira pois existe funcoes uniformemente continuas que nao sao abso-
lutamente continuas (ver [8]).

As funcoes lipschitzianas sao absolutamente continuas. Diz-se que
u é lipschitziana quando existe uma constante C' > 0 tal que |u(x) —
u(y)| < Clzr—y| para todo par x, y de [a, b]. Conseqilientemente, se u é
lipschitziana, para todo colegao finita de subintervalos (a1, b1), (az, b2)
sy (an, by) de |a,b] dois a dois disjuntos tem-se

D fulbe) —ulag)] < C Y (b — ag).

Portanto dado € > 0, basta considerar § = £/C para se ter a condigao
de continuidade absoluta satisfeita.

5.12 Proposicao. Se u € L(a,b) entdo as integrais indefinidas de u
sao funcoes absolutamente continuas.
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Demonstragao: Seja v(z) = [ u(t)dt + C' uma integral indefinida
de u e seja (ay,b1), (az,b9),..., (a,,b,) subintervalos de [a,b] dois a

dois disjuntos. Entao

D o) —vla) =
k=1

n
k=1

bk n bk
[ dt\ < () dt — [ () dt,
ag _

onde

Mas, pela Proposi¢ao 4.10, tem-se que [ |u(t)|dt —0 quando p(E)—0.
Logo, dado € > 0 existe d > 0 tal que se p(E) <0 entao [, |u(t)|dt<e.
Observando que p(FE) = > (b — ay), fica provada a proposigao.

k=1
5.13 Proposicao. Toda funcao absolutamente continua € de variacao
limitada.

Demonstragao: Seja ¢ > 0 dado. Da continuidade absoluta de u
decorre que podemos escolher um ¢ > 0 de modo que em cada subin-
tervalo de [a, b] com comprimento inferior de § a variagao total de u é
inferior a ¢ e portanto limitada. Como o intervalo [a, b] pode ser divi-
dido em um numero finito de subintervalos de comprimentos inferiores
a ¢, segue-se que a variacao total de u em [a, b] serd limitada. ]

5.14 Observacao. Como conseqiiéncia deste resultado, conclui-se
que toda funcao absolutamente continua é derivavel quase sempre em
[a, b], conforme Observacao 5.7.

5.15 Observacgao. O conjunto das funcoes absolutamente continuas
é fechado para a soma e para o produto por escalares; assim é um
subespaco do espacgo das fungoes de variacao limitada.

5.16 Lema. Seja v: [a,b] — R absolutamente continua. Se a deri-
vada de v € nula quase sempre em [a,b], entdo v € uma fungdo cons-
tante.
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Demonstragao: Seja a < ¢ < b. Vamos mostrar que u(c) = u(a).
Designemos, para isto, por F o conjunto dos pontos de (a,c) onde
a derivada de v se anula. Por hipdtese tem-se u(E) = ¢ — a. Seja
e > 0 dado e 0 > 0 o correspondente de ¢ na definicao de funcao
absolutamente continua. Os intervalos [x,z + h], x € E, h > 0, tais
que [z, + h] C (a,c) e

eh

)
cC—a

(5.20) lu(z + h) —u(x)| <

cobrem F no sentido de Vitali. Logo, pelo Lema de Vitali, uma
familia finita Iy = [z1,21 + h4], ..., I, = [zp, x, + hy), desses inter-
n

valos, I, ..., I, disjuntos dois a dois, é tal que m, (E - U ]j) < 0.
j=1
Sem quebra da generalidade podemos supor que x; + h; < @41,

j=1,...,n— 1. Temos, por hipétese, (a,c) = F'U F onde u(F) = 0.
Dai vem

n

(xl—a)+(:z:2—:z:1—h1)+---+(c—xn—hn):me((a,c)—UIj)

J=1

ac ync LnJ EUF NncC CJ
j=1

c<L"ij>> <

J=1

<m (Enc(|JL)+m(Fnc(| L)) =
Jj=1 j=1
donde, pela escolha de 9,

(5.21)  Ju(w) - u(a)] + Z ulajir) — ule; + hy)l

+ \u(c) —u(z, + hy)| < e.

Fazendox =x;e h=h;, j=1,...,n, em (5.20) e somando membro
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a membro tem-se

EZhj SE.
c—a

(5.22) Z ul@; + hy) — u(z;)] <

De (5.21) e (5.22) vem, somando membro a membro, |u(c)—u(a)| < 2e,
donde u(c) = u(a).

5.17 Teorema (Lebesgue). A derivada u de uma fun¢do v, absolu-
tamente continua em [a, b, € integrdvel em |a,b] e para cada x € [a, b)
tem-se

v(z) = /x u(t) dt + v(a).

Em outras palavras, toda funcao absolutamente continua é uma inte-
gral indefinida de sua derivada.

Demonstragao: Seja v uma func¢ao absolutamente continua em [a, b].
Pela Proposicao 5.13 v ¢é de variagao limitada, donde v = v; — w9, onde
v1 e vy sdo fungdes mondtonas crescentes. Dai vem u = v/ = v| — v},
e, como pela Proposicao 5.10, v} e v} sdo integraveis, u é integravel.
Seja, entao, w a funcdo definida em |[a, b] por

Pelo Teorema 5.9, w é derivavel quase sempre em [a, b] e w' = u quase
sempre em [a, b]. Pela Proposigao 5.12 w ¢é absolutamente continua.
Logo a funcao g = v — w é absolutamente continua e ¢ =v —w' =0
quase sempre, donde g é uma funcao constante, pelo Lema 5.16.
Portanto,

ola) = w(e) +gle) = [ “ult) dt + g(a)

e como dai vem v(a) = g(a),
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[l

5.18 Corolario. Uma funcao v € integral indefinida de sua derivada
se e so se v € absolutamente continua. Em outros termos, uma primi-
tiva v de u € uma integral indefinida de u se e so se v € absolutamente
continua.

Demonstragao: Conseqiiéncia trivial do Teorema 5.17 e da Pro-
posicao 5.12.

O Corolario 5.18 responde a questao (Q3) proposta no inicio deste
capitulo.

5.19 Observacao. Consideremos ainda a equacao v' = u. J4 vimos
que se u € integravel a Lebesgue esta equacao pode ter dois tipos de
solugao (no sentido quase sempre):

(i) Aquelas que sao integrais indefinidas de u;

(ii) Aquelas que nao sao.

Se u nao é integravel a Lebesgue a referida equacao ainda pode
ter solucao s6 que uma tal solucao é obrigatoriamente do tipo
(ii). Na grande maioria dos casos praticos as solugoes do tipo (i)
sao as que interessam e neste caso a teoria de Lebesgue nos for-
nece um estudo completo de tais solucoes, o que nao ocorria com
a teoria de Riemann, conforme tivemos oportunidade de consta-
tar. Porém, a integral de Lebesgue nao se presta ao estudo das
solugoes do tipo (ii). Para isto pode-se recorrer a teoria da To-
talizacao ou integral de Denjoy em homenagem ao seu criador
Arnaud Denjoy (1915) e também & integral de Perron, idealizada
por Oskar Perron (1914). Todavia, tais teorias estao fora dos ob-
jetivos deste texto e por isso limitamo-nos apenas a cita-las. O
leitor interessado podera encontra-las em textos mais avancados
sobre a teoria da integracao.
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5.5 Integracao por partes e mudanca de variaveis

As férmulas cléssicas de integracao por partes e mudanca de variaveis
sao ainda validas para as funcoes integraveis a Lebesgue com ligeiras
adaptacoes ao novo contexto.

Antes de demonstrarmos a férmula de integracao por partes, pro-
varemos o seguinte lema:

5.20 Lema. O produto de duas funcoes absolutamente continuas é
uma funcao absolutamente continua.

Demonstragao: Sejam u e v funcoes absolutamente continuas defi-
nidas em [a,b]. Dado € > 0 escolhamos um § > 0 tal que para toda
colegao finita (aq, b1), (ag, ba), . .., (a,, b,) de subintervalos de [a, b] dois
a dois disjuntos satisfazendo a condicao

n

Z(bk — ak) <9

k=1

se tenha

(5.23) > lu(be) = ula)| < 5

n

(5.24) 3 Jo(br) — v(ay)] < %

k=1

Sendo u, v absolutamente continuas elas sdo continuas em [a, b] e por-
tanto existe uma constante M > 0 tal que se tem |u(z)] < M e
lv(x)| < M para todo = € [a,b]. Levando isto em conta e as desigual-
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dades (5.23), (5.24) obtemos que
> lulbr)o(b) — ular)v(ay)]

= Z |u(bg)[v(br) — v(ag)] + v(ag)[u(by) — u(ar)]|

k=1
<MY |u(br) = v(ap)| + MY |u(be) — ular)| < Me.
k=1 k=1
Portanto uv é absolutamente continua. ]

5.21 Proposicao. Sejam u, v fungoes integraveis em [a,b] e sejam
F, G integrais indefinidas de u, v, respectivamente. Entao Fv e Gu
sdo integrdveis em |a,b] e tem-se

/Fv—l—/ Gu = F()G(b) — F(a)G(a).

Demonstragao: Pela Proposicao 5.12 as fungoes F' e GG sao absolu-
tamente continuas logo continuas. Se M é tal que |F(z)| < M para
todo = € [a, b], obtemos que

[F'(z)v(z)] < Mlv(z)]

para todo z € [a,b] e portanto Fv é integravel. De modo andlogo
prova-se que Gu é integravel. Sendo absolutamente continuas, as
funcgoes F' e G sao derivaveis quase sempre em |a,b]; portanto F'G
é derivavel quase sempre e tem-se, naturalmente,

(5.25) (FG) = FG' + F'G.

Pelo teorema de Lebesgue (Teorema 5.17), obtém-se de (5.25) que

/ Fu+ / Gu = F(H)G(b) — F(a)G(a).
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uma vez que G' =v e F' = u. ]

Para encerrar a Se¢ao, demonstraremos a férmula de mudanca de
variaveis.

5.22 Proposicao. Seja u uma funcao crescente e absolutamente
continua no intervalo |a,b]. Seja f uma fungdo integrdavel no intervalo
[u(a),u(b)]. Entdo a fun¢do (f ou)u' € integrdvel em [a,b] e tem-se

(5.26) / (0w = / (()b) f

Demonstracao: Inicialmente suponhamos que f é a funcao cara-
cteristica de um intervalo [a, 8] C [u(a),u(b)]. Como u é continua
existem pontos de [a, b] onde u assume os valores a e 3. Sejam

c=inf{z € [a,b]; wu(x)=a}
d =sup{z € [a,b]; wu(z)= [}

Portanto u(c) = a e u(d) = § pela continuidade da u. Além disso
¢ < d porque u é crescente. Como f owu ¢é a funcao caracteristica de
[c, d], obtemos que

b d u(b)
/a(fou)u’:/c u':u(d)—u(c)zﬁ—oz:/u(a) f

Portanto, a férmula (5.26) é valida quando f é a funcao caracteristica
de um intervalo contido em [u(a), u(b)] e conseqiientemente serd valida
quando f é uma funcao escada neste mesmo intervalo. Suponha-
mos agora que f é uma funcao pertencente a classe S; no intervalo
[u(a), u(b)] (conforme definigdo dada na Secao 1.3). Entao existe uma
sucessao crescente de fungoes escada () convergindo quase sempre
para f em [u(a),u(b)]. Como u/(t) > 0 quase sempre em [a, b] uma vez
que u é crescente, a sucessao de fungoes ([p,oulu’) é também crescente.
Além disso ela converge quase sempre em [a, b] para (f o u)u’. Para
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ver isto, seja £/ o conjunto dos pontos em [u(a), u(b)] para os quais @,
nao converge para f. B claro que (¢n o u)u’ converge para (f o u)u’
nos pontos t de [a, b] onde u/(t) = 0 e também naqueles pontos ¢ para
os quais u(t) ¢ E. Se denotarmos por A o conjunto dos pontos de
[a, b] onde (p, o u)u' ndo converge para (f o u)u’ entao se t € A deve-
mos ter necessariamente u(t) € E e v/(t) > 0 (aqui estamos omitindo
os pontos de [a,b] onde u nao existe uma vez que eles formam um
conjunto de medida nula). Devemos provar que A tem medida nula.
Seja {I,} um recobrimento enumeravel de E por intervalos tais que

oo
> amp([l,) seja finita, e cada ponto de E estd contido num nimero
n=1

infinito de tais intervalos. Isto é possivel porque E tem medida nula.
Para cada k € N, seja 1 a soma das funcoes caracteristicas dos inter-
valos I, Iy, ..., I} (que sdo subintervalos de [u(a),u(b)]). Logo (W) é
uma sucessao crescente de funcgoes escada que tende para +oo em cada
ponto de E. Desta forma a sucessao de fungoes ([W o ulu’) é também
crescente e tende para +oo nos pontos de A. Como a sucessao das

integrais
b u(b) k
/ (U ou)u’ = / Wy, = Z amp(/x)

(a) i=1
é limitada, segue-se do Teorema de Beppo Lei que o conjunto A tem
medida nula. Assim (¢, o u)u’ converge para (f o u)u’ quase sempre
em [a,b]. Além disso, tem-se

b u(b) u(b)
/ (¢n o u)u' :/ On — / f (porque f € .57).
a u(a) u(a)

Ainda pelo Teorema de Beppo Levi teremos que (f o u)u’ é integravel
e vale a férmula (5.26). Para se obter a validade da férmula no caso
em que f é integravel é s6 notar que f é, por definicao, diferenca de
duas funcoes de S . ]
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COMPLEMENTOS

1.

Exemplo de Funcao nao Absolutamente Continua

No Capitulo 5 foi estudada a validade do Teorema Fundamental do
Calculo na classe L(a,b) concluindo-se sua validade na subclasse de
L(a,b) constituida pelas fungbes Absolutamente Continuas. A seguir,
sera estudado um exemplo significativo e educativo de uma funcao
nao absolutamente continua. Trata-se de uma funcao continua, nao
decrescente, nao constante com derivada nula quase sempre. Este
exemplo foi mencionado por H. Lebesgue em 1904. Na esperanca de
tornar clara a exposicao, sera feita a construcao do conjunto de Cantor.
(E. Hille-J.D. Tamarkin, Remarks on a known example of monotone
continuous function, Amer. Math. Monthly, 36 (1929), pp. 255-264).

e Considere-se o intervalo (0,1) da reta real R. Sera feita uma
sucessao de triseccoes e remocoes dos intervalos intermediarios, pelo
processo seguinte:

Etapa 1. Divide-se [0,1] em trés subintervalos iguais, (0, %), (%, %),
(2 1), removendo-se de (0,1) o subintervalo aberto intermediario,
(l %) Assim, restam em (0,1) os pontos (0, %), %, %, (%, 1).

Etapa 2. Divide-se cada um dos subintervalos restantes: (0, %) e
(2 1) em tres subintervalos iguais, obtendo-se:

3
1, ,1 2, 21
(0.55) (z338) (55:3)



Complementos 137

€
22 1, ,2 1 2 2, ,2 2
Gite Greste) Gral

Removendo-se os intervalos intermediarios:

1 2 2 1 2
Grp) ¢ Graste)

restam em (0, 1) os pontos:

1, 1 2 2 1
0:3) 33 &3
(&
(gg_l_i) g_l_i 2+3 (g_l_zl)
3’3 3273 327 3 327 '3 3%

Repete-se, indefinidamente, este processo de triseccao e remocao
dos intervalos intermediarios. O numero de intervalos removidos na
etapa n é igual a 2", Estes intervalos, em cada etapa, serao ordena-
dos, da esquerda para a direita, representados por

Sy k=1,2,...,2" 1,
A amplitude de cada 9, é 3%

Etapa 1. Removeu-se

12
511 = (gvg)

Etapa 2. Foram removidos

1 2 2 1 2 2
521:(?a?)a 522:(§+— g-l-—)
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Etapa 3. Foram removidos os 22 intervalos

1 2
531:(§,3—),

1 1 1 2
=t pta)

2 1 2 2
n= (345 3+ 5)

2 2 1 2 2 2
534:(5—#?—#?,54-?—#?)‘

O numero total de subintervalos removidos de (0, 1), ao final de n
etapas, é:
1424224 42 =2" — 1.
Representa-se por F o subconjunto de (0, 1) constituido pelos pon-

tos nao removidos no processo anterior. Representando-se por D o
complemento de E relativamente a (0, 1), obtém-se:

D= 6w

Note-se que na uniao anterior sao considerados, somente os pontos
interiores dos 0, . O conjunto E consiste de todos os pontos de (0, 1)
que sao extremos dos intervalos d,,;. e de seus limites. Representando-se

por oy < Bur 0s extremos de d,; , obtém-se para d34 0os extremos:
2 N 2 N 1 3 2 N 2 N 2
3y =—+—=+—= ¢ =+ =+ ==
T332 33 T332 33

Os extremos (34 representa-se pelo nimero triadico
B3 = 0,22200. ..

enquanto
34 = 0, 22100... .

Para o que se tem em mente considerar, é necessario que aparega
na parte fracionaria do ntmero triadico apenas os algarismos 0 ou 2.
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Note-se que

1 0 2 2
¥:§+3_4+¥+"'

ou, no sistema triadico:
1
32 = 0,00022. ..,

com os algarismos 0 ou 2. Observe-se que obtém-se, de fato,

1 _ 2,2 2
3= Gttt

Consegiiintemente,
agy = 0,22022. ..

com algarismos 0 ou 2, na base triadica.
De modo geral, os extremos oy, € Bur de 0,1 sao da forma:

R U
an = —_— —_ « o o —_—
k 3 32 3n—1 3n
¢ 9
D— —al1 —CL2 * o o an_l — .
B =g+t togta
Sendo
1 0 ) 2
+ +

3_n:3_n+3n+1 3t ey

obtém-se, na representacao em numeros triadicos

anr = 0,a1as...a,_10222 ...

Bk = 0, aras . .. a,—12000. ..

sendo os a; iguais a 0 ou 2.
Portanto, os pontos de F sao representados pelas fracoes triadicas

0,a1as...a,...



140 Integral de Lebesgue

com os a; iguais a 0 ou 2.

Com o objetivo de deduzir algumas propriedades simples do con-
junto E, representa-se por n,; os k subintervalos nao removidos de
(0,1) na Etapa n sendo k = 2,22, ...,2". A amplitude de 7, e 3%
O numero total de n,; na Etapa n é 2", logo a soma das amplitudes

2

dos 1, na Etapa n é (g)n, que tende a zero quando n tende para o
infinito. Portanto estando E contido na uniao dos 7, , conclui-se que
E possui medida de Lebesgue zero.

Note-se que os pontos de abcissas representados no sistema triadico
por 0,aias...a, ..., com os a; iguais a zero ou dois, sao aproximados
por numeros do mesmo tipo. Por conseguinte, £ possui todos os seus
pontos de acumulacao, concluindo-se que E é um conjunto perfeito.

Observe-se que ha subintervalos de (0, 1) contidos nos subintervalos
removidos, os quais nao possuem pontos de E. Conclui-se, dai, que F
¢ nao denso em (0, 1).

Outro resultado significativo do conjunto £ é que seu nimero car-
dinal é igual ao do intervalo (0,1). (Veja G. Birkoff-S. Mac Lane, A

survey of modern algebra, Mac Millan Co. (1948), N.Y., pp. 338-339).

ESCOLIUM. Pelo processo de trisec¢ao do intervalo (0, 1) e remogao
dos subintervalos intermediarios, construiu-se um subconjunto E de
(0,1), de medida de Lebesgue nula, perfeito, ndo denso em (0,1) e
com cardinal igual ao cardinal do intervalo (0,1). O conjunto E foi

idealizado por Cantor e por isto é denominado Conjunto de Cantor.
]

A seguir serd definida em (0, 1) com valores em (0,1) uma funcao
continua, derivavel mas nao absolutamente continua. Este exemplo
foi idealizado por H. Lebesgue em 1904.

De fato, como foi visto anteriormente, todo ponto de £ ¢é da forma:

r=0,aq1as...a,...,
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no sistema triadico, sendo os a; zero ou dois. Sob a forma de série,
obtém-se:
ai a9 Qp
T=—t sttt

3 32 3n
Considere-se a funcao £ definida em E por
by by b,
f(ﬂ])—;‘f—?—f—"'—f—%—f—...

sendo b; = %, os b; serao 0 ou 1. Logo {(7) leva x triddico na base

diddica. Ela estd bem definida em E com valores em (0, 1).

e (Cdlculo de & nos extremos dos 9, .

Como visto anteriormente, os extremos «,; e B, de d,; sao da
forma:
an—1 0 2 2

_a1 a9
Oé"k_g—}_?_{—'”_f—:gn—l+§+3n+1+3n+2+

ai az ap—1 2
nk =5 T oyt + 5,
5 k 3 32 3n—1 3n

com os a; iguais a zero ou dois.

Na definicao de &, obtém-se:

bl b2 bn—l 0 1 1

Slomp) =g+t togtatoaataat =
bi by boy 1
=5ttt g g = B,

Portanto, ¢ toma valores iguais nos extremos dos intervalos d,, .
Estende-se a definicao aos pontos interiores a 9, , definido ¢ constante
igual ao valor comum nos extremos.

Sendo

0=20,000... e 1=0,222...,

na base triddica, calcula-se £(0) =0 e &(1) = 1.
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Portanto £ estd definida em todos os pontos do intervalo (0, 1) com
valores em (0, 1), mesmo nos extremos.

e ¢ ¢ mondtona nao decrescente.
E suficiente provar para os pontos de E porque ela é constante nos

outros pontos. Considere dois pontos z” > 2/ de E. Tem-se

/ i / " n_n "
r=0,aq1ay...0q,... e T =a,a0y...04, ...,

e para algum n tem-se

/

' o " /
a; =ay,...,a, 1 =a, ; mas a, > a,.

Logo pela defini¢ao de £ obtém-se &(z") > £(2). ]
Assim ¢ cresce de 0 a 1, permanecendo constante nos intervalos
O -

e ¢ ¢ continua em (0,1).

E suficiente restringir-se aos pontos de E. De fato, sejam
/ ) /
r=0,amas...a,... ¢ x =0,aq1ay...0,...

pontos de E sendo ' — x. Logo, ha valores de n, quando n cresce,
tals que

/

a,, = @, paratodo m <n.

Resulta que
5(%’) = O, b1b2 e bn—lbn — 0, blbg e bn—lbn = £(x)

[
Logo & continua e mondtona é derivavel quase sempre em (0,1) e
¢(x) = 0 quase sempre. Nao vale o Teorema Fundamental do Célculo

para &, porque

/0 ¢(x) de # £(1) — £(0).



Complementos 143

e ¢ nao ¢ absolutamente continua.

Deduz-se do tultimo argumento. Sera feita uma demonstragao di-
reta.

Considere-se a decomposicao (a,k, Buk) de (0,1) sendo oy, Buk 08
extremos de 9, . Tem-se

£(Qk) = O,bl - -bn—l 0111...

E(Bar) = 0,by...by_11000. . .

no sistema diadico. A funcao é nao decrescente. Logo

S 1EBw) — Elan)| = S {EBu) — Elam)} = €(1) = £(0) = 1.

Tem-se

Z(ﬁk — o) = (%)n — 0 quando n — oo.
k

Logo £ nao é absolutamente continua.

E simples obter-se uma imagem grafica da funcao £ no sistema
ortogonal de coordenadas cartesianas no plano R?. Relembrando-se
os intervalos 4, , obtém-se:

5(33):%6111511; 5(33)2%61@1521; f(x):%emégg....

Colocando estes numeros no sistema de coordenadas obtém-se uma
ideia do grafico de . (A. Kolmogorov—S. Fomin, Eléments de la
Théorie des Fonctions et d’Analyse Fonctionelle — Editions Mir-Moscou
(1974), p. 336). ]
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2.
Henri Lebesgue (1875-1941)

Em 1901 Lebesgue publicou uma pequena nota no “C.R. Acad.
Sci. Paris, 132, (1901) pp. 86-88”, completando um século em 2001.
Alias, o conteido desta nota nao ocuparia mais de uma pagina. Nela,
Lebesgue muda de modo profundo a maneira de definir a integral
idealizada por Cauchy-Riemann-Darboux.

Dada a relevancia para o desenvolvimento da Analise Matemaética,
por ocasiao do centenario da nota de Lebesgue, op. cit., J.M. Bony,
G. Choquet, G. Lebeau, publicaram: “Le centenaire de l'integrale de
Lebesgue, C.R. Acad. Sci. Paris, t. 332, Série I, (2001) pp. 85-90”, sa-
lientando a profunda mudanca na Analise Matematica motivada pelas
ideias de Lebesgue.

Para definir seu novo conceito de integral, Lebesgue faz a observacao
que é repetida a seguir.

Supde f: [a,b] — R, limitada, crescente, sendo m, M, respectiva-
mente, o infimo e o supremo de f em [a, b], veja Figura 1.
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Considere-se uma particdo P de [a,b] em intervalos [z)_1,xy], k =

1,...,n. Esta determina uma particdo em intervalos [yx_1,yx], k& =
1,...,n, de [m, M]. Reciprocamente, em face de ser f crescente em
la, b], uma particao de [m, M] em intervalos [yx_1,yx], £ = 1,...,n,
determina uma particdo de [a, b] em intervalos [xy_1,zx], K =1, ..., n.

Portanto, no caso crescente, qualquer método de particao de [a, b] ou
[m, M] conduz a um mesmo conceito de integral, considerando-se:

n n

(1) Sp = Z(fk — Tp-1)Yk—1 € Sp= Z(xk — Tp—1)Yk -

Conclui Lebesgue que no caso em que f é crescente, limitada, obtém-
se as integrais inferior e superior de Riemann-Darboux com particoes
de [a, b] ou [m, M], conduzindo ao mesmo conceito de integral. O caso
decrescente limitado ¢ analogo.

Suponha f: [a,b] — R limitada mas ndo necessariamente mondtona,
cf. Figura 2.

YoM

><V

Fig. 2
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Uma partigdo em [a,b] em intervalos [zy_1,zx], K = 1,...,n, per-
mite definir as somas de Darboux conduzindo a um conceito de integral
de Riemann.

Entretanto, fazendo-se uma particdo [yp—1,yx], K = 1,...,n, yo =
m, y, = M, conclui-se que em [a,b] nao se tem wma particao em
intervalos, veja Fig. 4, para um caso simples. Em |[a,b] obtém-se os
conjuntos:

{x €a,b]; yeo1 < f(z) < yr},

que, no caso Fig. 2, compoe-se da uniao de quatro intervalos, sem
ponto comum. Se f for muito oscilante em [a, b] a particao de [m, M]
determina subconjuntos bem gerais em [a, b].

Assim, segue-se um método heurisitco para concluir a nova de-
finicao proposta por Lebesgue.

De fato, da particdo [yg—1,9x], k = 1,...,n, yo = m, y, = M, de
[m, M], resulta em [a, b] a parti¢do

(2) Ep={zec(ab;yr < flo) <, k=1,...,n},

mas em subconjuntos Fj. .

Desejando-se manter as somas (1) para obter o novo conceito de
Lebesgue, surgem os problemas:

(i) Como atribuir aos Ej dados por (2) um numero positivo que
corresponda a “medida” dos Ej como xp — x;_1 mede o comprimento
dos intervalos [zy_1,z], k=1,...,n7

Suponha resolvido este problema. A cada Fj , dado por (2), atribui-
se um ndmero positivo representado por p(Ey), que se lé “medida
do conjunto E} ", generalizando o conceito de amplitude do intervalo
[xp—1,2k]. A estes conjuntos Ej aos quais atribui-se uma medida,
Lebesgue denominou mensurdveis. Os intervalos [xy_1, x| sao men-
surdveis.

Desta forma, as somas (1) sdo reescritas, no caso de particdo em
[m, M| em intervalos [yx—1,yx], vo = m, y = M, k=1,...,n, sob a
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forma;

(3) sp= yii(Br) e Sp= uyu(Ep).

Resolvida esta etapa, surge um problema crucial:

(ii) Para quais fungoes limitadas f: [a,b] — R é possivel atribuir
uma “medida” p(Ey) aos conjuntos Ej, da particao de [a,b]? Dito
de modo equivalente, para quais fungoes f: [a,b] — R, limitadas, os
conjuntos Ej de [a,b] sio “mensuraveis”?

Deste modo, para responder a questao (ii) Lebesque restringe as
funcoes limitadas a classe que ele denominou “funcoes mensurdveis.”
Dada f: [a,b] — R, limitada, denominou “mensuravel” quando para
todo par de nuimeros a < (3, o conjunto

{x € la,b]; a< f(z) < 6},

for “mensuravel”.

Conclui-se que tudo fica em ordem para as funcoes f: |a,b] — R,
limitadas e mensurdveis. Ele observa que as fungoes continuas a menos
de conjunto de medida nula sao exemplos de funcoes mensuraveis.

Conclusao. Aceitando-se as nogoes de conjunto e funcao mensuravel,
se f: |a,b] — R for limitada e mensuravel as somas sp e Sp defini-
das em (3) estdo bem definidas. Assim, define-se as integrais inferior
e superior, respectivamente, por Sl]ip{Sp} e i%f{Sp}. Quando estas

integrais forem iguais, a este valor comum denomina-se integral de
Lebesgue da fungao f: [a,b] — R, representada por

w [ ) d.

Lebesgue provou que se f: [a,b] — R for limitada e mensurdvel,
entao f € integrdavel.
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Suponha que se deseja ensinar a integral como idealizou Lebesgue,
por exemplo para fungoes

u: (a,b) — R.

As etapas seriam as seguintes:

(i) definir a nogao de medida e conjunto mensuravel para os sub-
conjuntos de (a,b),

(ii) definir a no¢ao de fungao mensuravel para as u: (a,b) — R,

(iii) de posse destas nogoes tudo fica em ordem sendo possivel
seguir corretamente o processo heuristico.

H& uma vasta bibliografia com a construcao da integral de Lebesgue
pelo processo original de Lebesgue. Entre estes, veja por exemplo
Natanson [13], Titchmarsh [22].

Note-se que a criacao de Lebesgue modificou a Andlise Matematica
a partir de sua nota de 1901. Todos os cursos basicos de matematica
incluem uma disciplina denominada Integral de Lebesgue, impres-
cindivel na formacao dos estudantes de matematica.

3.
Conjuntos Nao Mensuraveis a Lebesgue

Sera apresentado um exemplo de conjunto nao mensuravel a Lebes-
gue. A ideia aqui exposta vimos, pela primeira vez, no livro de John
Von Neumann, Functional Operators, Vol. I, Measures and Integrals,
pagina 38, Princeton, USA, 1954. Posteriormente encontramos em
outros textos, sendo reproduzida a ideia no presente complemento.

Representando por R o corpo dos numeros reais e por Q o dos
racionais, considere-se em R a relacao binaria “~”, definida do modo
seguinte: para z,y € R diz-se que x ~ y, lendo-se = equivalente a y,

(44 2

se x — y for um numero racional. Demonstra-se que a relacao “~
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assim definida em R é uma relacao de equivaléncia, isto é, reflexiva,
simétrica e transitiva. Como conseqiiéncia, o corpo R fica decomposto
em classes de equivaléncia do tipo

K(z)={x+r, r € Q},

para x variando em R. Resulta que z ¢ y entao K(z) N K(y) = @,
isto é, as classes K () e K(y) sao disjuntas. Cada classe K (x) contém
pontos do intervalo [0, 1]. De fato, dado € R toma-se r € Q tal que
—rz <r<1—x ouseja, 0 < x+7r < 1. Por meio do axioma de
Zermelo, considera-se o conjunto £ C [0, 1] definido pela escolha de
um ponto em cada classe de equivaléncia K (z).

Represente-se por (7;);en a sucessao de todos os racionais de [—1, +1].
Defina-se F; = E+r;, a translacao do conjunto E por meio do racional
T, € [—1, —f—l]

Temos as seguintes propriedades:

i. [0,1] é parte de |J F;:
i=1

De fato, seja = € [0,1], existe e € E C [0,1] tal que z — e é
racional. Tem-se 0 < x <1e 0 <e <1, logox—e éum racional
de [—1,+1], isto é, z—e = r;, r; membro da sucessao dos racionais
de [—1,+1]. Resulta que x = e+r; pertence a algum E;, ou seja,

0,1 ¢ | E;. O
=1

ii. | E; é parte de [—1, 2]:
i=1

De fato, se © € |J F; resulta que = € E; para algum i € N. Pela
i=1

defini¢ao de F;, conclui-se que se z = e+ 1; com e € [0,1] e r; €

[—1,+1]. Resulta que —1 <e+r; < +2/isto é, x € [-1,42]. O

iii. Das inclusoes (i) e (ii) obtém-se que [0,1] C |J E; C [-1, +2].
i=1
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iv. O conjunto E nao é mensuravel:
Observe-se, inicialmente, que se e, é sao elementos distintos de
E. nao pode ser e ~ ¢, isto é, e — é racional, pois as classes
K (z) sao disjuntas. Prova-se que esta propriedade de E implica
E;NE; = & set # j. De fato, se assim nao fosse, resultaria
que existiria x € E; N Ej, isto é, x = e+ 1r; = e+ rj, logo
e—eé=r;—r; €Q, provando que e ~ ¢, contradigao.

Suponha E mensuravel. Resulta que suas translacoes E; = E + r;
s@0 mensuraveis e possuem a mesma medida de F, isto é, u(FE) =
p(E;). De (iii) e da o-aditividade da medida de Lebesgue u resulta,

1<p (UE> = ZM(EZ-) = uE) <3,

1=1

0
contraditério, pois a série Y . u(E) ou é nula ou nao converge. Logo E

1=1
nao ¢ mensuravel. ]
Observacao 1: Esta versao do exemplo de Von Neumann pode ser
vista em: Russel A. Gordon - The Integrals of Lebesgue, Denjoy, Per-
ron and Henstock - AMS - 1995. Ver também I.P. Natanson - Theory
of Functions of a Real Variable - Fred Ungar Publishing Co. NY, 1995.

4.

Integral de Kurzweil-Henstock

1. Nos capitulos um e cinco, do texto, foram investigados os proble-
mas de reconstrucao de uma funcao por meio do conhecimento de sua
derivada. Constatou-se que na classe R(a,b), das fungbes integraveis
a Riemann em (a,b), o problema é bem posto na subclasse de R(a, b)
constituida pelas fungdes continuas em [a, b]. Também valido na classe
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das u € R(a,b) tais que v’ € R(a,b). Na classe L(a,b) o problema da
reconstrucao de uma funcao por meio do conhecimento de sua deri-
vada, seria bem resolvido na subclasse de L(a, b) formada pelas fungoes
absolutamente continuas. Assim, se u for a derivada de v em (a,b) a
igualdade

para todo a < x < b serd obtida para as fungdes continuas em R(a, b)
e para as absolutamente continuas em L(a,b).

Dai, surgiu o problema, no inicio do século XX, de obter um con-
ceito de integral para funcoes u definidas em (a,b), representada por
I°(u), de modo que na classe H(a,b) das fungoes integraveis com este
processo, fosse resolvido o problema da reconstrucao de uma funcao
por meio do conhecimento de sua derivada. De modo preciso, se uma
funcdo v de H(a,b) possui derivada u finita quase sempre em |a, b],
entao u € H(a,b) e vale a igualdade:

v(b) —v(a) = I'(u).

Inicialmente este problema central da Andalise Matematica, da épo-
ca, foi abordado por A. Denjoy, matematico frances, 1912, obtendo
um conceito de integral, contendo o de Lebesgue, segundo o qual o
problema acima ¢ resolvido.

Simultaneamente, O. Perron, matematico alemao, em 1914, ima-
ginou um processo de integracao segundo o qual o problema da recons-
trucao da funcao por meio de sua derivada é resolvido, O processo de
Perron contém o de Lebesgue e foi demonstrado que é equivalente ao
de Denjoy e mais simples. Varias outras construcoes foram feitas na
esperanca de resolver o problema da reconstrugao de uma funcao.

Os processos acima mencionados tiveram origens na integral se-
gundo Lebesgue. Em 1960 foi investigado por R. Henstock, um pro-
cesso de integracao com o objetivo de reconstrucao da funcao, porém
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baseado nas ideias de Riemann. Ele obteve, o que denominou Inte-
gral de Riemann Generalizada ou Integral de Kurzweil-Henstock. (R.
Henstock, A Riemann type integral with Lebesque power, Canadian J.
of Math. 20 (1968), pp. 79-87, e R.G. Bartle, Return to the Riemann
Integral, Amer. Math. Monthly (out. 1996), pp. 625-632). Tendo em
vista a simplicidade do processo de Henstock, sera feito um resumo
das ideias no paragrafo que se segue.

2. Integral de Riemann Generalizada. Considere-se um intervalo
(a,b) da reta real R e fungbes reais definidas em (a, b).
Considere-se a distribuigao de pontos de (a,b) como segue:

a=z) <3 < <z <xj<--<xy =0

Os intervalos fechados ([z;-1,%;]),;., sdo dois a dois sem ponto in-
terior comum e sua unido é igual a [a,b]. Uma familia de intervalos
com estas propriedades denomina-se uma particao de [a, b].

Uma partigdo de [a,b] na qual escolhe-se, em cada subintervalo
[;_1,2;], um ponto t;, diz-se indexada. Assim, uma particdo in-
dexada é uma colegdo ordenada de pares [z;_;,z;] e t;, para j =
1,2,...,n. Representa-se por

P = {[:Uj—l,ﬂ?j]; tj}lﬁjﬁn’

uma particao indexada de (a, b).
Considere-se uma fungédo u: [a,b] — R. Denomina-se Soma de
Riemann de u, correspondente a particao indexada,

P = {[%’—b%ﬁ tj}lgjﬁn’
a0 numero

S(u, P) = Zu(tj)(fﬂj — Tj-1).
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Integral de Riemann. Diz-se que um nimero real [ é a integral
de Riemann de u: [a,b] — R, quando para cada € > 0 existe uma
constante 0. > 0 tal que se

P = {[xj—laxj]5 tj}1§j§n’
para qualquer partigdo indexada de (a,b) com
0<5L"j—513j_1 <0, j=1,2,...,n,

entao
|S(u, P) — 1| < e.

Observagao 1: Admitir que d. > 0 é constante, traz grande restri¢ao
a definicao de integral de Riemann. Assim, obtém-se uma integral
mais geral quando J. é uma funcao de (a,b) em R, estritamente po-
sitiva. A integral assim obtida resolve o problema da reconstrucao de
uma funcao por meio de sua derivada, no contexto de Riemann.

Calibre sobre (a,b). Denomina-se um calibre sobre (a,b) a uma
qualquer funcao 0: [a,b] — R estritamente positiva.

Particao 4-fina. Considere-se um calibre §: (a,b) — R e seja
P = {lxj_1;xjl; tj}1<j<n uma particao indexada de (a,b). Diz-se que
P ¢é §-fina quando

0<xj—xj_1 <0(tj), paraj=12 ... n.

Demonstra-se que conhecido um calibre § sobre (a,b) existe uma
particao d-fina de (a,b). (R.A. Gordon, The Integrals of Lebesgue,
Denjoy, Perron and Henstock, AMS, 1995, RI, USA).

Integral de Riemann Generalizada. Um numero real H de-
nomina-se integral de Riemann Generalizada da funcao u: [a,b] — R,
quando, para cada £ > 0, existe um calibre J. sobre (a,b) tal que

S(u, P) — H| < e,
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para toda particao P = {[z;-1,2,]; ;}, ., de (a,b) que seja d.-fina.
Diz-se que u possui H para sua Integral de Riemann Generalizada

e escreve-se
b
H= / u.
a

Representa-se por R*(a, b) a classe de todas as fungoes u: (a,b) — R,
que possuem Integral de Riemann Generalizada.

Exemplos

e As fungbes integraveis a Riemann em (a,b), isto é, R(a,b) per-
tencem a R*(a,b). E suficiente considerar calibres 0 constantes em

(a,b). Resulta que as fungoes continuas em [a, b] pertencem a R*(a, b).
[

e Considere a fungao caracteristica dos racionais do intervalo (0, 1),
conhecida, também, sob a denominacao de funcao de Dirichlet. Re-
presentando-a por x, tem-se x(z) = 1 se z for um racional de (0, 1)
e x(z) = 0 nos irracionais de (0,1). Sabe-se que x nao pertence a
R(0,1). Serd demonstrado que x pertence a R*(0,1) e fol x = 0.

De fato, o problema principal é definir, para cada € > 0, um calibre
. sobre (0,1). Para tal considere-se todos os racionais de (0, 1) inde-
xados na sucessao (r;),.y - Dado e > 0, define-se a fungao 4. em (0, 1)
do modo seguinte:

d-(x)=1 se x for irracional

€ .
55(77):%, ]:1,2,

A funcao J. assim definida é, de fato, um calibre em (0, 1). Considere-
se uma particao indexada

P = {[xj—laxjwj}lgjgn’
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que seja o, fina, sendo J. definida acima. Isto significa que z;_1 < t; <
xZ; e

1 1
[zj-1,25] C (tj — 555(%'), t; + 555(@')) :

Note-se que hd no maximo dois subintervalos [z;_1, z;] possuindo 7;
para indice cuja amplitude de cada um é menor ou igual a /277!,
Logo, a contribuicao para S(x, P) dos intervalos [z;_1, x;], com t; = r;
para indice, é menor ou igual a £/2/. A contribuigdao para S(x, P)
das parcelas com indice ¢; irracional é zero, pois nestes x(t;) = 0.
Consegiiintemente:

0<SX, ZX le<z2£j:7

Jj=1

provando que x possui Integral de Riemann Generalizada igual a zero.
[]

Nao é verdade que se u € R*(a,b) resulte que seu valor absoluto
pertenca a R*(a,b). Isto ndo acontece a integragao segundo Lebes-
gue. Todavia, a reconstrucao de u € L(a,b) por meio de sua derivada
nao vale em geral em L(a,b) mas sim na subclasse das fungoes abso-
lutamente continuas. Entretanto, na classe R*(a, b) das Integrais de
Riemann Generalizadas, vale o resultado geral sem recorrer a subclas-
ses, pois este foi o objetivo para a criacao deste processo que elimina
o defeito da Integral de Riemann, como foi o de Perron, por exemplo,
para suprir a falha da integral de Lebesgue.

Teorema Fundamental. Suponha-se v € R*(a,b) diferencidavel em
todo ponto. Entao sua derivada u = v’ possui Integral de Riemann
Generalizada e
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Prova: Seja t € [a,b]. Sendo v/(t) = u(t) obtém-se:

z—t z—1

lim [M - u(t)] —0.

Portanto, para cada € > 0 existe .(¢) > 0 em [a, b], tal que

v(z) —o(t)

— —ult)

< g, paratodo z € |a,b]

tal que |z — t| < 0-(t). Assim, J.(t) é um calibre em [a, b].
Da desigualdade acima, obtém-se:

[0(2) = v(t) = (z = Hu(t)] <elz -1

para todo z € [a, b] tal que |z — t| < d.(¢).
Portanto,se a < £ <t <n<bel<n—¢&<dt), resulta que:

[v(n) — (&) — (n = Su(t)] <
< |v(n) —v(t) — (n = t)u(t)]| + |v(t) —v(§) — (t = Eu(t)] <
e(n—1t) +e(t—¢) =eln—¢).
Considere-se a particao indexada

P = {[ij_l,xj]; tj} de [Cl,b],

com calibre d.(¢). Obtém-se:

o(t) = v(@) = 3 {ule)) — vla;0)}-
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Logo,
[0(b) = v(a) = S(u, P)| =

— Z{v(az]) v(zjo1)} — Zu —xjq)| <

<Z‘ij ) —v(zj-1) — u(ty)(z; — xj-1)] <

<Z€ —zj_1) =¢(b—a),

para todo € > 0. Isto 1mphca que u € R*(a,b) e que

/bu =v(b) — v(a).
a [

Conclui-se que concernente a reconstrucao de uma funcao por meio
de sua derivada, a Integral de Riemann Generalizada supera a integral
de Lebesgue. ]

3. Aspectos Histéricos.  Prefere-se fixar como inicio do estabeleci-
mento do conceito de integral as investigagoes de Newton (1643-1727)
e Leibniz (1646-1712). Estas concepgoes sao sintetizadas nas duas
seguintes linhas de ideias:

e Idealizada por Newton como integral indefinida, na nomencla-
tura atual ou como funcao primitiva. Denomina-se método descritivo.

e Concebido por Leibniz como integral definida, isto é, como uma
area. Sera chamado método construtivo.

Segundo Newton, uma funcao real de variavel real v denomina-se
uma integral indefinida ou uma primitiva de Newton, quando v possui
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uma derivada finita igual a u, isto é

v = .
A funcao u diz-se integravel no sentido de Newton e a variacao de v
em [a, b], isto é, v(b) —v(a) denomina-se integral de Newton da funcao
u em [a, b]. Toda funcao integravel no sentido de Newton é finita.

A teoria da integral desenvolveu-se, inicialmente, segundo as ideias
de Newton, processo bem natural por ser o inverso da derivagao. A
teoria de Newton cresceu razoalvemente na época com aplicagoes a
Mecanica e a Fisica em geral. As ideias de Leibniz, entretanto, per-
maneceram estaticas. Cauchy (1789-1857) retornou as ideias de Leib-
niz com o estudo do conceito de integral na classe das funcoes reais
continuas no intervalo [a,b]. Definiu a nogao de integral para uma
funcdo continua w em [a, b], representado-a por

/ab u(x) de.

Para este conceito de integral segundo Cauchy para as funcoes
continuas, ele provou que os conceitos de Newton e Leibniz se equiva-
lem: Ele demonstrou que se u for uma fungao real continua em |a, b]
ea <x <b, entao

é uma primitiva de u em [a, b], isto é, v/ = u e que

v(b) — v(a) = /abu(s) ds.

Este resultado da reconstrucao de uma funcao por meio do conheci-
mento de sua derivada denomina-se, atualmente, teorema fundamental
do célculo.

Cauchy desenvolveu suas ideias estendendo o conceito para o caso
de uma semireta em vez de um intervalo compacto [a,b], obtendo
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o que denominou integrais improprias. Definiu o conceito de valor
principal de uma integral improépria que é uma concepcao bem geral
neste contexto. (Augustin Louis Cauchy — Le Calcul Infinitésimal —
Tome Premier, 1823, Ellipses Ed., Paris, France).

Supondo-se, ainda, o caso compacto [a, b], deseja-se estender o con-
ceito de integral para uma classe mais ampla que a das continuas.
Neste ponto Riemann e Darboux idealizaram um processo para defi-
nir a integral de uma funcao u definida em [a, b], porém apenas limi-
tada. A classe das fungoes integraveis em [a, b] no sentido de Riemann
representa-se por R(a,b). Esta classe que contém as fungoes continuas
em [a, b] nao possui a propriedade do teorema fundamental do célculo.
Como foi visto foi superado com o conceito de integral de Riemann
generalizada de Henstock, obtendo a classe R*(a, b).

A integral de Riemann nao atendia a outras questoes fundamentais
da Anélise Matematica, como por exemplo, no estudo de convergéncia
de séries de funcoes, principalmente tratando-se das séries de Fourier.
Seria imperativo reexaminar o conceito e procurar obter um outro mais
eficiente contendo o anterior. Dai, Lebesgue (1875-1941) idealizou um
conceito de integral que domina a Andlise Matematica até os dias de
hoje, (ver Complemento 2).

Lebesgue observou que sendo a fungao u definida em [a, b], uma
fina divisao de [a,b] em subintervalos pequenos nao implicaria, para
funcoes gerais, que os valores de u estariam proximos. Entao diz ele:
“... il est clair alors que nous devons morceler, non pas l'intervalle ot
varies x, mais 'intervalle limité par les bornes inferieurs et superieurs
de u. On considere valeurs des x qui correspond a

Yv—1 S u('x) S Yy -

Les valeurs de x forment un ensemble F, . Avec une fonction quelcon-
que il peu étre tres compliqué, mais peut import on lui attachera une
mesure m(FE,).” (Henri Lebesgue, Lecons sur I’Intégration et Recher-
che des Fonctions Primitives — Gauthier Villars, Paris, 1950, France).
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Assim pensando, Lebesgue publicou sua primeira nota em 1901, na
qual fixava a definicao de medida e de integral atualmente ligada a seu
nome, dando um impulso consideravel ao trabalho de investigacao em
Analise Matematica.

No que concerne aos teoremas de convergencia de séries o progresso
da integral segundo Lebesgue é grande. Outro aspecto fundamen-
tal é a classe das fungoes integraveis a Lebesgue L(a,b) ou mesmo
LP(a,b), 1 < p < oo que desempenharam papéis decisivos no pro-
gresso da Andlise Matematica e suas varias aplicacoes, principalmente
as equagoes diferenciais parciais.

Resta examinar a reconstru¢ao de uma funcao v por meio do co-
nhecimento da derivada. Dito de outro modo, como fica o teorema
fundamental do célculo na classe L(a, b) das fungoes integraveis a Le-
besgue em (a,b). Embora muito geral, Lebesgue demonstrou que o
teorema fundamental do célculo vale apenas na subclasse de L(a,b)
constituida das fungdes absolutamente continuas. (Veja Capitulo 5 do
texto). Para suprir esta falha da integral de Lebesgue, hé os processos
de integracao de Denjoy e Perron conforme ja foi mencionado nestes
complementos e outros que surgiram posteriormente.

Varios sao os processos de definir a integral. Para facilitar a com-
preensao do leitor, vem organizado, a seguir, um quadro sinéptico
contendo os métodos e os matematicos envolvidos. O quadro foi orga-
nizado dentro das trés linhas de ideias: Newton - método descritivo;
Leibniz - método construtivo; Daniel - método axiomatico. O quadro
mostra a evolugao, no tempo, destas trés ideias centrais da Anélise
Matematica. [



