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Geometria Complexa
Lista 2 de exercicios, para entregar na aula de 13/01/2021

1. Denote por I, C C o subgrupo aditivo I'; = Z 4+ 77Z para 7 € {z € C ; Im(z) > 0}. Demostre
que se 7' = A(7) para algum A € SL(2,7Z) entao os toros quocientes T, = C/I';, e T, = C/I';
sao biholomorfos. Toros complexos de dimensao um sao também chamadas curvas elipticas para
minimizar a ambiguidade com toros complexos de dimensao mais alta da forma C"/Z*".

2. Consideraremos uma variedade de Hopf unidimensional. Z age em C* = C\ {0} por (k, 2) — Mz
por A € C fixo com |\| # 1.

(a) Demonstre que a a¢do de Z em C* é propriamente descontinua e sem pontos fixos. Isso
implica que o quociente Sy, com topologia quociente, canonicamente admite a estrutura de
uma variedade complexa. Encontre um sistema de cartas para Sy

(b) Demonstre que Sy é difeomorfa a S* x S'. Determine explicitamente um biholomorfismo

entre Sy e um toro quociente T, para algum 7 € {z ; Im(z) > 0}.

3. (a) Sejam V um espago vetorial real de dimensao 2n e Vo = V ® C. Demonstre que a imposigao
de um aplicagao J : V. — V tal que _J2 = —Id é equivalente a um subespaco complexo
ViCVetalque VNV ={0} e V'@V =1f.

(b) Seja Jy C End(V) o conjunto de aplicacoes lineares J com J? = —Id. Demonstre que o grupo
GL(V,R) age transitivamente em Ji,. Dado J € Jy, determine o subgrupo de isotropia de
J.

4. Seja V um espaco vetorial real de dimensao 2n e J um mapa linear em V com J? = —Id.
Consideramos k-covetores complexas em V :

Af =AY (AL) = (M V) e C.

Observamos que A% é um espago vetorial complexo de dimensao 2n. Como na tltima questao,
um elemento de AL tem a forma ® = &, + i®y, para &,y € A*V*. Queremos entender como
AL decompde-se em (p, ¢)-tipo.

Para cadap € {0,.. ., k} consideramos a p-éssima poténcia exterior de A0, AL(AM?). Se  dimg V =
dimg V' = dime A0 = n, entdo dime AL (AY?) = (;) Similarmente, consideramos A%(A%), que

tem dimensao (Z) )

Podemos definir um mapa no produto tensorial (p para multiplicagao)

iy AL(AT) @ AET(ADY) — AL,
a® = aAp.

(a) Demonstre a férmula combinatéria seguinte

(-2
k S \p) \k—p
(b) Demonstre que AL é gerado pelas imagens dos mapas f,, para p variando entre 0 e k.

(c) Para p e ¢ distintos, demonstre que as imagens de j, e ji, intersectam-se apenas na origem
0 € AL

Definimos AP*? = Im(u,) C AL, Um elemento de AP*? ¢ chamado uma k-forma de tipo-
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(d) Demonstre que existe uma decomposi¢ao de soma direita

k
AL = EPpartr.
p=0

5. Seja f : U — V uma aplicagao holomorfa, entre conjuntos abertos em espagos euclideanos ou entre
variedades complexas. Demonstre que o o pull back de formas diferenciais f* : E¥(V) — EX(U)
induz aplicagoes f* : EPU(V) — EPI(U).

6. Seja f: U — V uma aplicagao holomorfa, entre conjuntos abertos em espagos euclideanos ou entre
variedades complexas. Demonstre que o o pull back de formas diferenciais f* : E¥(V) — EX(U)
induz aplicagoes f* : EPU(V) — EPY(U).

7. Considere a 2n-forma em C™,
Q= ;—ndzl/\dil/\sz/\---/\dz"/\dE”.

(a) Demonstre que

2

Q ;—ndzl/\dzZ/\-~-/\dz”/\d21/\--~/\d2”,
= de' Ndy' Ao A da™ A dy™.
(b) Seja F' = (F',..., F™) um mapa holomorfa, definida no aberto U C C" e tomando valores

em C". Demonstre que

2

FQ = Q

)

OF7

onde (OF7/0z*%) é a matrix Jacobiana complexa de F'.

(c) Demonstre que toda variedade complexa é orientével e que a estrutura complexa canonica-
mente determina uma orientacao.

8. Demonstre que o = da. Em particular isso implica que uma (p, p)-forma real o € EPP(UYNERF(U)
é O-fechada (exata) se e somente se a é O-fechada (exata). Formule as varias 0-versdes do Lema
de Poincaré.

9. Seja A C C™ um polidisco.

(a) Seja a € EY'(A) uma (1,1)-forma d-fechada. Demonstre que existe uma fungao suave
fe&%A)=C>=(A,C) tal que d0f = a.

(b) Seja B € EPY(A) uma (p, q)-forma d-fechada, com p, ¢ > 1. Demonstre que existe uma forma
v € EP~HL(A) tal que 90y = f.

10. Os exemplos de hipersuperficies em C" e em CP" podem ser generalizados da maneira seguinte.

Sejam fi, ..., fi polindmios homogéneos (de graus d; respetivamente) em C"**. Nas aulas nés vi-
mos que o conjunto V(f;) = {[Z] € CP"; f;(Z) = 0} é um subconjunto bem definido. Demonstre
que se 0 € C* ¢ um valor regular da aplicacao (f1,..., fr) : C"*1 — CF, entao

X=V(fi))yn---NnV(fx) CCP"

é uma subvariedade complexa de CP" de dimensao n — k. X é chamada a intersecao completa
das hipersuperficies V(f;).
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11. Esse exercicio vai investigar um exemplo de uma subvariedade complexa ¥ C CP? que nio pode
ser escrita como uma intersecao completa. A superficie de Riemann ¥ é chamada a cubica torcida.

Considere os trés polindmios homogénos de grau 2 em C*.
Fy = wz— y27
o= yw—2?

F, = zw—yz.

(a) Demonstre que a hipersuperficie V(F,) C CP* é suave mas V (F) e V(F}) nio sdo.
(b) Demonstre que o mapa
p:CP' — CP?,
[s:t] = [v:y:z:w]=[s": % st?: %
é um mergulho, e logo tem imagem uma subvariedade complexa suave de CP?. Demonstre
que a imagem de p é igual a ¥ = V(Fy) NV (F) NV (F).

(c) Demonstre que para quaisquer duas das funcoes Fy, Fy, Iy, V(F;) N V(Fj) é estritamente
maior que X.

(d) Demonstre que para todo p € ¥, ¥ pode ser dada numa vizinhanga de p como o zero locus
de duas das F;. Isso ¢é dizer que X é localmente o conjunto nulo de dois polinomios, mas nao
¢é globalmente.
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