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1 Introducao

Antes de passar para o comeco da teoria, iremos definir certos espacos de
fungdes, com suas respectivas normas, que serao uteis mais tarde.

Defini¢ao 1.1. Seja I C R um intervalo, £ > 0 e E um espago vetorial normado,
com norma |||z e de dimensao finita. O espaco de funcdes C* é o espaco vetorial
CHI — E)={u:1— E;u € C*} com norma

k
||UHC§ = Z ||agu||Lt°°(IHE)~
j=0

Onde:

Ifllee—E) = supess|f(x)|r
xEFE

= min{M; Leb({z € E; | f(x)|E > M} =0}.

Onde Leb é a medida de Lebesgue na reta.!

Analogamente definimos os espagos C¥(R" — E) ¢ Cf (I x R" — E).

Note que se I nao é compacto, u pode pertencer a Ctk’m mas ter norma
infinita. Nesse caso diremos que u € C’t’floc (I — X), ou seja, que u é tem norma
C* finita em compactos de I. Conceitos andlogos valem para os outros espacos.
Defini¢ao 1.2. Seja (X,dx) um espago métrico, Y um espaco de Banach com
norma ||.|ly. O espago de fungdes Lipschitz é C%H(X — V) = {f : X —
Y'; fLipschitz} munido com a norma:

[ fllLipor = sup M

etziex  dx(x, )

E [|fllcor = [[fllipor + ([ fllco-

INo caso em que f é continua e limitada entdo ||f||L~ = sup ||f(z)|z.
zeR




Note que temos as inclusoes:
CHR?Y —» R™) C Lip®'(R? - R™) c C2 (R — R™).

Finalmente definimos de maneira andloga o espago Lip?(;i(X — Y) como o
espaco de fungoes localmente Lipschitz.

2 Existéncia Local

A primeira vista, se temos uma equacao definida em todo o dominio, inclusive
definida para todo t real, o mais natural seria esperar que as solucoes existissem
para todo t € R. Porém o seguinte exemplo mostra que isto é otimista demais:

Ezemplo 2.1. Considere a equagao:

{ Opu(t) = u(t)?

u(to) = Up

Mostra-se que se existir solugao ela sera iinica. Porém, no chute, descobrimos
que u(t) = ﬁ resolve a equacgao no intervalo ¢ < 1. Mas esta solugao explode
(blow-up) em t = 1, e ndo tem continuagao além de ¢t = 1. Dali, pode ser que o
intervalo de existéncia de solugoes seja muito menor que o intervalo de definigao

da equacao em si.?

Outro ponto, é que nossa nogao de solucoes de certa maneira é meio vaga
ainda, vamos estabelecer nogoes precisas no caso autéonomo pelo menos, e depois
veremos as definigoes classicas no caso nao-autonomo.

2.1 O Caso Auténomo

Seja o problema:
dpu(t) = F(u(t))
(1)
u(to) = UQ
Onde F': F — FE continua, definida num espago vetorial finito dimensional.
Defini¢ao 2.2. Dizemos que u : I — FE definida em algum intervalo I contendo
to é uma solugao:

e Classica: Se u € C} (I — E) resolve (1) como visto anteriormente.

e Forte: Se u € C}

) .(I — E) resolve (1) no sentido integral:

u(t) = ug + / F(u(s))ds.

to

2Como o exemplo é real analitico, poderia-se tentar estender meromorficamente a equacéo,
mas para isso teria que complexificar o tempo e... bem deixa pra la.



e Fraca: Se u € L*°(I — E) resolve (1) no sentido das distribui¢des, isto é,
para toda ¢ € C*°(I,R) com suporte compacto temos que:

/Iu(t)l/}(t)dt: uo/lw(t)dt—&—/lzb(t) t F(u(s))dsdt.

Veremos agora que como estamos em dimensao finita, as trés nogoes sao
equivalentes. Notamos que em dimensao infinita (no caso de uma EDP), tal
equivaléncia é falsa, o que d4 muita dor de cabeca pros EDPistas, mas torna o
trabalho muito mais interessante, do ponto de vista da teoria de existéncia.

Lema 2.3. Se F € ClOOC(E — F) entdo as trés nogdes de solugdo sao equiva-
lentes.

Demonstracdo. Claramente o teorema fundamental do cdlculo mostra que uma

solucao cléssica é forte, e integracao pura mostra que toda solucédo forte é fraca.
Seja entdo u uma solugao fraca. Por defini¢do, u é mensurdvel e limitada,

logo F(u) também é mensurével e limitada®, por continuidade. Daf a funco:

t
t H/ F(u(s))ds
to
é Lipschitz, como u resolve a equagao no sentido das distribuigoes, vemos que
é Lispchitz?. Dai a menos de modificar v num conjunto de medida nula, temos
que u é forte. E portanto F(u) € C° e o teorema fundamental do célculo diz
novamente que u € C}L . é solugao classica.

O

Iremos usar muito a nogao de solugao forte, mas antes disso, iremos dizer as
vantagens de cada uma das formulacoes. O caso classico é bom pra encontrar
relagoes entre as derivadas da solugao, por exemplo, achar leis de conservagao
(como energia conservada) ou como férmulas de monotonicidade (como no caso
da dindmica de populagoes). O caso forte é robusto o suficiente para construir
solucoes via métodos de ponto fixo, também é bom para obter estimativas de
regularidade e crescimento da solugoes. O caso fraco é bom para construir
solucdes por métodos de compacidade, isto é obter funcdes que se parecem com
solugdes e tentar passar o limite, o teorema de Arzeld-Ascoli é um exemplo de
um teorema de compacidade.

Para ilustrar o método vamos estabelecer um teorema de existéncia mais
fraco, mas que contém o mecanismo geral:

Teorema 2.4 (Mini-Picard: Existéncia). Seja F € Lip®'(E — E) com
|FllLipor = M < oo, isto €, globalmente Lipschitz. Tome T < ﬁ entdo para
todo tg € R e ug € E existe uma solugdo forte (logo cldssica) w:1 — E de (1)
onde I =[to —T,to +T].

3Em dimensdo infinita este argumento falha, pois fechados limitados néo sio necessaria-
mente compactos.
4Basta escolher v’s apropriadas, via aproximactes da identidade ou mollifiers tais que

u(to) = lim [ u(t)yn(t)dt.



Demonstragao. Seja ®(u)(t) := ug + f:o F(u(s))ds. O primeiro passo é notar
que ® leva o espaco de Banach C%(I — FE), munido com a norma C°, nele
mesmo.

O segundo passo é notar que u é solucao forte se, e s6 se, u for ponto fixo
de ®.

O terceiro passo é obter uma certa contragao de ®, aqui entra em cena
alguma limitacao do campo F', no caso sua norma Lipschitz:

[®(u)(t) —2()()le = ||/t F(u(s)) — F(v(s))ds|
< Mllu—vlcog—mT-

Como TM < 1 entao ® é uma contragao e podemos usar o lema das con-
trages(ver apéndice) e obter um ponto fixo para ®. O

De fato a prova do lema das contragoes d4 um algoritmo para construir
solugoes. Tome wug(t) = ug, e em seguida defina solugdes aproximadas:

Un(t) = P(up—1(t)) = uo +/ F(un—1(s))ds.

to

O Lema das contragoes e a prova do teorema anterior dizem que u, — u uni-
formemente e u é solugao. Tal método é conhecido como método de iteracao de
Picard e é um dos mais tuteis em EDPs.

Outra observacao é que a norma do espaco ndo foi mencionada, isto vem do
fato que em dimensao finita todas as normas sao equivalentes. Mas para EDPs
a escolha da norma pode ser um problema fundamental.

Note que usamos que o campo era globalmente Lipschitz, isso parece ser um
pouco demais, e de fato o é:

Teorema 2.5 (Médio-Picard: Exsiténcia). Dado tg € R, Q C E nao vazio,
N.(Q)={u€e E; JveE tal que |[u—v||g <e} eQe =N(Q). Seja F: E— E
tal que || F||Lipor(o.)y = M < oo e F € limitada por A > 0 em Q.. Tome
0 <T < min(5,4;) el = [to — T,tg + T), entdo para todo ug € Q existe
u: I — Q. solugdo forte de 1. Além disso os mapas de solugdo: Sy, (t) : Q@ — E
e S, : Q— C°I — E) dados por Sy, (t)(uo) = u(t) e Si,(ug) = u sdo Lipschitz
com norma Lipschitz menor que ﬁ

Demonstragcao. Vamos tentar imitar os passos anteriores. Novamente tomamos
um ug € Q e definimos @, (u)(t) := ug + ftto F(u(s))ds. Mas agora note que o
espaco de Banach é C°(I — €2.), logo para obter o passo 1 precisamos mostrar
que este espago é preservado. Isto é obtido usando a limitagao de F':

1Dy (w)(t) — upl] < AT <e.

O primeiro passo esta completo.



Os mesmos célculos feitos no mini-Picard mostram que ®,,, ¢ uma contragao
com taxa C' = TM < 1. Logo temos a existéncia do ponto fixo u que é uma
solucgao forte.

Finalmente se ug,vg € £ e as solucbes encontradas sao u e v, temos que
D, (u) =ue:

Dy, (V) = Py (V) + g — Vo = v + ug — Vo.

Logo u — v = @y, (u) — Py, (v) + ug — vo. Dai temos que:
l[u—vllco < Cllu = vllco + [luo — vol| -

E portanto |[u—v|lco < 25w —vo|£. Dai os mapas de solugao sdo Lipschitz.
O

A equacao integral da EDO diz que a solugao no tempo t sofre a agao do
campo F' somente por onde ela passou no tempo tg < s < t, portanto a prova
do teorema ensina que para resolver a equacao, nao € preciso ter um controle
global sobre o campo F' e sim apenas por onde a solugao ird passar caso ela
exista. Este tipo de pensamento é muito 1til ao tentar construir solucoes de
EDPs.

Estamos quase felizes com a teoria de existéncia local, exceto por duas coisas,
primeiro nao falamos nada do caso nao-auténomo, mas poderiamos reduzi-lo ao
caso autonomo como vimos antes. Outra coisa que incomoda é que o intervalo
de existéncia depende de sabermos a norma Lipschitz do campo, isso pode ser
dificil, mais simples seria apenas achar uma limitagdo pro campo. E é isso que
faremos agora, de fato, o intervalo ficou pequeno, porque para apresentarmos
melhor as idéias pedimos que o mapa ® fosse uma contracao, mas o lema das
contragoes diz que basta que um iterado @™ seja uma contracao, isso permitird
aumentarmos um pouco mais o intervalo de existéncia local. Isto sera feito na
préxima segao.

2.2 Existéncia local: O caso nao-auténomo e o caso nao
Lipschitz

Nesta secao prcuramos solugoes de uma equacgao definida em Q = I, x B, =

[to — a,to + a] x B[zg,b], onde Blxg,b] é a bola fechada em E com centro zq e

raio b > 0. Diremos que F' é Lipschitz na segunda varidvel se existir K tal que
[F(t,z) = F(t,y)ll < K|z —y].

Teorema 2.6 (Picard: Existéncia). Se F' : Q — E € continua e Lipschitz na
sequnda varidvel tal que ||F||co < M em ) entdo existe um solugdo cldssica de:

{ du(t) = F(t,u(t)) (2)

U(to) = Ug

definida em I = [to — T,to + T] para todo T < min{a, %}



Demonstragdo. Definimos novamente ®(u)(t) = ug + ftto F(s,u(s))ds. Nova-
mente o primeiro passo é mostrar que o espaco C°(I — By) é preservado. Isso
segue da limitagao do campo:

1@ (u)(t) — uol| < MT < b.

Novamente um ponto fixo de ® é uma solucao forte. Porém, o terceiro passo
nao é valido de antemao, nao sabemos que ® é contragao porém afirmamos que
se K é a constante Lipschitz de F', para todo n temos:

K™t — to|™
127 (w)(t) = 2" ()W)l < — 7 llu = vlice.
Procedemos por indugao, para n = 0 ela é 6bvia e se vale para n entao:

||<I)”+1(u)(t) _ (I)"'H(v)(t)n = [[®(P"(u))(t) — P("(v)) (1)l

< [P0 ) E) ~ P 0" )]s

< K [ [|9"(u)(s) — " (v)(s)||ds
to
t

K’n t _ n

< K Mﬂu—vﬂcods
tO n.

_ MH I

= (n+1)' u V]| co-

Agora, se como a série de £-I converge® temos que se n é grande entdo
) ol

nmn , ~ ~

K n,T < 1 e portanto ™ é uma contragao. Novamente pelo lema das contracoes

temos a existéncia de uma solugao forte. O

Note que pelo teorema fundamental do célculo e a regra da cadeia, se F é
C* entdo a solugao u é C (prove isso!), e portanto se F' for C* a solucdo serd
C oo também, ou seja a prépria equagao tenta regularizar a solugdo enquanto
o campo deixar. O préximo exercicio da informagao sobre a regularidade da
solug@o no caso em que o campo é analitico.

Ezercicio 1 (O Teorema de Cauchy-Kowalevski). Seja k > e F : E¥ — FE
real analitica e tyo € R. Dados ug,...,ur_1 € E existe I um intervalo aberto
contendo ty e uma solucao real analitica u : I — E do problema:

{ ku(t) = F(u(t), dpu(t), ..., 08 Tu(t)) )
u(to) = UQ, - - - ,8filu(t0) = Uk—-1

Dica: Reduza a equagao para primeira ordem, com ty = 0 e ug = 0. Por indugao

obtenha a estimativa a priori ||9/"u(0)|] < K™™tm! para todo m > 0 com K

) m
suficientemente grande dependendo de F. Defina entao u(t) = > 8'fTu!(O)tm,
m=1

5Com soma e&T,



note que isto define uma funcao analitica em algum intervalo aberto contendo
to, u : I — E. Mostre também que dyu(t) — F(u(t) é analitica em I e que
se anula em ty assim como todas suas derivadas. Logo, por analiticidade u é
solucao da equagao.

Uma pergunta natural é se a hipétese Lipschitz é realmente necessaria. Vi-
mos que ela implica que o operador integral se torna uma contracao. Porém,
campos continuos podem ser aproximados por campos suaves, e portanto é nat-
ural se perguntar se as solugoes desses campos suaves (que existem por Picard)
se aproximam de uma solugao da equagao original. Isto é o:

Teorema 2.7 (Peano). Se F' é um campo continuo e ||[Fllco < M em Q =
I, X By, entdo existe uma solugao no intervalo I = [to—T,to+T] onde 0 < T <

min{a, 2 }.

Demonstracdo. Lembre que existe uma sequéncia F;, de mapas C*° convergindo
uniformemente em 2 para F.6 Por convergéncia uniforme podemos supor que
| Fllco < M para todo n. Sejam u,, solugio definidas em I7 do problema:

{ du(t) = Fy(t,u(t))

u(to) = Ug

(4)
Mas entao novamente usando a equagao integral temos que:
l[un (t) — un(#)|| < Mt — ¢

e que ||un(t) — uo|| < b. Logo u, é uma sequéncia uniformemente equicontinua
e limitada. Por Arzeld-Ascoli, existe uma subsequéncia, que continuaremos
chamando de u,, e uma funcao u : I — B} tal que u,, — u uniformemente.
Por continuidade, F,(s,u,(s)) — F(s,u(s)) uniformemente, em particular as
integrais convergem. Tomando limite nas equagoes integrais:

un(t) = ug +/t F,(s,un(s))ds.

Mostramos que u é solugao. O
O seguinte corolario é imediato do teorema de Peano:

Corolldrio 2.8. Se Q ¢ aberto de Rx E e F : Q — E um campo C°, seja
C C Q tal que ||f]] < M em Qo onde C C Qp C Q e d(C,Q2— Q) > 0 entio
existe T tal que para todo (tg,ug) € C existe solugdo em I = [to —T,to+T] do

problema:
{ opu(t) = F(t, u(t)) (5)

u<t0> = Up

SNote que © é compacto, a prova disto é feita usando convolucdo com aproximacdes da
identidade, porém podemos tomar fp’s como polindmios pelo teorema de Weierstrass

7Aqui vem a forca do teorema de Picard, o intervalo de solucdo nio depende mais da
norma Lipschitz do campo, somente da norma C?, de fato, a norma Lipschitz pode explodir
ao tomarmos n — oo fazendo os intervalos de defini¢do do mini-picard degenerarem.



2.3 Existéncia local: O caso mensuravel

Veremos nesta se¢ao que a continuidade total do campo nao é realmente necessaria
para existéncia de solugoes. Para isto, temos que estender o conceito de solugao
neste caso. As fungoes absolutamente continuas desempenharao um papel fun-
damental.

Defini¢ao 2.9. Seja (X, d) um espago métrico. Uma aplicagdo ¢ : I — (X,d)
definida num intervalo I é absolutamente continua se para todo € > 0 existe §
tal que:

n

S luk —akl <e = D d(f(y), fn)-

k=1 k=1

Ezercicio 2. Sejam f,g: I — R fungoes absolutamente continuas. Mostre que:

e ftge fgsdoabsolutamente continuas, e se f # 0 entdo % é absolutamente
continua.

f é uniformemente continua.

Toda fungao Lipschitz é absolutamente continua

f'(t) existe para quase todo ponto t € I®
e Se X tem medida nula em R entdo f(X) tem medida nula.

Como podemos derivar em quase todo ponto, faz sentido se perguntar se a
equagao ¢é satisfeita em quase todo ponto:

Definicao 2.10. Seja €2 aberto de R x E e F' : § — E uma funcao qualquer.
Dizemos que u : I — FE, definida em algum intervalo I, e solugao extendida da
EDO gerada por F se u ¢ absolutamente continua, para todo t temos (¢, u(t)) €
Q) e para quase todo t € I temos:

dpu(t) = F(t,u(t)).

Teorema 2.11 (Carathéodory). Seja F definida em Q = I, X By = [tg —
a,to + a] x Blug,b], mensurdvel em t. continua em x e tal que eriste uma
fung¢io m € L' em I, tal que |f(t,x)| < m(t) para todo (t,z) € Q. Entdo existe
w e >0 uma solugdo estendida em |t — to| < B com u(ty) = uo

A prova do teorema segue um argumento interessante, novamente a solucao
serd obtida por limite de solugoes aproximadas, porém ao contrario do método
de Picard que fabrica a proxima solugao aproximada uma vez que tem conheci-
mento da anterior, neste método a solugao aproximada se ”constréi”” conforme
se sabe a construcao dela em pedagos previamente construidos. De certa forma
é uma construcgao "online " .

8Isto é o complementar deste conjunto tem medda de Lebesgue nula.



Demonstra¢do. Vamos construir a solugao para t > tg, a construgao é analoga
no caso t < to. Defina M(t) como identicamente nula em t < tg e como:

M(t) := /t: m(s)ds.

para t € [to,to + a]. Note que M é continua, ndo-decrescente (pois m > 0)
e M(tg) = 0. Por continuidade existe 8 > 0 tal que (t,x9 = M(t)) € Q se
tg <t <ty+ 0 < tg+ a. Vamos definir a sequéncia de solugoes aproximadas
€omo:

Yo Setoﬁtﬁto—k?
uj(t): tféi 5
uo+ fi, 7 F(s,u;(s))ds  se to+ 5 <t<to+p

Antes de analisar tal func@o, note como ela é construida. Primeiramente u; =
ug. Agora, para us a primeira equacao diz quanto vale ug em [tg, to+ g], de fato
ela vale ug, uma vez que sabemos isso, podemos calcular us no segundo intervalo
de definicao [to + g,to + f], pois ao integrar, sé precisamos saber quanto vale
U no primeiro intervalo.

Da mesma forma, a primeira equagao nos diz quanto vale ug em [to, to + g],
usando a segunda equagdo descobrimos quando vale uz em [to + g, to + %], e
uma vez sabendo isso, podemos calcular, usando novamente a segunda equagao,
us no intervalo [ty + %, to + B]. O procedimento geral fica claro entdo.

Dessa forma podemos obter por recorréncia uma estimativa da seguinte
forma. Primeiro em [tg,to + g] temos que |u;(t) —uo| = 0 < M(t — ?), ja
que M ¢é positiva. Por outro lado usando a limitagao de f por m para es-
timar a integral na segunda equag@o temos que em [tp + ?,to + 276] enttao

luj(t) —uo| < M(t— g) E o0 mesmo se aplica nos intervalos [tg+ kj—.ﬁ, to+ (1@4371)[3]’
obtendo |u;(t) — uo| < M(t —2).
Logo, se t1,ts € [to,to + 3], por desigualdade triangular:

fuj(t1) — 1y (t2)] < | M (8 — §> M(t - §>| <e

Se tomarmos |t; — ta| < § por continuidade uniforme de M.

Portanto {u;} é uniformemente equicontinua em [to,to + 3], pela estima-
tiva obtida anteriormente, a sequéncia tambem é uniformemente limitada, pois
M ¢ limitada pela integrabilidade de m. E portanto por Arzela-Ascoli, existe
uma subsequencia u;, — u uniformemente. Note que como f é continua na se-
gunda varidvel, fixado ¢ temos que f(t,u;, (t)) — f(t,u(t)), e como f(t,u;, (t))
é dominada por m que é integravel, o teorema da convergéncia dominada:

t

Jim f(s,ujk(s))dSZ/t F(s,u(s))ds Vi € [to, to + A].

k—oo to

Agora podemos escrever u;, da seguinte maneira:

t

wit) = v+ [ fou s = [ fou o)

to 7k



Passando o limite quando & — oo temos, a ultima integral se anula e temos:

u(t) = ug —|—/t f(s,u(s))ds.

E o teorema esta provado, pelo teorema fundamental do calculo para fungoes
absolutamente continuas.

O
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