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1 Introducao

Neste capitulo iremos estudar a nocao de grau de uma aplicagao entre variedades
orientdveis, bem como a nocao de grau médulo 2 no caso geral. Para isto ire-
mos primeiramente revisar os conceitos de formas de volume em uma variedade
Riemanniana e homotopias entre aplicagoes continuas.

2 Formas de Volume

Seja E um espago vetorial de dimensao n entdao uma r — forma nada mais é
do que uma aplicagao f : E” — R multilinear. Por exemplo funcionais lineares
(isto é que moram no espago dual E*) sdo exemplos de 1-formas.

Exemplo 2.1. Mais geralmente se temos {f* € E*}"_, entao o produto deles é
uma r-forma: f: E” — R dado por f(v1,...,v.) = fi(v1)... fr(v).

Lembre que para toda base {e1,...,e,} de E existe a base dual {e',...,e"}
de E* dada por €’(e;) = 07 onde &/ vale Ose i # jelsei=j.
Defini¢ao 2.2. L,.(E) = {f : E" — R; uma r-forma}. Se {e1,...,e,} é uma
base de E e {e!,...,e"} é sua base dual entdo o conjunto de r — formas

,,,,,

Defini¢ao 2.3. Dizemos que f € L,.(F) é alternada se sempre que i # j temos

que f(vi,..., V... 05, ...,0n) = —f(v1,...,0j,...,0,...,0,). Denotamos

por A" (E) o subespago formado pelas r-formas alternadas.

Ezercicio 1. Mostreque uma r-forma f é alternada sempre que f(vy,...,x,
cy Xy, ) = 0.

Ezemplo 2.4. Seja f!,..., f7 € E* entdo o produto exterior f1,..., f” é uma
r-forma alternada definida por:

YA A () = det(f(vg)).



Exercicio 2. Mostre que se e!,...e" é base dual de ey, ..., e, entdo {et A--- A

€ Y<iy<-cip<n ¢ base de A”(E) e portanto dim(A"(E)) = (7). Note também
que se r > n entdao A"(E) = {0}. Para isto, note que se temos f% = fit e j # k
entdo fi1 A--- A fir = 0.

Observagao 2.5. NAO ¢ verdade que toda r-forma alternada ¢ da forma f* A
.-+ A f%, por exemplo mostre que em R? temos que e! A e? + €% A e® ndo se
escreve dessa forma.

Defini¢ao 2.6. Se A: E — F é linear entao existe A"A : A™(F) — A"(F) dada
por:

(A"A(f)(v1, .- vr) = f(Ave, ..., Avy).
Quando n = 1 note que dim(A"(E) = (') = 1. Logo se e1,..., e, é base de

Eeel,...,e" é a base dual entdo e = e! /\n- -+ A e"™ é uma n-forma. Por outro
lado se f*,..., f" € E* entdo temos que f* = Y a’e’, e portanto temos que
fUA AT = det(ad)et A Ae™. Dai segue que frA - A f# 0 se, e s6 se,
f¥’s sdo linearmente independentes em E*. Por outro lado dados v1,...v, € F
e f # 0 uma n-forma em F entdo f(vi,...,v,) # 0 se, e s6 se, 0s v;’s sdo
linearmente independentes.

Seja entao ey, ..., e, uma base de E, f1,..., f, basede F e A: E — F cuja
matriz nessas bases é (o) entao A™(A) : A"(F) — A™(E) é uma aplicacao entre
espagos de dimensao 1 e portanto sua matriz na base formada pelas n-formas
associadas é (det(a?)).

Agora que fizemos o estudo em espagos vetoriais podemos passar para var-
iedades diferenciaveis. Seja entdo M uma variedade, p € M e ¢ : U — R” uma
carta sobre p, entdo sabemos que {z2;} é uma base de T,M? e seja {dz'} sua
base dual. Entao temos que dz' A --- A dz™ é base de A"(T,M).

Como a dimensédo é 1 temos que para toda w, € A™(T,M) existe um nimero
a tal que w, = adz' A --- A dx™. Para calcular a basta notar que:

0 0 1 n
wp(%,a?) = adx A+ -Adx"(

0 0

dal’ G

Por outro lado, se ¢ : V. — R"™ é outra carta sobre p entdo temos que
wy = bdy* A --- A dy™. Para ver a relagdo entre a e b, fagamos o seguinte
chamemos de z° as coordenadas de ¢ e de 3/ as coordenadas de 1, isto é p(x) =
(z'(2),...,2"(2)) e P(z) = (y'(2),...,y"(2)).

Ezercicio 3. Mostre que dy’ = >5( gzjl )dx®. e com isso temos que a = b det(gTy;).

Defini¢ao 2.7. Uma n-forma diferencidvel é uma aplicacao w : M — A™(TM),
isto é, tal que para todo p € M temos que w, := w(p) € A"(T,M). E se
¢ : U — R" é uma carta local entdo w, = a(p)dz' A --- Adz"™. A classe de
diferenciabilidade de w em p é por definicao a classe de diferenciabilide de a em
p. O conjunto de n-formas em M serd denotado por A™(M).

Vejamos agora como transoportar formas através de aplicagoes diferenciaveis:

! Lembrando, % = Dy~ (p(p)).€;.-

) = adet(dxi(%)) = adet(8}) = a.



Definicao 2.8. Se f: M™ — N™ é C* e w uma n-forma em N entao o pull
back de w por f é a n-forma f*w dada por:

frwp(vi, ... vn) = W) (Df(p)vr, ... Df(p)vn).

Note que o pull back define uma aplicacdo f* : A"(N) — A"(M). Em
cartas locais ¢ : U — R" e ¢ : V — R"™ tais que p(U) C V temos que se
w = ady* A --- Ady™ entdo f*w = a. det(gTy;dxl Ao ANdx™.
Vejamos agora como integrar n-formas sobre uma variedade orientavel. Comecaremos
pelo caso local. Seja z : U — R™ uma carta local tal que w|y—y = 0 e 2(U)
é limitado em R™. Entdo temos que w = adz' A---Adx™ ea : U — R é tal
que a(p) — 0 se p — OU. Logo podemos supor que a se estende a M como
alp—y = 0 de maneira continua. Entao definimos:

/ w::/ a(z',. .., z™)dzt ... da".
M z(U)

Obviamente temos que mostrar que este niimero independe da carta tomada.
Seja entdo y : V. — R™ outra carta tal que w|py—y = 0. Se W =UNV
temos que para todo p € M — W vale w, = 0. Além disso podemos escrever
w = bdy" A --- Ady™. E portanto:

/ adz' ... dz" = / det ... dz" = / b(y(z)) det(a—yj)alx1 cooda™ =
2(U) 2(W) z(W) Oz

:/ bdyl...dy”:/ bdy' .. .dy".
y(W) y(V)

Como queriamos demonstrar.

Vejamos agora globalmente, porém quando M é compacta. Seja (x;, U;)i_,
cobertura por cartas locais tais que z;(U;) sao limitadas e seja &; partigdo da
unidade associada. Defina w; = &.w e observe que ela se anula em M — U;.

K
Entao definimos f MWt > f w;. Neste caso temos que mostrar que este
i=1

namero independe da cobertura e da particao da unidade tomada.
Seja entdo (y;,V;) cobertura finita por cartas tais que y;(V;) é limitada e

A; particao da unidade associada a esta cobertura. Denote por w} = \jw e

wi; = §Ajw. Ora, 3A; = 37§ = 1 e portanto Y, wi; = wj e Y wi; = w;.

[T ERS R T T

Como queriamos demonstrar.

Ezercicio 4. Mostre que a integral é linear: [,, w+aw = [,, w+a [,, @ onde
a € R.

Para o caso nao compacto, precisamos da ajuda da orientagao.



Defini¢ao 2.9. Seja M orientada. Dizemos que uma n-forma w em M é positiva
(resp. > 0) se para toda carta x : U — M positiva, escrevendo w = adx! A--- A
dz™ temos a > 0 (resp. a > 0). Note que esta nogao nao depende da escolha da
carta (desde que seja positiva).

Se Supp(w) for compacto, a integral de w serd definida como antes. Sendo,
seja (Ui, x;)$2, cobertura por cartas tais que z;(U;) é limitada e & parti¢ao
da unidade associada. Entao por definicao wa = ZfM &.w. Se esta série
convergir, diremos ue a forma é integravel. Novamente temos que mostrar que a
convergéncia e a soma da série independem da escolha das cartas e da partigao
da unidade. Para isso precisamos de dois lemas de analise na reta:

Lema 2.10. Se >, > . a;; converge e a;; > 0 entao Y7, > aij = 3, >, ij-

Lema 2.11. Se U € limitado e f, > 0 sao fungdes continuas e f = fr entdo
fU f= Z f fe-

Com isso seja (y;, V;) outra cobertura de M tal que y;(V;) é limitada e seja
A; particao da unidade entdo:

Zi:/ﬁiw Xi:/zj_:kj&w—;;/kj&w_

Como queriamos demonstrar.

Finalmente se w é positiva podemos criar duas n-formas positivas da seguinte
maneira, se a é o coeficiente de w numa carta local entao declaramos que
max{a,0} é o coeficiente de w™ e max{—a,0} é o coeficiente de w~. Note
que mesmo que w seja diferencidvel, wt e w™ sdo apenas continuas. E além
disso w = wt —w™.

é
a

Defini¢ao 2.12. Numa variedade M orientada, dizemos que w é integrével se
wt e w™ sdo integréveis e dizemos que [y, w:= [, wT — [, w™.

Ezercicio 5. Seja w > 0 uma forma continua. Mostre que | W = 0 (podendo
divergir). E que se existe p tal que w, > 0 entdo fM w > 0.

Teorema 2.13. Uma variedade M ¢é orientdvel se, e sé se, existe w uma
n-forma diferencidvel estritamente positiva. Além disso, podemos escolher w
integrdvel.

Demonstra¢do. Vamos supor que uma n-forma w existe tal que w, # 0 para
todo p € M. Seja P o conjunto de cartas da forma x : U — R" tal que U é
conexa e se w = adz! A --- A dz™ nesta carta entdo a(p) > 0 para todo p € U.
E um exercicio simples para o leitor mostrar que P é um atlas. Vamos mostrar
que ele é coerente. Sejam x : U — R" ey : V — R™ duas cartas em P. Entao w
se escreve como a(p)dz! A -+ A dz™ na carta z e como b(y)dy' . ..dy" na carta
y. Sabemos que b(p) = a(p) det(gTy;-). E como a,b > 0 temos que det(g%,;) > 0,
logo P é coerente e portanto M é conexa.



Reciprocamente, se P = {z, : U, — R"}22; é um atlas coerente, tal que
24 (Uy) € 0 cubo unitério. Podemos supor que P é localmente finita. Seja {£,}
parti¢ao da unidade subordinada & P. Vamos definir w, = >, wia(p)dzl A
-+ Adzl(p) (note que esta soma é finita). Entdo em uma carta Zpetq : Ug —

812
oz
parénteses é positivo. Isto nos d4 uma n-forma que nunca se anula. Logo em
cada componente conexa o sinal de w nao muda, se w for positiva em uma
componente conexa nao fazemos nada, caso contrario trocamos o sinal de w na
componente conexa respectiva. Isto nos d4 uma n-forma positiva e além disso

fM w< Y, % e portanto w é integravel. O

R™ temos que wly, = (3, 22¢a det(Z25)day A -+ Adap,,. E o termo entre

Essencialmente uma n-forma permite definir a nogao de volume de conjun-
tos de uma variedade. Porém quando a variedade é Riemanniana, a métrica
permite falar de entidades geométricas, como o comprimento de vetores e o
angulo entre dois vetores, portanto permite falar de drea de paralelogramos e
mais geralmente de volumes de paralelepipedos em cada espago tangente. Ire-
mos ver agora que a uma métrica Riemanniana sempre podemos associar uma
n-forma dito o elemento de volume, cuja nocao de volume coincide com a nogao
de volume dada pela geometria da métrica Riemanniana.

Defini¢ao 2.14. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana orientada. Entdo vol
é uma n-forma dada por vol(v; ..., v,) = £+/det(g(vs,v;)) onde o sinal é + se
{v1,...,v,} é base positiva e — se tal base for negativa.

Ezxercicio 6. Mostre que det(g(v;,v;) sempre é positivo (quando {v1,...,v,} é
uma base) e que vol é multilinear.(Dica: Mostre que se {ey,...,e,} é uma base
ortonormal positiva entéo vol(vy,...,v,) = det(g(v;, €;)).)

Se x : U — R™ é uma carta positiva entao sabemos calcular o coeficiente de
uma n-forma em relacio a dz' A --- A dz™. Ele é dado por:

0 0
UOZ(@7...,w) = dCt(gzj(p) =: \/%

Logo temos que vol = \/gdxl A -+ Adz™ e portanto é tao diferenciavel quanto
a métrica for. Note também que o elemento de volume é uma forma positiva.

Diremos que o ntmero ¢ = | a vol é o volume da variedade Riemanni-
ana M. Se M é compacta, seu volume é sempre finito, porém o mesmo nao
necessariamente ocorre se M for nao-compacta. Porém iremos mostrar que
toda n-forma positiva é o elemento de volume de alguma métrica Riemanni-
ana, e como sabemos que quando M é orientada existe uma n-forma positiva
integravel entao para tal métrica o volume serd finito.

Teorema 2.15. Toda variedade orientada M possui uma métrica Riemanniana
de volume finito.

Demonstracdo. Seja w > 0 uma n-forma e gy uma métrica Riemanniana qual-
quer em M. Vamos denotar o elemento de volume de gy por wolp. Como
w e voly sao positivas, existe uma fungao positiva e diferenciavel \ tal que



w, = A(p)(voly),. Seja entdo g,(u,v) := A(p)* (go)p(u, v) uma nova métrica
Riemanniana. Entao w é o elemento de volume de g. O

3 A vizinhanca Tubular

Defini¢do 3.1. Se M™ C R™*" uma superficie de classe C* (k > 1) dizemos
que pa = {(1 — t)p + ta;t € [0,1]} é um segmento normal a M em p € M se
a—pé€ (T,M)*+. O comprimento deste segmento é ||p — a||. A bola normal de
raio € e centro p é entao o conjunto:

Bt(p,e) := {z € R™"";pZ é normal a M em p de comprimento menor que ¢}.

Definicdo 3.2. Um niimero £ > 0 é um raio admissivel para X C M se B+ (p, )N
Bt(q,e)=0sep#qepeqestioem X.

Teorema 3.3 (A vizinhanga tubular de uma superficie compacta). Seja M™ C
R™*" wma superficie de classe C* com k > 2. Entdo existe € um raio admissivel

para M tal que V. = |J Bt (p,e) é um aberto de R™*" (dita a vizinhanga
peEM

tubular de M ). Além disso, sabemos que para todo x € V. existe um tdnico p tal
que x € B (p, ), e temos que a aplicagio 7 : V. — M dada por n(x) = p é de
classe C*1,

Demonstracdo. Vamos trabalhar primeiro no caso local. Como localmente a
variedade é imagem inversa de um valor regular, existe parametrizagao ¢ :
Vo — V =wiz(p) C M e n campos normais linearmente independentes de classe
C*~1. Como o método de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt ¢ linear, podemos
supor estes campos ortonormais e iremos chamé-los de vy,...,v, : V — R*T™,

Seja entao ® : Vo x R" — R™™ definida assim, se © = (z1,...7%) € @ =

(ai,...ap) entdo ®(z,a) = o(x) + > a;vi(¢(x)). Note que ® é CF~1. Agora a
=1

matriz Jacobiana de ® em (z,0) tem como colunas os vetores %‘f (x) e vi(p(x))
comi=1,...mej=m+4+1,...m+n. Como as primeiras colunas formam uma
base de T, ()M e as tltimas colunas formam uma base de (T,(;)M)> temos
que D®(x,0) é um isomorfismo.

Pelo teorema da fungao inversa temos que existe uma vizinhanca Uy x B™(¢)
de (x9,0) e uma vizinhanga Vs (U) de pg = ¢(z0) onde U = p(Uy) tal que &
é um difeomorfismo entre estas duas vizinhancgas, note que este difeomorfismo
leva os conjuntos {y} x B™(g) na bola normal de M no ponto ¢(y). Como os
subsconjuntos {y} x B™(e) sao disjuntos e ® é injetiva temos que £ é um raio
admissivel para U.

Note também que se 7; é a projecdo na primeira coordenada de Uy x B™(¢)
entdo temos que mo® = pomy. Logo V.(U) de fato é um abertoe 7 : V.(U) — U
é de classe CF~1,

Por compacidade temos uma cobertura finita de M, Uy,...U, com raios
admissiveis €1, ...€,.. Seja € < g; para todo i = 1,...r tal que 2¢ é o nimero de
Lebesgue dessa cobertura. Dados p # ¢ em M se ambos estdao em algum U; entao



suas bolas normais de raio € nao se intersectam pois € < ¢;. Caso contrario,
Ilp — q|| > 2¢ e pela desigualdade triangular quaiquers dois segmentos normais
de raio menor que € nao podem se intersectar. Logo € é um raio admissivel para
M.

Além disso, Vo.(M) = |JV-(U;) é um aberto e como 7 : V.(M) — M é de
classe C*~1 pois o é localmente. O

Ezercicio 7. Dé um exemplo de uma superficie C' em R? compacta que nao
admite um raio admissivel.

Defini¢ao 3.4. A vizinhanga tubular de M compacta é um produto se existe um
difeomorfismo h : M x B™(e) — V.(M) tal que se m; é a proje¢io na primeira
coordenada de M x B™(g) entdo moh = 7 e para cada p € M, h é uma isometia
entre {p} x B"(g) e BX(p,e).

Ezemplo 3.5. A aplicagdo h: ST x (—1,1) x Vi (S1) dada por h(z,t) = (1 =t)z
1

mostra que a vizinhanca tubular de S* de raio 5 ¢ um produto.
Note que a prova do teorema diz que loclamente toda vizinhanga tubular é
um produto, mas globalmente isto nao é sempre verdade. Isto é o que diz o

seguinte:

Ezxercicio 8. Seja M™ C R™T™ uma superficie compacta de classe C*°. Sao
equivalentes:

1. M é imagem inversa de algum valor regular a para alguma aplicagao C'*®
f:UCRY™ — R",

2. Existem n campos de vetores normais C'*° linearmente independentes em
toda M.

3. Existem n campos de vetores de classe C'* tais que para todo p € M estes
campos geram um suplemento para T, M.

4. Toda vizinhanca tubular de M é equivalente a um produto.

E possivel mostrar a existéncia da vizinhanca tubular para superficies nao
compactas, porém um raio admissivel pode nao existir em toda a superficie.
De fato, o que pode ocorrer e que préximo ao “infinito” o raio admissivel pode
tender a zero, mesmo assim o fato dele ser positivo em cada ponto ja é suficiente
para garantir que a vizinhanca tubular existe e é um aberto de R™:

Teorema 3.6. Seja M™ C R™™ de classe CF com k > 2, existe uma funcio
e: M — (0,+0) continua tal que V.(M) := |J B*t(p,e(p)) é um aberto de
M

pe
R™" e M C V.(M) e se p # q entio B+(q,<(q)) N B*(p,e(p)) = 0.
Além disso, o mapa © que leva x € V(M) ao dnico p € M tal que x €
Bt(p,e(p)) € de classe CF1.
Finalmente, para cada p € M eziste uma vizinhanga U C M e um homeo-
morfismo h : 7=Y(U) — U x B™ tal que se 71 € a projecdo na primeira coorde-
nada de U x B™ entao m o h = .



Vamos dar uma idéia da prova deste teorema, os detalhes ficam para o leitor.
Primeiramente mostra-se que todo compacto K C M possui um raio admissivel
ex > 0. Para isto tome L C M uma vizinhanga compacta de K, pela prova
do teorema da vizinhancga tubular no caso compacto existe e; > 0 um raio
admissivel para L. Defina ex = 4 min{er,d(K, M — L)}, néao é dificil ver que
este é um raio admissivel para K.

Com isso defina por indugao uma sequéncia de compactos K; que exaurem
M? e ntimeros €1 > €3 > --- > 0 tais que para todop € K; e g € Kj e p # ¢
temos que Bt (p,e;) N B+ (g,e;) = 0.3

Seja entao V(M) = |J, V., (K;) e defina ¢ : M — (0,4+00) como &(p) =
d(p,R™*™ — V(M). Como 0 < g(p) < ¢; se pe K; — K;_1 entao V. C V(M),
logo todo = € V(M) pertence a um tnico segmento normal a M. A abertura
de V.(M), assim como a regularidade de 7 e a estrutura local de produto (por
homemorfismo), segue de argumentos semelhantes ao argumento local no caso
compacto.

Uma observacao é que pelos teoremas de regularizacao de fungoes continuas
é possivel escolher € com a mesma classe de diferenciabilidade de M, isto serd
usado no proximo exercicio.

Novamente a propriedade de ser um produto globalmente nao é geral, porém
no caso nao compacto a definicdo deve ser levemente modificada.

Definicdio 3.7. Seja M™ C R™*" de classe C* com k > 2. A vizinhanca tubular
V(M) é um produto se existe um homeomorfismo h : M x B"™ — V(M) tal
que se 7 € a projecao na primeira coordenada de M x B™ entao mwo h = 7.

A mesma demonstracao do exercicio anterior permite mostrar:
Ezercicio 9. Se M™ C R™*T™ ¢ de classe C™° entao sao equivalentes:

1. M = f~1(a) onde a é um valor regular de alguma aplicagdo C* f: U C
Rn-‘rm — Rn

2. Existem n campos de vetores normais de classe C°° linearmente indepen-
dentes em todo p € M.

3. Toda vizinhanca tubular de M é um produto.

Uma aplicagao do exercicio é que se a faixa de Moebius fosse orientavel entao
a vizinhanga tubular seria um produto, ou seja existiria h : M x(—1,1) — V.(M)
um homeomorfismo tal que h(M x{0}) = M. Mas V.(M)—M é conexo enquanto
M x (=1,1) — M x {0} ndo é. Isso seria uma contradicdo.

Outra aplicagdo muito interessante é a seguinte:

2Isto ¢ K; C Kip1 e M =, K;.
3Essencialmente ao fazer a inducéo use

i—1
gi41 < min{EKi,E'L‘,d(KiJrl —int(K;), U ng (K}
Jj=1



Definicao 3.8. Um grupo de Lie G e um grupo, que possui uma estrutura de
variedade diferencidvel tal que os mapas . : Gx G — G e ~! : G — G dados pela
multiplicagdo do grupo (a,b) — a.b e pela existéncia de um elemento inverso
a — a~! sdo mapas diferencidveis com mesma classe de diferenciabilidade de G.

Teorema 3.9. Todo grupo de Lie de matrizes, isto € wm grupo de Lie que €
subgrupo de GL(n), € imagem inversa de wm valor regular.

Demonstragdo. Seja entdo G™ C GL(n) C R™ um grupo de Lie de matrizes
com codimensao k = n? —m. Seja X € G distinto da identidade e seja Lx :
GL(n) — GL(n) a translagao a esquerda por X, isto é, Lx(Y) = XY, entdo Lx
é uma aplicacao sobrejetora de classe C'*° cuja inversa é Lx -1 que também é C'>°.
Logo Lx é um difeomorfismo e Lx(G) = G. Note que D(Lx)(I) : R" — R"’
é dado por Y — XY leva T7G — TxG. Portanto se Vi,...,V; é uma base de
algum sumplemento de T7G entao XVq, ..., XV} é uma base de um suplemento
de TxG. Pelo exercicio temos que G é imagem inversa de um valor regular. [

4 Homotopia

Nesta se¢do denotaremos por I o intervalo [0, 1].

Defini¢ao 4.1. Uma aplicagdo f : M — N é homotépica a g : M — N se
existe uma aplicacio H : M x I — N continua tal que H(z,0) = f(z) e
H(x,1) = g(z). Denotamos por f ~ g. Se f,g sdo de classe C¥ e H também

< - L c*k
for C* entdo dizemos que f e g sao C*-homotépicas e denotamos por f =~ g.

.~ cr - C A
Proposigao 4.2. ~ e >~ sao relagoes de equivaléncia.

Demonstracao. E claro que f ~ f através da homotopia constante H(z,t) =
f(z). Ese f ~ g e H e homotopia entdo tomando H(z,t) = H(z,1 — t) temos

Clc
homotopia de g a f, isto é g ~ f. Note que o mesmo argumento vale para =~.
Para obter a transitividade, se f ~ g e g ~ h sejam H; e Hs suas respectivas
homotopias. Defina entao H(x,t) por Hy(z,t) se 0 < ¢ < 1 e como G(z,2t — 1)
se 3 <t <1. Como Hy(x,1) = Hz(z,0) = g(x) entdo vemos que H ¢ continua
e define homotpoia entre f e h. Mas nao conseguimos provar que H seja suave.
Para isto precisamos de um argumento que iremos usar daqui pra frente, de

“freiar” a homotopia.

. cr c* . . .
Seja f ~ ge g ~ h e considere H, e Hy suas respectivas homotopias C* e

¢ :10,1] — [0,1] uma funcdo C* tal que p(t) é 0se 0 <t <Lt else2 <t<1.
Seja F(x,t) = Hi(x,¢(t)) e G(z,t) = Ha(z,¢(t)). Entdo F é constante igual a
g em [%, 1] e G também constante igual a g em [0, 1]. Logo H construida como

i

no caso anterior uando F' e G é uma homotopia C*. O

Defini¢ao 4.3. Se f,g sao difeomorfismos entre M e N dizemos que eles sao
Ck-isotépicas se para todo existe homotopia C¥ H : M x [0,1] — N tal que
para todo to temos H(.,tg) : M — N é um difeomorfismo.



Ezemplo 4.4. Se N C R™ é convexo entao quaisquers duas aplicacoes f,g : M —
N s&o homotépicas. Basta tomar a homotopia linear H(z,t) = (1 —t)f(z) +

tg(x).

Lema 4.5. Se f : M — S™ ndo € sobrejetiva entao f € homotdpica a uma
constante®.

Demonstragao. Seja p € S™ — f(M), entdo por projecio estereografica temos
S™ — {p} = R, logo podemos supor que f,g : M — R™ como a homotopia
linear de f a g nao passa pelo infinito, ela induz uma homotopia em S™ entre f
eg.

Outra maneira de provar isso é considerar ¢ = —p e notar que para todo
y € S™ — {p} o segmento gy nao passa por 0 € R**!. Dai, a fungao H(x,t) =
% é bem definida e continua. Logo é uma homotpia entre f e q. [

Um ponto fundamental na teoria é a observacdao que o problema de saber se
uma certa aplicacao é homotdpica a uma constante é equivalente ao problema
de construir extensoes continuas de aplicagoes do bordo de uma variedade a ela
toda.

Proposigao 4.6. f: S™ — N continua tem extensdio continua a f : BTt — N
se, e s0 se, [ € homotdpica a uma contante c.

Demonstragdo. Se existe f entdo a aplicacdo H(x,t) = f(tz) é homotopia entre
fec= £(0). Reciprocamente se H é homotopia entre f e ¢ entdo definindo
(f)x) = H(ﬁ, 1—||z||) para € B**1—{0} e f(0) = ¢ temos que f ¢é continua
e estende f. O

Obviamente o fato de uma fungao ser diferencidavel nos da mais ferramen-
tas analiticas para demonstrar certos teoremas, vamos ver que em relacao a
problemas de homotopia em geral podemos fazer esta hipdtese.

Teorema 4.7. Sejam M, N wvariedades compactas e C* entdao toda aplicag¢ao
f: M — N continua é homotdpica a uma aplica¢io g : M — N de classe C™.
Além disso, se duas aplicacoes f,qg de classe C*° sao homotdpicas entdo elas
sao C*° homotdpicas.

Como em variedades compactas a topologia fraca coincide com a topologia
forte os resultados sobre densidade em espacos de fungoes dizem que:

Lema 4.8. Sejam N™ C RF e f : M — N continua. Para todo ¢ > 0 existe
g: M — N de classe C* tal que || f(z) — g(x)| < € para todo x € M.

Usando a “convexidade local” da vizinhanga tubular podemos provar o seguinte:

Lema 4.9. Seja N" — R™ compacta. Eziste um & tal que para qualquer var-
iedade M e f,g: M — N aplicagoes C™ tal que ||f(z) — g(z)|| < € temos que

C
f =g

40 que queremos dizer é que é homotépica a uma aplicacdo constante.
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Demonstragao. Seja Vs(N) a vizinhanga tubular de N. Considere U o conjunto
de todas as bolas contidas em V3(N). Extraia uma subcobertura finita e defina
¢ o numero de Lebesgue da cobertura. Entao se || f(x) — g(x)|| < € temos que o
segmento f(z)g(x) estd inteiramente contido em V5(N). Seja H: M x [ — N
dado por H(z,t) = w((1 —t)f(z) + tg(z)), onde 7 é a projecdo da vizinhanga
tubular, temos que H é tao diferencidvel quanto f e g e claramente H(x,0) =
f(z) e H(z,1) = g(x). O

Demonstragao. (Prova do teorema) Pelo teorema de Whitney, podemos mergul-
har N em R?"*!. Logo podemos supor que é uma subvariedade de um espaco
euclidiano.

Ora seja € dado pelo lema anterior, e f continua. Por densidade existe g
C* tal que ||f(z) — g(x)|| < e para todo z € M. Logo pelo lema anterior f é
homotopica a g.

Se f, g sao homotdpicas, seja H a homotopia entre eles e € dado pelo lema
anterior. Ora por densidade existe H uma aplicacio C™ tal que ||H(z,t) —
H(z,t)|| < e para todo (z,t) € M x I. Logo fo(z) = H(x,0) e go = H(z,1) sdo
C'* homotépicas. Mas como ||f — foll < e e |lg — go| < & temos que f < foe

oo oo

c
g =~ go. Por transitividade f ~ g¢. O

Como aplicagao temos o seguinte lema que diz que o quando as variedades
tem mesma dimensao, o numero de pré-imagens por uma certa f de um valor
regular (que é finito) tem a mesma paridade para qualquer outra aplicagio
homotopica a f.

Lema 4.10. Sejam M compacta sem bordo, N wvariedades C*° de mesma di-
mensao e f,g: M — N de classe C*>° que sao homotopicas. Sey € N € valor

reqular para f e g° entdo #f 1 = #g7(y)(mod2).

Demonstracdo. Pelo teorema anterior, sabemos que f, g sao C'°° homotodpicas.
Seja H tal homotopia. Como o conjunto de valores regulares é denso e as fungoes
#f71() e #g71(.) sdo localmente constantes, podemos supor que y é valor
regular de H também. Logo H ~!(y) é subvariedade pura compacta de dimensio
1 cujo bordo é H=1(y) N (M x {0} UM x {1}) = (f~*(y) x {0} Ug~(y) x 1.
Dal #H '(y) = #f *(y) + #9 ' (y). Mas como H*(y) tem dimensao 1
temos que #H ~1(y) é par e portanto a paridade de #f~1(y) e #g71(y) é a
mesma. O

Gostariamos de provar que tal paridade independe também do valor regu-
lar. Para isto precisamos mandar um ponto em outro de maneira isotépica a
identidade. Na esfera isso é facil, sejam y, z € S™, considere o equador de S™
que contém y e z e faga rotagoes r; de angulo ¢t em torno desse equador. Para
algum tem temos que r4(y) = 2z, como ro = id temos a isotopia desejada. No
caso geral temos o seguinte lema:

5Sempre existe tal y pelo teorema de Sard.
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Lema 4.11. Seja N conezxa e y,z pontos no interior de N. FExiste um difeo-
morfismo h: N — N tal que h(y) =z e h 2 id.

Demonstragao. Seja ¢ : R™ — R fungio C* tal que ¢ > 0 em B(1) e p =0 em
B(1)¢. Para um ¢ € S"! considere o sistema de EDO’s:

dJCZ‘

Ezcitp(xl,...,a:n) parai=1...n.

Entao pelo teorema de existéncia e unicidade, temos que existe solugao tnica
x = x(t) tal que x(0) = xo para todo xy. Além do mais como o campo é limitado
temos que a solugao é global.

Como para cada t o fluxo F; gerado por esta EDO é um difeomorfismo,
temos que todos os F}’s sdo isotopicos a identidade. E como o campo se anula
em B(1)¢ temos que Fy(z) = x se € B(1)¢. E um exercicio mostrar que para
todo p € B(1) existe ¢ e ty tal que Fy,(0) = p.

Vejamos o problema em N. Vamos dizer que = ~ y se existe h 2 id em
N tal que h(xz) = y. Entdo ~ é relagdo de equivaléncia, é facil mostrar que é
reflexiva e simétrica. Para mostrar a transitividade, sejam x ~ y ey~ze hy

e f; as isotopias. Note que f?t definida por hy; para 0 < t < % e hoi_1 0 hy se
% <t <1 éisotopia entre x e z.
Agora, fixado = temos que A = {y;x ~ y} é aberto. Pois se z ~ y e ¢ é uma

carta local em y tal que p(y) = 0 sejap € o 1 (B(1)) e h % id em R” que leva
0 em (p). Definindo h como p~Lohop em p~1(B(1)) e id em N —p~1(B(1))

temos que ﬁ 2 id. Logo y ~ p e portanto p ~ x.
Da mesma forma, temos que A° é aberto. Por conexidade A = N.

(continua)
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