A PROVA DE PUJALS E SAMBARINO DA CONJECTURA DE PALIS
EM SUPERFICIES II: O TEOREMA DE MANE

CARLOS MATHEUS

ABSTRACT. Esta é a segunda nota numa série de trés textos visando entender as idéias
da prova de Pujals e Sambarino [PS] da conjectura de Palis para C* difeomorfismos de
superficies. Como ja tinhamos antecipado ao leitor que o esquema da prova deste resultado
é longo e cheio de muitas idéias, resolvemos dividir este conjunto de notas assim:

e na primeira nota (ja) estudamos os argumentos de Denjoy e Schwartz (envolvendo a
combinagao das propriedades de distor¢ao limitada e somabilidade dos comprimentos
de intervalos errantes) para mostrar que C? difeomorfismos f do circulo S* verificam
Q(f) = sY

e nesta segunda nota estudaremos a prova de um teorema de Mané sobre a hiperbolici-
dade de endomorfismos do intervalo e do circulo; em particular, veremos que todo C?
endomorfismo genérico f cujos pontos criticos estejam nas bacias de pocos satisfazem
o Axioma A (mais precisamente, f admite um nimero finito de pogos tal que o max-
imal invariante do complementar das bacias destes pogos é um conjunto hiperbdlico
uniformemente expansor);

e finalmente, na terceira nota seguiremos as idéias de Pujals e Sambarino para estender
estes dois argumentos para o contexto bidimensional e aplicd-los na prova da conjectura
de Palis em dimenséao 2.

1. INTRODUCAO

De acordo com o resumo acima, nosso objetivo de médio prazo sera expor as idéias de E.
Pujals e M. Sambarino sobre a prova da C! conjectura de Palis em superficies (segundo a
qual todo difeomorfismo de uma superficie pode ser C! aproximado por um difeomorfismo
Axioma A ou por um difeomorfismo exibindo uma tangéncia homoclinica. Porém, a demon-
stracao deste resultado é bastante intricada de modo que para tornar a apresentacao mais
clara dividimos a exposicao em trés partes, sendo que nas duas primeiras discutiremos fatos
“unidimensionais” cujos mecanismos de funcionamento formam os pilares de sustentacao dos
argumentos de Pujals e Sambarino. Por outro lado, como estes fatos unidimensionais podem
ser discutidos sem meng¢do a conjectura de Palis, deixaremos as descricdes das motivagoes
histéricas, importancia e a prova desta conjectura para a terceira nota. Em outras palavras, o
leitor familiar com os argumentos de Denjoy e o teorema de Mané pode pular sem dificuldades
para a leitura da terceira nota.

Sem mais demoras, iremos “esquecer” nossa motivacao original acerca da conjectura de
Palis e pensar que estamos estudando a dindmica unidimensional de transformagoes suaves
(do intervalo e/ou circulo).

Date: 12 de dezembro de 2007.
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O escopo do teorema de Mafé é fornecer um critério para a hiperbolicidade! de trans-
formagoes unidimensionais f : N — N (do intervalo N = [0,1] e do circulo N = S'). A
filosofia béasica por tras deste resultado é a seguinte: denotando por ¥(f) o complementar da
bacias dos pocos de f (ou seja, as dérbitas periddicas atratoras), entdo X(f) é um conjunto
hiperbdlico (i.e., um compacto invariante uniformemente expansor por f) se e somente se todos
os pontos periddicos de f dentro de 3(f) s@o hiperbdlicos e X(f) ndo contém nenhum ponto
critico® de f. Para o leitor que ja teve contato com dinamica complexa (unidimensional),
observamos que o teorema de Mané é inspirado no teorema de Fatou sobre a hiperbolicidade
de endomorfismos da esfera de Riemann C (segundo o qual o conjunto de Julia J(f) de um
endomorfismos holomorfos de C é hiperbélico quando J(f) nido possui pontos criticos).

Apesar do trabalho original do Mané [M] conter muitas aplicagoes de seu critério de hiper-
bolicidade, as limitagoes de espago/tempo forgam-nos uma restricdo dos tépicos a serem
discutidos, de modo que iremos nos concentrar somente no teorema de caracterizagao de
hiperbolicidade abaixo.

Theorem 1.1 (Theorem A de [M]). Seja A C N é um compacto invariante de um C*
endomorfismo f : N — N unidimensional (i.e., N = [0,1] ou N = S*). Suponha que A ndo
possui pontos criticos de f e toda drbita periddica de f dentro de A € hiperbdlica repulsora
(ou seja, A nao possui pogos e drbitas periddicas nao-hiperbdlicas). Entdo, uma das sequintes
possibilidades ocorre:

e A ¢ um conjunto hiperbdlico ou

o A =S ¢ f ¢ topologicamente conjugado & uma rotacdo irracional.

Fechando a introducao, daremos ao leitor a organizacao deste texto:

e na préoxima secao, revisaremos alguns enunciados de fatos provados na primeira
nota [MS] sobre o teorema de Denjoy-Schwartz;

e em seguida, provaremos o teorema 1.1 no caso do intervalo N = [0, 1] seguindo a
exposicao de [KH]; a vantagem do teorema 1.1 apenas no caso do intervalo é que o
caso adicional de rotagoes irracionais nunca ocorrem neste contexto, de modo que isto
permitird tomar alguns “atalhos”® no argumento original de Mané; porém adverti-
mos ao leitor que esta prova foi incluida somente por sua brevidade em relagao aos
argumentos em [M] e suas aplicagoes em dinamica unidimensional, apesar dela ndo
ser 1til para generalizagoes (p.ex., este argumento nao pode ser ampliado para dar os
resultados de Pujals-Sambarino); em particular, advertimos aos interessados apenas
em se preparar para a terceira nota (i.e., no teorema de Pujals-Sambarino) que numa
primeira leitura pulem completamente esta secao;

e finalmente, na tultima secdo, estudaremos o teorema 1.1 no caso geral N = [0, 1]
ou N = S! seguindo a abordagem de Maiié¢ [M]; apesar desta prova ser um pouco

INo sentido do Axioma A de Smale.

2Note que, ao contrario da primeira nota, aqui ndo iremos supor que f é um difeomorfismo, de maneira
que pontos criticos sao permitidos

3De fato, este argumento mais simples foi idealizado por Van Strien. Um fato interessante desta prova de
Van Strien é sua aplicagdo na demonstragdo de certos resultados em dininica unidimensional (tais como a
quase hiperbolicidade dos parametros de Misiurewicz na familia quadratica).
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mais longa que a anterior, iremos faze-la porque alguns elementos do argumento de
Mané (como a construcao de intervalos adaptados e a nogao de retornos de intervalos
adaptados) irdo reaparecer no argumento de Pujals-Sambarino (sob notagao mais
complicada logicamente)!

2. ALGUNS FATOS DA PROVA DE SCHWARTZ DO TEOREMA DE DENJOY

Esta segao coleciona alguns fatos j& vistos na primeira nota [MS] acerca do teorema de
Denjoy-Schwartz.

Lemma 2.1 (Lemma 1.1 de [MS]). Se I é um intervalo sem pontos criticos de f' para todo

i<mnelL <oo éa constante de Lipschitz de log|f'| em U fi(I) entdo
=0
<L2|f’ - f'(v)

[(f™) ()]

1Og\(f ) ()]

para quaisquer x,y € I.

De fato o lemma 1.1 de [MS] ndo estd enunciado exatamente como acima, entretanto o
resultado acima segue da prova deste lemma, especialmente da equacao (1.2) de [MS], como
o leitor pode verificar.*

Lemma 2.2 (Lemma 1.3 de [MS]). Nas condigées do lema 2.1, se I é um intervalo errante,
entao w(I) contém um ponto critico.

3. PROVA DO TEOREMA 1.1 NO CASO DO INTERVALO N = [0, 1]

Seguiremos a exposi¢ao de [KH] para a demonstracao do teorema de Mané no caso mais
simples do intervalo N = [0,1]. O primeiro passo consiste em observar que o teorema 1.1 é
uma consequéncia do seguinte enunciado:

Theorem 3.1. Dados f um C? endomorfismo de [0,1] e U uma vizinhang¢a dos pontos
criticos C(f) de f, temos que

e todas as drbitas periddicas de f dentro de [0,1] — U com periédo muito grande sdo
hiperbdlicas repulsoras®;

e se X(f) denota o complementar das bacias dos pogos de f e todos os pontos periddicos
de f em [0,1] — U sao hiperbdlicos, entao existem C > 0 e 0 < A < 1 constantes
tais que todo segmento de orbita {x, f(x),..., f"(x)} C [0,1] — (U U X(f)) verifica
[(f") (@) = CA™.

Remark 3.1. Apesar de termos enfatizado que tecnicamente falando iriamos estudar apenas
um dos resultados do artigo [M] (a saber o teorema 1.1), note que o primeiro item acima cor-
responde ao theorem C deste artigo. O leitor entendido deve ter reconhecido no primeiro item
do teorema acima um resultado mostrando que o fendomeno de Newhouse, i.e., coexisténcia

4podem acreditar em mim, afinal eu j& contei nestas notas alguma mentira que nao fosse verdade? :)
SEm particular, f ndo pode ter uma infinidade de pogos fora de U, i.e., o fenémeno de Newhouse nao ocorre
para f no complementar de U.
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de infinitas fontes (e/ou po¢os) ndo ocorre na regido de pontos com dinamica afastada de
pontos criticos.

Conforme comentamos acima, assumindo o enunciado deste teorema, podemos concluir
diretamente o teorema 1.1 de Mané no caso N = [0,1]: com efeito, dado A C [0,1] um
compacto invariante sem pontos criticos de f, podemos tomar W uma vizinhanga de C(f)
tal que W N A = (. Em seguida, observamos que o primeiro item do teorema 3.1 acima
diz que existe N € N um inteiro grande limitando o periodo de todas as érbitas atratoras
e nao hiperbdlicas dentro de [0,1] — W. Isto implica que o conjunto de 6rbitas periédicas
atratoras e nao hiperbdlicas é compacto. Como no teorema 1.1 de Mané supomos que A possui
somente érbitas periddicas hiperbdlicas repulsoras, segue que existe V' O A uma vizinhanga
de A a qual nao possui Orbitas periddicas atratoras e nao-hiperbdlicas. Portanto, A tem uma
vizinhanca Z O A cujo fecho Z ndo contém pontos criticos, érbitas periédicas atratoras ou
nao-hiperbdlicas. Em particular, isto significa que o segundo item do teorema 3.1 pode ser
apicado com (U = [0, 1] — Z) para obtermos que A é um conjunto hiperbélico expansor, como
queriamos.

Isto reduz nossa tarefa a discussao da prova do teorema 3.1. Comecaremos com um resul-
tado combinatoério simples:

Lemma 3.1. Seja p um ponto periddico de periodo n e I um intervalo tal que I N O(p) =0
(onde O(p) € a drbita de p). Entio, a multiplicidade de interse¢ao® de {I, f(I),..., f*"YI)}
é 3 (ao mdzimo).

Proof. Considere J D f™(I) o intervalo mazimal tal que J N O(p) = (). Da maximalidade de
J segue que a fronteira 0J de J deve intersectar a 6rbita de p. Porém, como 9J possui apenas
dois pontos, obtemos que o conjunto A = {0 < i < n—1: fi(p) € J} tem cardinalidade
#A < 3. Por outro lado, note que a maximalidade de .J implica que se fi{(I)N.J # 0
entdo i € A. Usando estes dois fatos, podemos mostrar que a multiplicidade de intersecao
de {I, f(I),...,f" Y1)} é < 3 assim: sejam 0 < i1, i9,43,i4 < n — 1 quatro indices tais que
fir(I)n fi2(I)n fia(I) N fia(I) # 0. Aplicando f"~% e f7~%, segue que

0 fri DR AN f(T) C et it (o roictis (g
Em particular, isto implica que os trés indices n — ¢4 + 41,1 — 94 + 12,1 — 14 + ¢3 pertencem a
A. Como #A <3 en € A, temos duas possibilidades
e dois indices coincidem: neste caso, ocorre a igualdade n — ig 4 i = n — i4 + 4, onde
k.l € {1,2,3}; ou seja ix = i;
e 0s trés indices sdo distintos entre si: neste caso, como n € A, segue que n—ig+ip =n
para algum k € {1,2,3}; ou seja, ig = ix;
De todo modo, obtemos que em todas as situagoes, dois dos quatro indices i1, i2, %3, 74 devem
coincidir, o que prova o lema. O
Em seguida, veremos um lema simples sobre a dinamica de intervalos por homeomorfismos:
6A multiplicidade de intersecao de uma colecao {U;}icz de conjuntos é o menor inteiro m tal que toda
subcolegao {Ui,, ..., Ui, ., } de {Ui}tiez com m + 1 elementos satisfaz Us, N---N Ui, ., = 0.
TObservamos que a dicotomia fornecida pelo enunciado deste lema simples serd importante quando discu-
tirmos o trabalho de Pujals-Sambarino porque, usando basicamente o mesmo argumento deste lema, iremos
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Lemma 3.2. Seja I um intervalo tal que f71 : I — f™(I) é homeomorfismo para todo n € N.
Entao, uma das possibilidades abaixo ocorre:

e I ¢ um intervalo errante ou ‘
o existem i,k € N e J um intervalo tais que f{(I) C J, f*(J) C J e f;“J € uma aplicagdo
mondtona.

Proof. Suponha que I é nao-errante. Entdo, existem 4,k € N tais que f1(I) N fi+(1) # 0.
Defina J = |J f"*(I). Note que J é um intervalo (porque f*(I) N f+*(I) # 0 implica

n=0

firnk (1) iR £ Q) com J D fi(I) e f5(J) C J, como querfamos demonstrar. [

Neste ponto, estamos aptos para provar a primeira parte do teorema 3.1. De fato, o
primeiro item deste teorema é uma consequéncia direta do seguinte lema:

Lemma 3.3. Seja U uma vizinhanga de C(f). Entao, existe uma sequéncia M, — oo tal que
todo ponto periddico de periodo n cuja drbita O(p) nao intersecta U satisfaz |(f™) (p)| > M.

Proof. Como este lema sé trata de pontos periddicos fora de U, podemos mudar f dentro de
U para uma aplicacao g e provar o lema com g no lugar de f. Para facilitar o argumento,
escolheremos g com as seguintes propriedades®:
eg=fem|0,1 U,
e g é uma C? aplicacio de um intervalo K contendo uma vizinhanca de [0, 1] tal que
0K é uma 6rbita periddica atratora de g com bacia de atracao imediata em K — [0, 1],
e para todo ponto critico ¢ de f, existem W, C V. C U intervalos abertos contendo ¢
tais que g(J) U g?(J) contém um ponto hiperbdlico repulsor onde J é qualquer uma
das duas componentes conexas de V, — W..

De acordo com nosso comentdrio anterior, basta provar o lema com g no lugar de f e V =

U V¢ no lugar de U. A vantagem de g sobre f consiste no seguinte fato decorrente do
ceC(f)
terceiro item acima: existe 0 > 0 tal que, se denotarmos por W = |J W, toda componente
ceC(f)

conexa J de V — W verifica £(f!(J)) > § para todo i € N. Esta propriedade de “expansao”
de g sera util mais tarde nesta prova.

Agora nos fazemos a seguinte construgao: para cada ponto periédico p € K —V de periédo
n, tomamos I intervalo maximal contendo p tal que ¢g'(I) N W = () para todo i < n e
g"(I)NO(p) = {p}. Com esta notacao, afirmamos que £(I) — 0 no seguinte sentido: para
todo e > 0, existe N € N tal que n > N implica ¢(I) < e. Com efeito, caso contrério, teriamos
uma constante € > 0 e p, uma sequéncia de pontos periddicos com periodos m, — oo tais
que os intervalos I, correspondentes possuiriam comprimentos “grandes”: ¢(I,) > e. Isto
implica que I,, nao pode convergir a um ponto, de modo que, passando a uma subsequéncia se
necessario, podemos assumir que I,, converge para um intervalo I. Porém, como ¢*(I,)NW =

obter que no contexto de difeomorfismos as variedades centro-instaveis locais serdo intervalos errantes ou elas
acumularam em circulos invariantes.
8Note isténcia d iedades acima ndo é diffcil i pod b
que a existéncia de g com as propriedades acima nao é dificil porque aqui podemos perturbar f sem
precisar manter a prozimidade na topologia C2. Os detalhes ficam como exercicio para o leitor.
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() para todo k < m, (por construcio), segue que g*(I) N W = () para todo n € N. Em
particular, I nao pode acumular em pontos criticos. Logo, I é um intervalo ndo-errante pelo
lema 2.2. Aplicando o lema 3.2, obtemos que existem i,k € N e um intervalo J D [ tais
que ¢g*(I) C J, g¥(J) € J e g* é monétona em .J. Note que estas propriedades dizem que .J
possui um ponto periédico de periodo 2k tal que todo ponto de J é atraido por esta orbita
periédica. Isto ¢ um absurdo porque p, € ¢g'(I,) C J para todo n grande (e pontos periédicos
nao podem ser atraidos por outras érbitas periddicas, exceto quando estas érbitas coincidem).
Portanto, isto prova a afirmagao ¢(I) — 0.

Fechando a prova do lema, fazemos o seguinte argumento: suponha que nao existissem
M,, como na conclusao do lema; isto significa que existem M > 0 uma constante e p, uma
sequéncia de pontos periddicos de perfodos m, — oo tais que |(¢"") (pn)| < M para todo
n € N. Para cada n € N, tomamos ¢, um ponto critico tal que nenhum ponto de O(p,,) esta
entre p, € ¢y, e I, a componente conexa de I,, — {p,} cuja imagem por ¢g"'" estd entre p,, e
¢n (onde I, é o intervalo construido acima). Como I,, é escolhido maximal, existe i < m,, e
J, uma componente conexa de V — W tais que J,, C ¢*(I;,). Pela propriedade de “expansio”
de g, segue que ¢(g""(I.,)) > 0. Combinando isto com o fato ¢(I,) — 0 quando n — oo,
obtemos que ¢(¢g"(I.,))/¢(I,) — oo quando n — oo. Por outro lado, o lema 3.1 diz que

S U(g'(I,)) < 3¢(K). Juntando estes dois fatos com o lema 2.2 (e o teorema do valor

i<mp

intermediario®), terfamos que

-L g(gmn (Icn))
t(le,)

quando n — oo. Esta contradigao finaliza a prova do lema. O

M= |(g"™) (pn)l > € — 00

Uma vez que o primeiro item do teorema 3.1 j& foi provado (pelo lema acima), iremos nos
concentrar no segundo item deste teorema. Observe que, como neste segundo item assumimos
que todos os pontos periddicos em [0, 1] — U sao hiperbdlicos (onde U é uma vizinhanca de
C(f)), podemos usar o primeiro item do teorema 3.1 para tomar V C V C U uma vizinhanga
de C(f) tal que todos os pontos periédicos em [0,1] — V ainda sdo todos hiperbélicos'®.

Visando simplificar a exposi¢ao, adotaremos a seguinte notagao: dado X C [0, 1], definimos
Ap(X):={2z€[0,1]: fi(z) ¢ XUX(f)V0<j<n},

onde 3(f) é a uniao das bacias de atracao dos pogos de f (uma notacao ja utilizada acima).
Nosso objetivo de longo prazo sera provar que os comprimentos dos iterados até tempo n
de um intervalo dentro de A, (V) sdo uniformemente soméaveis (i.e., a soma é limitada por
uma constante C' > 0 independente de n). Para obter isto, comegaremos provando alguma
hiperbolicidade em intervalos errantes dentro de A, (V). Mais precisamente, temos o seguinte
lema:

9Segundo o qual existe z,, € I, com [(g™) (zn)| = €(g" (1c,)) /01, );
107 prova deste fato fica como exercicio para o leitor. Uma sugestdo é argumentar por contradi¢do e usar
o primeiro item do teorema 3.1.
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Lemma 3.4. Existem § > 0 e 0 < XA < 1 constantes tais que, se I C J C Ap—1(V) sdo
intervalos com £(J) < &, J, f(J),..., f*"1(J) sdo mutualmente disjuntos e J C f*(J), entdo

() > M(T).

Proof. Como J C f™(J), segue que J contém um ponto periddico p de periodo n. Aplicando
o lema 3.3 acima ao ponto p, vemos que |(f")'(p)| > M,,. Por outro lado, como J C A,,_1(V)
e J, ..., f"1(J) sdo mutualmente disjuntos, o lema 2.1 fornece uma constante C' > 0 tal que
[(f™)(x)] > C - M, para todo x € J. Em particular, segue que £(f™(I)) > C - M, - £(I)
para qualquer I C J. Logo, existe N € N inteiro grande tal que, nas condigoes acima,
0(f™(I)) > 2¢(I) para todo n > N. Por outro lado, temos apenas uma quantidade finita
de 6rbitas periédicas com periodo n < N em A,_1(V), as quais assumimos serem todas
hiperbdlicas repulsoras. Portanto, existem § > 0 e A > 1 tais que, para toda érbita periddica
x com perfodo n < N e todo |y — z| < §, vale |(f™)'(y)] > A. Ou seja, se J C Ap—1(V) com
n< N, lJ)<beld f(J),...,f"1(J) disjuntos entre si, entdao |(f")'(x)| > A para todo
x € J. Isto prova o lema em qualquer dos casos (n < N oun > N). O

Em seguida, provaremos que as componentes conexas de A, (V') ficam pequenas:

Lemma 3.5. Seja d,, o comprimento da maior componente conexa de A, (V). Entao d,, — 0
quando n — 00, i.e., para todo € > 0, existe n. € N tal que d,, < € para qualquer n > n..

Proof. Argumentaremos por contradicao: se d, nao converge a zero quando n cresce, existe
€ > 0 e uma sequéncia I, de componentes conexas de A, (V) tais que £(I,,) > € para todo n.
Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que I, converge a um intervalo

I. Como I, C Ay(V) para todo n, segue que I C (] An(V). Por definicao de A,(V),
neN
obtemos que I é um intervalo tal que w(I) ndo possui pontos criticos. Pelo lema 2.2, I nao

pode ser errante. Combinando este fato com o lema 3.2, vemos que existem i,k € N e J
intervalo tais que f'(I) C J, f*(J) € J e f¥ é monétono em J. Em particular, f*(I) deve
acumular em érbita periddica atratora. Como os intervalos I,, convergem para I, isto forgaria
fi(I,) N X(f) # 0 para todo n grande, uma contradicio com a definicao de A, (V) e o fato
de I, C Ap (V). O

Agora nés introduziremos uma definicdo importante para nossas discussoes subsequentes:

Definition 3.1. Um intervalo I € dito n-Markov se f'(I) N f/(I) # 0 com i < j < n implica
fHI) < ().

Com esta definicdo em maos, observamos que as componentes conexas de A, (V) s@o n-
Markov quando n é grande. Especificamente, fixamos 6 > 0 como no lema 3.4, ¢ < § uma
cota inferior para os comprimentos das componentes conexas de U — V' e n. o inteiro dado
pelo lema 3.5.

Lemma 3.6. Se I € uma componente conexa de Apy(V), INA,(U) # 0D en > n., entio I é
um intervalo (n — n.)-Markov.

Proof. Suponha por absurdo que existissem I nas condigoes acima e ¢ < j < n — n. inteiros
tais que f*(I) N f/(I) # 0 mas f*(I) ndo estd contido em f7(I). Isto significa que um dos
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extremos a de [ satisfaria f7(a) € int(f/(I)). Afirmamos que f!(a) estd longe de pocos
para todo t < j (i.e., fi(a) ¢ OX(f)). Com efeito, se f'(a) € IX(f) para algum t < j,
valeria f7=%(f(a)) € OX(f) Nint(f7(I)), uma contradicio. Além disso, f'(a) ¢ OV porque
caso contrdrio f!(I) conteria uma componente de U — V, de maneira que ¢(f'(I)) > e.
Dai seguiria que f!(I) nao estaria contido em A,_;(V) pelo lema 3.5, uma contradicao com
I ¢ A (V). Combinando estes dois fatos, vemos que existe uma vizinhanca W de a tal que
(W) © Fi(I) (pois f(a) € mt(fi(I)) e fH(W) N (V US(F)) = 0 para todo t < j (pois
ft(a) ¢ OV U O%(f)). Em particular, terfamos W C A, (V). Como I é uma componente
conexa de A, (V), isto implicaria W C I, um absurdo porque W é uma vizinhan¢a do ponto
extremal a de 1. O

Dando continuidade ao argumento, precisaremos de mais uma definigao:

Definition 3.2. Um intervalo n-Markov I € dito (X, n)-hiperbdlico se f*(I), f/(I) C E(I) e
i <j<k<nimplica 0(f1(I)) > X-L(f(I)).

Em seguida, iremos melhorar o lema 3.6 para incluir a hiperbolicidade:
Lemma 3.7. Nas condi¢oes do lema 3.6, I é (A, (n — ng))-hiperbdlico.

Proof. Como a propriedade de n-Markov ja foi provada no lema anterior, vamos nos reter na
“hiperbolicidade”. Dados i < j < k < n — n., desejamos mostrar que £(f7(I)) > X - £(f(1)).

Para isto, comecaremos com o caso particular de j ser minimal com as propriedades
de fi(I) ¢ f*(I) e i < j < k. Nesta situagio, definimos J := fFI+(I) c fI=9(1I) e
afirmamos que J C fi=4(J) := f¥(I) e os intervalos J, f(.J),..., f/~"~1(J) sdo mutualmente
disjuntos. Visando provar a afirmagao, relembremos que f" é um difeomorfismo sobre I.
Logo, fI7(fYI)) = fi(I) C f¥(I) e J C Aj—i(V) é intervalo maximal tal que fi=%(J) C
fE(I). Logo, fi(I) C J. Por outro lado, nossas hipéteses dizem que fi(I) C f¥(I) = f7=(J).
Em particular, vemos que J N f7=4(J) D fi(I) # (). Como I é n-Markov, J é (j — i)-Markov,
de maneira que J N f7=4(J) # () implica J C f7=%(J) = f*(I). Para completar a afirmacio,
basta ver que J, f(J),..., fI771(J) sdo 2-a-2 disjuntos. Suponha que f*(J) N f™(J) # 0
paran < m < j—i. Entdo fi{(J)N f77%(J) # 0 onde t = n+ (j —i —m). Porém, a
propriedade de (j — i)-Markov para .J implicaria que f+(I) c fi(J) c fi=(J) = f*().
Comoi <i+t=j—m-+n < j, terfamos uma contradicdo com a escolha de j como o
menor {ndice > i tal que f/(I) C f*(I). Isto prova a afirmacdo. Em seguida, notamos que a
afirmacio permite aplicar o lema 3.2 ao intervalo J para concluir que £(f7(I)) > X - £(f*(I))
(j& que fi(I) C J). Com isso a hiperbolicidade fica estabelecida no caso j minimal para as
propriedades fI(I) C f¥(I) e j > i.

Finalmente, o caso geral ¢+ < j < k segue do caso particular acima do seguinte modo: por
recorréncia, podemos fixar ¢ := jg < j1 < -+ < jm = J < k tais que j;11 é minimal para as
propriedades f7+1(I) C f*(I) e ji41 > ji. Usando o caso particular ji visto, sabemos que
((f7+1 (1)) > A-£(f7(I)). Concatenando estas estimativas, vemos que £(f7(I)) = £(f/m(I)) >
N Q(fIo()) = A™(f4(T)) > X - £(fH(I)), o que prova o lema. O

Relembre que nosso objetivo é conseguir somabilidade uniforme dos iterados de intervalos
longe de pontos criticos e pocos. Neste sentido, veremos que esta somabilidade é “gratis”
quando temos hiperbolicidade. Mais precisamente, vale o seguinte lema:
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Lemma 3.8. Se I € um intervalo (A, n)-hiperbdlico (com X\ > 1) entdo

n
; A
J < —.
7=0
Proof. Usando a propriedade de Markov, podemos selecionar {z"l, ceyim} € H{0,...,n} tais
que para todo a < n, existe 4, com f*(I) C f*(I) e f*(I),..., f'(I) sdo disjuntos entre si.
Em seguida, para cada 4; fixado, consideramos A(i;) = {0 < a < n: f*(I) C f*(I)}. Por

defini¢ao, temos que |J A(4;) = {0,...,n}. Além disso, a (A, n)-hiperbolicidade de I permite
1=1

dizer que'!
#A(ir) A\ ‘
a p Zz U
> ) < Z AP U(fHD) < =)
a€cA(ij)
para todo [ = 1,...,m. Juntando estas estimativas e usando a disjuncao dos f%(I), vemos
que
n ] m " m ; )\
DAUFI) =2 > Ur) < Z (F"D) < =1
j:0 =1 aEA(il) =1
Isto completa o argumento. O

Finalmente, iremos combinar os elementos acima para concluir a desejada somabilidade no
caso geral:

Lemma 3.9. Ezxiste uma constante C > 0 tal que todo intervalo I C A, (V') verifica

Y UF) <
1=0

Proof. Temos duas possibilidades: n < n. ou n > n.. Quando n < n, fazemos a estimativa
grosseira

D UfI) < ne
i=0

j& que todo subintervalo de [0, 1] tem comprimento < 1. J4 no caso n > ng, usamos os
lemas 3.7 e 3.8 para obter a estimativa

n A n—mne A
S =Sy Y ) € 2 e
1=0 =0 1=Nn—"n¢
Com isto, vemos que, em qualquer dos casos, o lema estd provado. O

Hcom efeito, ordenando A(i;) = {a1 < -+ < aq := i;}, vemos que a hiperbolicidade implica £(f%+1(I) >
M(f*(I). Concatenando estas estimativas, vemos que £(f®*(I) < X~!. ¢(f%(I) para todo s (onde q =
#A(i5)), o que prova o fato afirmado.
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Encerrando esta secao, veremos como usar a somabilidade do lema acima para concluir o
segundo item do teorema 3.1 (e consequentemente a demonstracao deste teorema). Suponha
que o enunciado deste segundo item fosse falso. Isto significa que existem n; — oo e x; €
Ay, (V) tais que |(f™)(z;)] — 1. Fixemos ¢ > 0 uma cota inferior para os comprimentos das
componentes conexas de U — V tal que € < |x — y| para todo x,y € 0X(f). Observe que, se
I; é a componente conexa de A, (V') contendo z;, entao £(f™(I;)) > € para algum m; < n;.
De fato, sendo I; uma componente conexa de A,,(V'), temos duas possibilidades:

e existe m; < n; tal que f'(I;) N OV # (: neste caso, como f™i(x;) ¢ U, segue que
f™i(I;) contém uma componente conexa de U — V, donde £(f™(1;)) > ¢;

e existem t; < m; < n; tais que f'(a), f™i(b) € OX(f), onde a e b sao os extremos de

I: neste caso, segue da invariancia que f"(a) € 0%(f), de modo que £ < £(f™i(1;)).

Por outro lado, sabemos que ¢(I;) — 0 quando i — oo (pelo lema 3.5). Logo, a estimativa

(f™i(1;)) > e diz que m; — oo. Em seguida, notamos que, passando a uma subsequéncia

se necessario, podemos assumir que f™i(I;) converge para um intervalo I com ¢(I) > e.

Entretanto, estamos supondo que |(f™)'(z;)| — 1, uma informacao a qual combinada com o

lema 3.9 de somabilidade e o lema 2.1 de distorgao nos fornece ¢(f"(1;)) < 2¢(1;) para todo

i grande. Em particular, segue que ¢(f™(I;)) — 0 quando ¢ — oo (j4 que ¢(I;) — 0 como

vimos acima). Portanto, n; — m; — oo quando i — oo, de maneira que I C |J A, (V), um

neN
absurdo com o lema 3.5.

Com isto terminamos a prova do segundo item do teorema 3.1 (e consequentemente a
demonstragao do teorema). Agora passaremos a investigar a prova do teorema 1.1 no caso
geral seguindo o esquema original de Mané.

4. PROVA DO TEOREMA 1.1 NO CASO GERAL N =[0,1] ou N = S!

Comegaremos com algumas notagoes e definigdes preliminares fundamentais no que se
seguird. Dados f um endomorfismo de N, A C N e = € A, denotaremos por O~ (z,A) o
conjunto das pré-orbitas de x dentro de A, i.e.,

O (z,A):={0:N—-A:000)=ze f(A(n+1)) =0(n) Vn € N}.
Usando esta notacao podemos dar um critério simples para a hiperbolicidade de conjuntos
invariantes de f:

Lemma 4.1 (Lemma 1.1 de [M]). Sejam f um C' endomorfismo de N e A um compacto
f-invariante. Suponha que

(4.1) Tim_ [(7)/(8(n)| = o0
para todo x € A e § € O~ (x,\). Entao, A € hiperbdlico.

A vantagem deste lema é evidente: para obter hiperbolicidade, podemos simplesmente
ver que as derivadas crescem arbitrariamente, ao invés de mostrar que as derivadas crescem
exponencialmente (como a defini¢do requer).

Proof. De fato Mané refere-se a este lema como um exercicio facil cuja verificagao fica para
o leitor. Uma sugestdao ao leitor para este “exercicio” seria a seguinte: observe que A é
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hiperbélico equivale a |(f™)'(z)| — oo para todo x € A. Com efeito, isto segue do seguinte
argumento de compacidade. Como |(f™)(x)] — oo para todo & € A, podemos fixar para
cada x € A um inteiro n, e uma vizinhanca U, tais que |(f™*)'(y)| > 2 para todo y € U, e
n > n,. Por compacidade, podemos escolher um conjunto finito {x1,...,xx} C A tal que as
vizinhancas {U,,, ..., U, } formam uma cobertura de A. Tomando N = max{ng,,...,nz, },
segue que |(f™)'(x)| > 2 para todo z € A e n > N. Fixemos C > 0 uma constante'? tal que
|(f7) (z)] > C paratodoz € A e 0 < j < N. Logo, para quaisquer z € A e n > 1, escrevendo
n=mN +r (onde 0 < r < N), vemos que

(M (@) > C-2m=C-2YN)™N > K. A",

onde X := 2/N > 1 e K = (/2. Isto prova a hiperbolicidade de A sob a hipétese |(f™)(z)| —
oo para todo x € A. J4 a equivaléncia entre as hipéteses |(f™) (z)] — oo e (4.1) fica para o
leitor.1? O

Visando facilitar o uso deste lema, introduziremos os conceitos de sequéncias coerentes de
ramos (inversos) e intervalos adaptados:

Definition 4.1. Dado J C N wum intervalo aberto, dizemos que ¢ : J — N € wm ramo
de f7"/J se ¢ é uma aplicacdo C* tal que f*(¢(z)) = x para todo x € J. Uma sequéncia
coerente de ramos € (J, {¢n fnen) onde J C N é um intervalo aberto e ¢y, : J — N sao ramos
de f~™/J tais que f o ¢pt1 = ¢n para todo n € N.

Dados f um C'-endomorfismo e A um compacto f-invariante, dizemos que J é um inter-
valo adaptado para A se existe 6 > 0 tal que para todo x € JNA e € O~ (x,A) tem-se uma
sequéncia coerente de ramos (J,{¢n tnen) satisfazendo as condigoes:

e ¢op(x) =0(n)
o d(on(J),C(f)) >0
o ¢p(J)CJ oup(J)NJ =10

para todo n € N. Além disso, dizemos que uma sequéncia coerente de ramos (J, {¢n}nen)
estd associada a A se existe x € JN A tal que ¢y (z) € A para todo n € N.

Em seguida, definiremos a nocao de conjunto de retornos de intervalos adaptados:

Definition 4.2. Sejam f um C' endomorfismo, A compacto f-invariante e J intervalo
adaptado para A. Dizemos que ?p : J — J € um retorno associado a A se 1 € um ramo

de f=™/J com fi(y(J))NJ = 0 para todo 0 < j < m e (z) € [ f*(A) para algum
neN

12E4sa constante existe por compacidade e o fato de A ndo possuir pontos criticos.

I3Honestamente falando eu nao verifiquei os detalhes disso, porém eu imagino que um argumento do
seguinte tipo funcione: assumindo (4.1), suponha que a condigao |(f™)(x)] — oo para todo z € A néo
ocorre. Isto significa que existem uma constante C' > 0 e g € A com |(f™)'(z0)| < C para todo n > 1.
Olhamos para w(z) C A. Note que todo ponto p € w(z) possui uma pré-érbita 6 contida em A (pois se
402y — p, podemos tomar uma subsequéncia n(i,1) de n(i,0) tal que a sequéncia f™*V~1(z) converge
para um ponto (1) (isto é possivel por compacidade). Note que f"("V(z) = f(f"V " (z)) — f(0(1)) e
() — p (porque n(i, 1) é subsequéncia de n(i,0). Em seguida tomamos n(i,2) uma subsequéncia de
n(i, 1) tal que f"2=2 - 9(2) e £((2)) = 6(1), f(A(1)) = p, etc. Desse modo definimos uma pré-érbita 6 de
p. Como estamos assumindo (4.1), i.e., pré-6rbitas sdo hiperbdlicas, vemos que as derivadas de f™ ndo podem
permanecer limitadas em xo porque xo acumula em w(zo) um conjunto “hiperbélico” (no sentido de (4.1)).
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x e JN ) fM(A). Denotamos por R(A,J) o conjunto de retornos v : J — J de J associados
neN
aA.
Partindo destas nogoes, temos os seguintes lemas centrais:

Lemma 4.2 (Lemma 1.2 de [M]). Sejam f um C? endomorfismo ndo topologicamente equiva-
lente a uma rotagdo irracional e A C N —ON um compacto f-invariante sem pontos criticos

de f. Entdao, para todo x € () f"(A) nado-periédico, eziste J intervalo adaptado para A
neN
contendo x (i.e., x € J).

Lemma 4.3 (Lemma 1.3 de [M]). Em adi¢do as hipdteses do lema acima, suponha que o

congunto [ f™(A) contém um ponto nao-periddico. Entao, existe J intervalo adaptado para
neN
A com retornos contrativos (com boas propriedades de distor¢do), i.e., temos duas constantes

C>0e0<A\<1 tais que toda sequéncia coerente de ramos inversos (J,{¢n}nen) verifica

(4.2) S (@) < C.
m=1
16,(2)
(43) ) =

para quaisquer T,y € J,n>1, e
(4.4) [ (x)| <A< 1
para todo x € J, ¢ € R(A, J).

Estes dois resultados chaves fornecem critérios para a existéncia de intervalos adaptados
com retornos contrativos e boas propriedades de distorcao. Enquanto que a prova destes
dois fatos irao ocupar todo o resto desta ultima secao, neste instante ja podemos obter o
teorema 1.1 como consequéncia destes lemas.

4.1. Prova do teorema 1.1 assumindo os lemas 4.2 e 4.3. Comecamos por notar que
podemos supor que A C N —9N. Com efeito, ANIN # () implica N = [0, 1]. Dai estendemos
f para um endomorfismo g de [—1,2] de modo que A N {—1,2} = () e trabalhamos com o
endomorfismo g atuando em N = [—1,2] sem perda de generalidade.

A prova do teorema 1.1 serd por reducgao ao absurdo: suponha que f nao é topologicamente
conjugado a uma rotagao irracional e A nao é hiperbdlico. Denote por F a colegdo de
subconjuntos compactos invariantes nao-hiperbdélicos de A. Obviamente F # () porque A € F.
Considere a ordem parcial < em F definida como A < B se A C B. Observe que toda
subfamilia G C F totalmente ordenada com respeito a < possui uma cota inferior em F: com
efeito, o conjunto I'(G) := () I' é uma cota inferior para G; mais ainda, I'(G) € F porque

reg
caso contrario I'(G) seria um conjunto hiperbélico, de modo que a robustez da hiperbolicidade

3

diria que, para alguma vizinhanga compacta U de I'(G), o maximal invariante [ f™*(U) é
n>0

hiperbélico; por outro lado, sendo U uma vizinhanca de I'(G), seguiria que I' C U para

algum I' € G, de maneira que I' seria hiperbdlico, uma contradicao com I' € G C F. Em
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particular, o lema de Zorn garante a existéncia de um elemento minimal Ay para < em

F. Observe que [ f™(Ag) nao é hiperbdlico (porque sua hiperbolicidade implicaria que
n>0

Ag é hiperbdlico pelo critério do lema 4.1). Portanto, a minimalidade de Ay com respeito

a < diz que [ f™"(Ap) = Ao, donde segue que f(Ag) = Ag. Mais ainda, Ag deve possuir

n>0

algum ponto ndo-periédico pois nossas hipdteses garantem que pontos peridédicos em Ag sao

hiperbélicos, de modo que o lema 4.1 implicaria que Ag seria hiperbdlico se ele possuisse

apenas pontos periddicos. Agora tomamos proveito da existéncia de pontos nao-periddicos

em Ay para aplicar o lema 4.3 e concluir que temos J um intervalo adaptado com retornos

contrativos e boas propriedades de distorcao. Com isto estamos aptos para mostrar que Ag é

hiperbdlico através do critério do lema 4.1, um absurdo que finaliza a prova do teorema 1.1.

Com este intuito, fixamos = € Ag, § € O~ (Ap,z) e denotamos por I' o conjunto limite de

0 (ie., I' := {p : liminfd(p,6(n)) = 0}). Observe que I' C Ap é um compacto invariante.
n—oo

Separamos nosso argumento em dois casos:

o I' £ Ay (“dinédmica ndo-minimal”): nesta situagao, sendo I' um compacto invariante,
vemos que a minimalidade de A implica que I" é hiperbdlico; usando a hiperbolicidade
de I', vemos que

Jim (") (6(n))] = oo.

e I' = Ay (“dindmica minimal”): nesta situacdo, a pré-orbita 6 de x entra no intervalo
adaptado J, ou seja, existe ng tal que 6(ng) € J N Ag; definimos p(n) = 0(n + ng) de
modo que p € O~ (Ag, 0(ng)) e usamos o fato de J ser adaptado para Ay para inferir
que existe uma sequéncia coerente de ramos (J, {¢,}) tal que ¢,(0(ng)) = p(n) para

oo
todo n > 1; mais ainda, (4.2) diz que Y |, (6(ng))| < oo, donde nh_)rgo |ph (B(ng))| =

n=1

0. Logo, lim |(f")(p(n))] = oo porque (f")(p(n)) = &, (6(no))~": em particular,

Jim |(F7 (B(n))] = (7Y (O(mo)| - lim, |(F"~") (p(n = mo))| = ox.

Portanto, mostramos que, independentemente do caso, os pontos de Ay verificam a condicao
do lema 4.1, de modo que Ag seria hiperbdlico, uma contradicdo. Isto termina a prova do
teorema 1.1 (mddulo os lemas 4.2 e 4.3).

4.2. Prova do lema 4.2. Comegaremos a demonstracao com algumas definicoes e um lema
do tipo Denjoy.

Definition 4.3. Dado f um endomorfismo de classe C' dizemos que um intervalo aberto
J C N ¢ um d-intervalo'* se f}‘J € injetiva e nao possui pontos criticos para todo n > 1.
Um d-intervalo J C N € dito eventualmente periddico se existem um d-intervalo J1 en > 0,
m > 1 inteiros tais que f™(J1) C Jy e f*(J) C Ji.

Lemma 4.4. Seja f um C?-endomorfismo néao topologicamente conjugado a uma rotacdo
irracional. Entdo, todo d-intervalo J satisfaz uma das sequintes possibilidades:

14 Jetra d no nome d-intervalo refere-se ao fato de f" ser um difeomorfismo sobre o intervalo em consid-
eragao.
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o J ¢ eventualmente periodico ou
e J acumula em pontos criticos: liminf d(f"(J)),C(f)) = 0.

n—oo

Este lema foi dito ser do tipo Denjoy porque seu enunciado contém uma dicotomia entre
intervalo nao-errante versus acumulacdo em pontos criticos. Como o leitor pode esperar, a
prova deste lema nao foge ao esquema da prova dos lemas da nota [MS]. Por isso, daremos
um esquema grosseiro da prova e deixamos os detalhes para o leitor conferir no texto [MS].

Proof. Comegamos por observar que o caso de f ser um difeomorfismo ja foi tratado em [MS].
Por isso, iremos assumir que f nao é um difeomorfismo. Em particular, fixando Jy um d-
intervalo, podemos considerar d-intervalos maximais (dnicos) J; O f%(J) (porque f nao é
difeomorfismo). Suponha que existem m > n > 0 inteiros tais que J,,, N J,, # (). Neste caso,
a maximalidade implica J,, = J, e

ST Im) 0 T D T (J0)) N T = 7 (Jo) O I = [ (Jo) # 0.
Por outro lado, f™~"(Jp,) é um d-intervalo, de modo que a maximalidade de J,,, implica
" Im) C I

Em outras palavras, Jy é um intervalo eventualmente periddico quando existem m > n > 0
com J,, N J, # 0. Portanto, temos que analisar o que acontece no caso .J,,, N J, = ) para
todo m,n. Neste caso, os intervalos J,, formariam uma familia “errante”!®. Em particular,
temos a condicao de somabilidade

iE(Jn) < 0.
n=0

Usando estas condigbes (familia errante e somabilidade) no argumento da prova do lema 1.3
de [MS] obtemos que J,, acumula em pontos criticos (compare com o enunciado do lema 2.2
acima). Ou seja,

lim inf d(J,, C(f)) = 0.
Entretanto, a somabilidade diz que ¢(J,,) — 0 e a desigualdade triangular diz que

d(f"(Jo), C(f)) < d(Jn, C(f)) + £(Jn).

Logo,
liminf d(f"(Jo), C(f)) =0
quando J,,, N J, = () para todo n, m. Isto termina a prova do lema. O

Agora vamos para o corpo da prova do lema 4.2. Para isto, precisaremos de um pequeno
resultado:

5De fato, o tinico “problema” aqui é a condigdo f™7"(Jn) = Jm a qual nao é satisfeita (mas somente
Im D f7"(Jn)). Porém isto ndo é problema para o argumento de Denjoy-Schwartz porque o fato importante
naquela prova é que os intervalos sejam d-intervalos.
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Proposition 4.1. Sejam f um C? endomorfismo e A C N — ON um compacto invariante

o
sem pontos criticos de f. Entao, para quaisquer § >0 e a € (] f"(A) ponto ndo-periddico,
n=0
existe € > 0 tal que todo intervalo aberto J contendo a com ((J) < e satisfaz a sequinte
propriedade: para todo x € JNA e € O™ (A, x) tem-se uma sequéncia coerente de ramos

(J,{dn}) com ¢n(x) =6(n) e l(Ppn(J)) < 0 para todo n € N.

oo
Proof. Fixemos a € [ f™(A), 0 > 0 e definimos, para cada n € N, a constante €, > 0 como
n=0

a maior constante positiva tal que o intervalo J, := (a — ,,a + &,) satisfaz as seguintes
propriedades: para todo x € J,NA e € O (A, z), existem ¢; : J, — N ramos inversos
de f/_jn com ¢j(z) = 0(j), l(P;j(Jn)) < 0 e fop; =¢j_1 para todo j = 1,...,n. Note que
para efeito da prova do lema, podemos assumir sem perda de generalidade que 0 < 2§ <
d(A,C(f)UON). Neste caso, a maximalidade de J,, diz que existe 1 < j, < n com

(95, (Jn)) = 6.

Por outro lado, note que o lema fica provado se mostrarmos que liminfe, = ¢ > 0. Com
n—od

efeito, se este for o caso, basta notar que J = (a — €,a + ¢) verifica as conclusoes desejadas.

Iremos proceder por contradigdo. Suponha que liminfe,, = 0. Isto implica que j, — oo.
n—oo

Definimos U,, = ¢;,(J,). Passando a uma subsequéncia se necessirio, podemos assumir
que U, — U, onde U é um d-intervalo com comprimento 0. Pelo lema 4.4 (lema do tipo
Denjoy-Schwartz), sabemos que existe V' um d-intervalo e m, N > 1 inteiros tais que

(4.5) fmUycve fN(Vycv

(pois U na@o acumula em pontos criticos). Em particular, como V é um d-intervalo, f~/V
nao possui pontos critcos. Logo, juntando o fato de f~ /V nao ter pontos criticos com (4.5),
segue que o w-limite w(q) de todo ponto ¢ € U é uma érbita periédica (digamos w(q) = 7).
Fixado ¢ € U, tome ng inteiro grande tal que q € U,, para todo n > ng. Com esta notagao,
temos que

d(avfy) <eén+ d(Jm'Y) =én+ d(fjn(Un)?'y) <eén+ d(fjn(q)a')/)'

Por outro lado, como j, — oo (i.e., j, é uma sequéncia infinita) e w(q) = ~, sabemos

que liminf d(f'"(q),v) = 0. Além disso, estamos assumindo que liminfe, = 0. Portanto,
n—oo n—od

obtemos que a € v, um absurdo com o fato de a nao ser periédico. ]

Agora estamos aptos para demonstrar o lema 4.2. Comecamos com o caso de f ser uma
imersdo (i.e., C(f) = (). Neste caso, olhamos para o grau deg(f) de f. Se deg(f) = £1,
f é um difeomorfismo. Note que f tem niimero de rotacdo racional (porque f é C? e f
nao é topologicamente conjugada a uma rotagao irracional, por hipétese). Em particular,
f possui um ponto periédico (a0 menos) e a teoria de homeomorfismos do circulo implica
que todo ponto nao-periédico x deve ser heteroclinicamente relacionado a drbitas periédicas
(veja a proposition 11.2.2 de [KH] para mais detalhes). Usando esta informagao vemos que't
existe J intervalo adaptado contendo x, o que acabaria a prova. Se deg(f) = d com d # %1,

164 que todo intervalo aberto z € J com f~"(J)NJ = @ para todo n > 1 é adaptado.
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consideramos g(z) = 2% e um resultado de Shub garante que g o h = h o f para algum

h: S' — S monétono. Por outro lado, pode-se ver que a construcdo de intervalos adaptados
para g nao é dificil: qualquer intervalo J cujos extremos sejam pontos fixos de g™ tal que o
interior de .JJ ndo possui pontos fixos de g" é um intervalo adaptado para qualquer z € S'.
Em seguida, usando passamos esta construcao de g para f através de h: dado x € A, fixamos
J um intervalo adaptado de g contendo h(x) e notamos que h~1(J) é um intervalo adaptado
de f contendo x. Isto termina a prova do lema 4.2 no caso de f ser uma imersao.

o0
Agora estudaremos o caso de f nao ser imersao (i.e., C(f) # ). Fixemos z € [ f™(A)
n=0
ponto nao-periédico, § > 0 tal que 0 < 26 < d(A,C(f) UIN) e consideramos € > 0 fornecido
pelo lema 4.1. Com estas escolhas, sabemos que todo intervalo J 3 x com ¢(J) < ¢ verifica o
primeiro item da defini¢ao 4.1 de intervalo adaptado (pelo lema 4.1). Além disso, o segundo
item da defini¢do 4.1 também é verificado por J porque o lema 4.1 diz que ¢(¢,(J)) < & para
toda sequéncia coerente de ramos inversos (J, {¢,}) associada a A. Portanto,

Em outras palavras, pelo lema 4.1, a condigao ¢(J) < e garante que J satisfaz os dois
primeiros requisitos da definicao 4.1 de intervalo adaptado. Logo, resta-nos encontrar um
intervalo J 2 x com ¢(J) < ¢ e verificando a terceira condi¢ao da defini¢ao 4.1. Para isto,
dado J intervalo aberto, denotaremos por C(J) o conjunto de sequéncias coerentes de ramos

inversos (J,{¢,}) associados a A e J a componente conexa contendo = do aberto

Ju U qun

{pn}eC(J)

Note que a defini¢io de J torna claro que (J, {¢n}) € C(J) € ¢n(J) N J # 0 implica ¢, (J) C

J (i.e., J sempre verifica a 3% condigdo na defini¢ao 4.1). Tomamos J; = Jo Do D
{z} intervalos abertos com (.J,) — 0 e olhamos para a sequéncia J; O J2 <o D {z}
correspondente. Se E(Jn) — 0 acabamos porque escolhendo n grande com E(J ) < € seguiria
da discussao acima que J é 1ntervalo adaptado contendo x, o que acabaria a demonstra(;ao

Suponha que £(J,) # 0, i.e., ﬂ Jn # {z} e denotemos por # € U C () J, um intervalo
neN
aberto. Afirmamos que U C A Com efeito, dados y € U e nn > 0, tomemos m inteiro grande

com {(Jp) <ne
sup{£(¢n(Jm)) : n = 1, (Jm, {dn}) € C(Jm)} <.

A existéncia de m como acima ¢ garantida pelo lema 4.1. Note que a defini¢ao de jm e
o fato de y € U C Jp, implicam que y € Jp, ou y € ¢,(Jy) onde {¢p,} € C(Jp). Em
qualquer caso, como Jy, := ¢o(Jp) € ¢n(Jm) possuem pontos de A, pela escolha de m, temos
d(y,A) < d(y, on(JIm)) < l(¢pn(Jm)) < n. Como n > 0 é arbitrario, segue que y € A. Ou seja,
U C A, como queriamos.

Por outro lado, a invariancia de A diz que U C A implica f*(U) C A para todo n > 0.
Como A nao possui pontos criticos, segue que f"/U nao tem pontos criticos. Logo, U é um



TEOREMA DE HIPERBOLICIDADE DE MANE EM DIMENSAO 1 17

d-intervalo de f. Tomamos U C V C A d-intervalo maximal. Pelo lema 4.4 (tipo Denjoy-
Schwartz), V' é eventualmente periddico. A construgao de U mostra que x € U. Temos duas
possibilidades:

e x € V: como V é eventualmente peridédico e x é um ponto nao-periddico, um argu-
mento simples (similar a prova da proposition 11.2.2 de [KH]) mostra que existe J
intervalo aberto com = € J C V com f™(J)NJ = () para todo n > 1. Daf segue que
on(J) N J =0 para todo n > 1, i.e., J é um intervalo adaptado contendo z.

e r € JV: em geral, a dicotomia do lema 4.1 aplicada em V diz que um ponto de 9V
é eventualmente periédico ou sua érbita contém um ponto critico (as vezes ambos).
Porém, como r € A e A ndo tem pontos criticos, vemos que = é eventualmente
peridédico. Por outro lado, estamos assumindo que x nao é periédico. Em particular,
segue que V é eventualmente periédico mas V' nao é periédico, e

(4.6) lim inf d(f"(V), V) > 0.

Além disso, como Jy, # Jm (pois estamos assumindo £(Jy,) — 0 e £(Jp,) - 0), temos
que, para todo m > 1, existem n,, > 1 e (J, {¢n}) € C(J,,) tais que

U NI N, () # 0.

Consequentemente, d(z, ¢, () < U(Jm)+H(¢n,, (Jm)). Como (J,,) — 0eolemad.l
garante que

sup{l(¢n(Jm) 1 n > 1, (Jm, {¢n}) € C(Jm)} — 0

quando m — oo, obtemos que d(z, ¢n,, (z)) — 0 quando m — oco. Combinando isto
com o fato de x ndo ser periédico, segue que a sequéncia {7, }m>1 ndo ¢é limitada.
Por outro lado, aplicando f™™ em U N ¢y, (1) N Jpy, tem-se que

0 # (U N ¢y, (Jim) N Jm) C [ (U) O T O by (Ji) C (V) O T
Portanto, d(f™(V),V) < d(f"(V),z) < 4(Jm) — 0, uma contradigdo com (4.6).

Isto encerra a demonstracao do lema 4.2.

4.3. Prova do lema 4.3. Comegamos com um lema sobre certos intervalos adaptados:

Lemma 4.5. Se z € () f"(A) é um ponto ndao-periddico, entio existe Jy > x intervalo
n>0

adaptado tal que, para todo r > 0, tem-se um intervalo adaptado x € J C Jy arbitrariamente

pequeno com U(¢n(J)) < r para quaisquer n >0 e (Jo,{¢n}) € C(Jo) com ¢p(J) N J # 0.

Proof. O lema 4.2 garante a existéncia de intervalos adaptados Jy arbitrariamente pequenos
Jo O x. Se o w-limite w(z) de = consiste somente de uma 6rbita periédica ~y, tomamos Jy
com JoN~v = (). Isto sempre é possivel porque = é nao-periédico de modo que x ¢ ~. Se w(x)
nao se reduz a uma érbita periédica, tomamos = € Jy intervalo adaptado qualquer. Com esta
escolha de Jy, suponha que Jy nao satisfaz a conclusao do lema. Entao, existem r > 0, uma

sequéncia de sequéncias coerentes (Jy, {gﬁﬁ?}), 1=1,2,..., uma sequéncia nq < no < ... de
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o0
inteiros e uma sequéncia J; O Jo D ...{z} de intervalos com () J, = {z} com
n=1

(4.7) GO e O T )

Além disso, lembre que o fato de Jy ser adaptado implica que para todo par de sequéncias
coerentes (Jo, {on}) e (Jo,{tn}) e todo par de inteiros n > [ > 1 temos uma das seguintes
relacoes

&n(Jo) Npi(Jo) =0,  dn(Jo) Ci(Jo)  ou  dp(Jo) D i(Jo)

Usando isto, podemos refinar a escolha da sequéncia (Jy, {¢$§ )}) de modo que
(4.8) o) (Jo) € 8 (Jo) € Jo

para quaisquer ¢ > j > 1. Combinando (4.8) e (4.7), segue que o conjunto

U = int [ ] ¢4 (Jo)
i>1
¢ um intervalo aberto nao-vazio contido em Jy (com ¢(U) > r). Pode-se ver claramente que
U é um d-intervalo. Como f nao é topologicamente conjugada a uma rotacgao irracional, U
deve ser eventualmente periddico pelo lema 4.4. Por outro lado,

(4.9) U (Jo)) = 0

quando i — oo pelo lema 4.1. Mais ainda, a defini¢ao de U e as propriedades (4.7) e (4.8)
implicam
d(,U) = lim d(x, ¢{])(Jo)) < lim d(x,6)(Jo)) < lim (£(T:) + L) ().
1—00 1—00 1—00

Usando (4.9) e o fato de £(.J;) — 0 na estimativa acima, segue que x € U. Entretanto, a
definigao de U garante que f™(U) C Jy. Portanto, w(z) N Jy # (). Porém os fatos de x € U
e U ser eventualmente peridédico mostram que w(x) é uma 6rbita periddica v, de modo que
v N Jy # 0 é uma contradicao com a escolha de Jy. Isto prova o lema. g

O lema 4.3 afirma a existéncia de intervalos adaptados com retornos contrativos e boas
propriedades de distor¢cao. No préximo lema mostraremos que todo intervalo adaptado com
retornos contrativos sempre possuem boas propriedades de distorcao:

Lemma 4.6. Seja J um intervalo adaptado tal que existe 0 < X\ < 1 com |[¢'(x)] < X para
todo x € J e € R(J,A), ou R(J,A) = 0. Entao, existe uma constante C' > 0 com

<C e Y ld@)=C
n=1
para quaisquer x,y € J e (J,{on}) € C(J).

o0

Proof. Afirmamos que existe uma constante K > 0 tal que Y ¢(¢,(J)) < K para todo
n=1

(J,{dn}) € C(J). Com efeito, tome (J,{¢,}) € C(J). Se ¢,(J)NJ = (isto ocorre quando



TEOREMA DE HIPERBOLICIDADE DE MANE EM DIMENSAO 1 19

R(J,A) =0), temos ¢, (J) N ¢ (J) = 0 para tood 1 < n < m, de modo que
S Hga(T)) < UN) = 1.
n=1

Suponha agora que ¢,,(J) N J # () para um conjunto infinito de valores de n, digamos n; <
ng < .... A estratégia aqui serd assim: dividiremos a soma acima em duas partes dependendo
se a parcela correspondente estd entre retornos ou ela é um retorno. Dai estimamos a soma
entre retornos pela somabilidade e aproveitamos o fato dos retornos serem contrativos para
estimar a soma dos retornos por uma série geométrica.'” Podemos formalizar esta heuristica
do seguinte jeito: como J é adaptado, temos ¢, (J) C J, donde ¢,, € R(J,A). Além
disso, usando que J é adaptado, podemos ver que existem v; € R(J,A) tais que 1] n, (J) =
®nipq 0 f71. Em seguida, definimos 1 = ¢p,, m1 = ny e m; = n; —n;—1 parai > 2. Existem
¢£f) ramos inversos de f~"/J para 1 < n < m; tais que ¢£Z) = fogb?(fj_l e gbg,i.) = 1);. A definicao
de n; implica que (bff)(J) NJ = 0 para todo 1 < n < m;, de maneira que qﬁg)(J) ﬂcb,(ﬁb)(J) =0
para todo 1 < n < m < m;. Portanto,

m;—1

> USD(T)) S UN) =1.
n=0
Por outro lado, o lema de distor¢ao 2.1 garante a existéncia de uma constante L > 0 tal que

(@Y @] _ LN~ 0 L
S < (6)()) < €.
()Y ()] 2

Isto implica

mi—1
. (i) LHA)
> ) <

Aplicando esta estimativa com A = ¢,,, ,(J) vemos que

mifl

> U Gy (1) < €l (1) /0().
n=0

Porém ¢,, , é a composicao dos i — 1 retornos 1,...,%;—1, 0s quais estamos assumindo
todos contrativos. Em particular, |¢],  (z)| < A'"! para todo z € J, donde £(¢n,_,(J)) <
X—1.¢(J). Substituindo esta desigualdade na estimativa acima, segue que

00 oo m;—1 00
> o) <D0 D U (G, () < €E YN
n=1 i=1 n=0 i—1

LTEsta idéia importante ird reaparecer na terceira nota durante o argumento de Pujals-Sambarino.
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Finalmente, uma modificagdo do argumento no caso de finitos retornos (i.e., ¢, (J) N J # 0
apenas para uma quantidade finita de valores de n) da

D U () S UN)+ "> N
n=1 i=1

Uma vez que nossa afirmativa de somabilidade estd provada, a demonstracao acaba em vista
do lema 2.1 de distorcao. U

Agora vamos aplicar estas ferramentas para a prova do lema 4.3. Comecaremos com o caso
A = N. Nesta situagdo, C(f) = 0 (i.e., f é uma imersao). Se f é injetiva, entdo f é um
difeomorfismo. Como assumimos que f nao é topologicamente conjugada a rotcao irracional,
f possui pontos periddicos. Porém, a hipétese de hiperbolicidade dos pontos periédicos em
A = N diz que f possui pontos nao-peridédicos também. Dai fica simples construir intervalos
abertos J C N com f~"(J)NJ = () para todo n > 1. Isto significa que R(J,A) = 0 e o
lema 4.6 implica que J verifica as conclusdes do lema 4.3. Se f nao é injetiva, N = S' e f é
uma imersao com grau d # £1. Neste caso, f é semi-conjugada a g(z) = 2% por uma aplicacio
monétona h : ST — S'. Em particular, h~*({z}) é um ponto ou intervalo [a, b] fechado (para
todo z € S'). No tltimo caso, o intervalo aberto (a,b) é dito um plateau de f. Denote por
J(f) o complementar da unido dos plateaux de f. Se J(f) # S, i.e., f possui um plateau
J, entdao f~"(J)NJ = () para todo n > 1 e o argumento anterior se aplica para obtermos a
conclusdo do lema 4.3. Com isto, resta apenas o caso J(f) = S!, i.e., f é topologicamente
conjugado a z +— 2% Afirmamos que neste caso existe um intervalo adaptado Jy tal que
para todo € > 0 tem-se 19 € R(Jo, S') com £(¢o(Jo)) < € e £(p(1bo(Jo))) < & para quaisquer
n > 1 e ¢ ramo inverso de f~"/Jy. Com efeito, note que basta provar esta afirmativa para
f(2) = 2¢ (porque o caso geral segue por conjugacdo). Em seguida, tomamos Jy como um
intervalo aberto com extremos em pontos fixos de f™* para algum m mas Jy nao contém pontos
fixos de f™. Dai segue que, se m|d| > 3, entdo #R(Jy, S1) = co e ¥1(Jo) Np2(Jy) = @ quando
11 e 1y s@o retornos distintos. Em particular, existe vy € R(Joy, S) com £(¢o(Jy)) < . Além
disso, a propriedade £(¢(1vo(Jp))) < € vale para qualquer ramo inverso ¢ de f~"/Jy porque
tais ramos sao contrativos. Isto prova a afirmagao.

Neste ponto, para fechar a prova do lema 4.3 no caso A = N, nosso objetivo serd combinar
esta afirmacao com a proposicao (geral) abaixo:

Proposition 4.2. Seja Jy um intervalo adaptado tal que para todo € > 0 existe 1y € R(Jy, A)
com L(1po(Jo)) < €. Entado, existe J C Jy intervalo adaptado satisfazendo

(4.10) R(JLA)=0 ou 3J0<A<1com |[¢(z)] <\ para todo x € J ep € R(J,A).

Proof. Fixemos L > 0 uma constante para a qual o lema 2.1 (de distor¢ao) se aplique em S*
(isto é possivel porque f é imersdo C?) e € > 0 uma constante satisfazendo
el - 1
g — < —.
Jy) 2
Em seguida, consideramos o intervalo adaptado Jy e o retorno 1y € R(Jp, S*) nas hipdteses
da proposigao. Defina J := 1y(Jo). Afirmamos que [¢'(z)| < 1/2 para todo ¥ € R(J,S1) e
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x € J. Para isto, iremos provar primeiro que

(¥ (Jo))
"(z)] < P02
para todo 1 € R(Jy, S'). Com este intuito, tome (Jo, {¢,}) uma sequéncia coerente e k > 1
verificando 1 = ¢ e ¢, (Jo)NJy = () para todo 1 < n < k. Dal segue que ¢, (Jo) Ny (Jo) = 0
para todo 1 < n < m < k, de modo que
k

S ton(To)) < €N) = 1.

n=1
Usando isto no lema 2.1 (de distorgao), vemos que [¢'(z)| = |¢)(z)] < eLz(Ep(%%)), como

queriamos. Agora iremos nos aproveitar desta estimativa para mostrar a desigualdade |¢/(z)| <
1/2 (para todo v € R(J, S')) afirmada. Tomamos (Jo, {¢n}) sequéncia coerente e k > 1 com
= ¢r/J e dpp(J)NJ =10 para todo 1 < n < k. Temos dois casos:

e ¢n(Jo) N Jo para qualquer 1 < n < k: nesta situacao, ¢, € R(Jo, S') e podemos usar
diretamente a estimativa anterior e as escolhas de Jy, € > 0 para obter que

5
V' (x)] = |¢,(x)] < eF < 1/2.
[ ()| = |op ()] o) /
e existe 1 < ng < k tal que ¢n,(Jo) N Jo # 0: neste contexto, podemos assumir que
no ¢ o maior inteiro com esta propriedade. Defina 1, := ¢ning © [/bne(Jo). A

maximalidade de ng garante que (¢n,(Jo), {¢n}) é uma sequéncia coerente, a qual
pode ser estendida para uma sequéncia coerente (Jo, {1, }) tal que'® ¢, (Jo) N Jo = 0
para todo 1 < n < k — ng. Esta propriedade de disjunc¢ao implica que ¥j_n, €
R(Jo, S*). Usando a estimativa para retornos de Jy, sabemos que Vo (@) < el
W para todo x € Jy. Porém vy_p,(Jo) C J (por defini¢do), de modo que

(Voo (@)] < €ME(T)/E( o).
Por outro lado, a propriedade de disjuncao ¢, (J) N ¢ (J) =0 para 1 < n < m < ng
implica numa estimativa de somabilidade, a qual inserida no lema 2.1 (de distorgao)

fornece
, Udno(J))

Como ¢ = Yk_n, © Ppn,, pela regra da cadeia, as estimativas acima implicam

[0 (2)] = [Wh—ng (D0 ()] - |7,y (2)] < €2Fe/0(Jo) < 1/2.
O

Conforme comentamos um pouco antes de enunciar a proposicao, a afirmacao feita acima
e este resultado encerram a demonstracao do lema 4.3 no caso “simples” A = N. Com isto,
dedicaremos o resto destas notas ao estudo do caso mais interessante (do ponto de vista
de aplicagoes) A # N. Primeiramente observe que podemos supor que f(A) = A. Com

18poig Un(Jo) N Jo # 0 implica ¥, (Jo) C Jo ja que Jo é adaptado, de modo que Gniny(Jo) N Jo =
Un(Pntng (Jo)) N Jo # B, contrariando a maximalidade de ng.
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efeito, basta trocar A por [ f™(A) e usar que intervalos adaptados J para () f™(A) com
n>0 n>0

as propriedades do lema 4.3 também servem para A. Neste ponto, iremos tomar proveito do

lema 4.5 para eliminar um caso “facil”:

Proposition 4.3. Suponha que existe um intervalo aberto U C N — A com algum extremo
x € A nao-periddico. Entdo, existe J intervalo adaptado satisfazendo (4.10) (e as conclusoes
do lema 4.3 em particular).

Proof. Escreva U = (x,b). Nas hipdteses desta proposicdo podemos usar o lema 4.5 para
obter um intervalo adaptado x € Jy = (b=,b",) tal que b ¢ Jyo. Como Jy é adaptado, existe
d > 0 tal que para todo (Jo, {¢n}) € C(Jp) vale d(¢n(Jo),C(f)) > 0. Isto permite escolher
uma constante L = L(J, f) tal que o lema 2.1 de distor¢ao pode ser aplicado. Fixemos r > 0
uma constante pequena tal que e*X . r/(bT — x) < 1/2. Pelo lema 4.5 existe um intervalo
adaptado x € J = (a~,a™) C Jy com a seguinte propriedade: se (Jo,{¢n}) € C(Jp) e
én(J) N J # 0 para algum n > 0, entao £(J) < r. Defina J; = (z,b").

Considere'” ¢ € R(J,A). Por definigdo, existe 29 € J N A com 9 (z) € A. Fixemos k > 1
com fF(p(xg)) = 29 e @ € O (A, x0) com (k) = )(x). Tomemos (Jo, {¢n}) € C(Jo) com
0(n) = ¢n(x0), de modo que ¢, = P e ¢(J)NJ = 0 para todo 1 < n < k. Afirmo que
para todo n > 1, ¢,(J) N J = () implica ¢,(J1) N J; = 0. Caso contrario ¢,(J)NJ = 0
mas ¢n(J1) N J1 # 0 para algum n > 1. Isto implica que ¢,(Jp) N Jy # 0. Como Jy é
adaptado, isto daria ¢, (Jy) C Jo. Em particular, ¢,,(J) C Jy. Sendo ¢, (J)NJ = 0, terfamos
dn(J) C (b7,a7) ou ¢p(J) C (at,bT). Porém, a inclusdo ¢,(J) C (at,b") é impossivel
porque ¢p(z9) € A e ¢n(J) 2 ¢dn(wp), mas (a™,b") nao possui pontos de A. Logo, a tnica
possibilidade seria ¢, (J) C (b, a™). Por outro lado, ¢, (J1) possui o extremo ¢, () em ¢, (J).
Portanto, ¢,(J1) possuiria um extremo em [b~,a~|. Mais ainda, ¢,(J1) C ¢n(Jo) C Jo, de
modo que ¢,(J1) é um intervalo em (b—,b"). Resumindo, ¢,(J1) seria um subintervalo
de (b~,b") com um extremo em [b~,a”] cuja intersegdo com J; = (z,b") é nado-vazia. Isto
significaria que ¢, (J1) D (z,a™), donde zy € ¢y, (J1). Em particular, f(z¢) € Ji, de maneira
que J; N A # (). Isto é uma contradicao porque J; C (z,b) e (x,b) C N — A. Com isso a
afirmacao fica provada.

Usando esta afirmacao, sabemos que ¢,,(J1) NJ; = @) para todo 1 < n < k, donde ¢, (J1)N

k—1
¢m(J1) = 0 para todo 0 < n < m < k. Em particular, Y (én(J1)) < (N) = 1. Aplicando
n=0

o lema 2.1 de distorcdo, segue que, para todo y € J,

k—1
9wl < W@L;a%(ﬁ)) <o MOR) p T

Similarmente, como ¢,(J) N J = () para todo 1 < n < k (pela escolha de ¢,), temos
On(J) N P (J) = 0 para todo 0 < n < m < k, de modo que o lema de distor¢ao garante a

19Egtamos assumindo aqui que R(J,A) # 0 porque se R(J,A) = 0, J satisfaz (4.10) e ndo temos o que
provar.
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estimativa
9%(y)]
|97.(2)]

para quaisquer y, z € J. Como a™ € J1NJ, uma combinacao das duas estimativas anteriores
implica que para todo z € J vale
/
) |9 (2)] < 2L "< }

/Z — /Z — /a+ [
V= 10k = o] g B < @ <5

Isto finaliza a prova da proposicao. O

k—1
<el > U(ou(]) <€
n=0

Uma vez que o caso “facil” de U = N — A possuir um ponto nao-periédico em sua fronteira
ja foi tratado com o auxilio do lema 4.5, iremos iniciar uma pequena “gindstica” para lidar
com o caso de todos os pontos de OU serem periédicos?’. Iniciamos nossa yoga com uma
observacao simples:

Proposition 4.4. Se Jy é um intervalo adaptado com #R(Jy,A) = oo entdo Jy satis-
faz (4.10) (e as conclusées do lema 4.3).

Proof. Com efeito, como retornos distintos 1, 12 € R(Jy

, \) satisfazem 1 (Jo) N2 (Jo) =0 e
Y1(Jo), 2(Jo) C Jo, vemos que > L(p(Jo)) < £(Jp) <

1, de maneira que #R(Jp, A) =

PER(Jo,A)
oo implicaria que para todo € > 0 existiria ¥y € R(Jy, A) com £(¢9(Jp)) < . Portanto, pela
proposigao 4.2, Jy satisfaz (4.10), como queriamos. O

Em seguida, dados J C N e x € J, definimos N(z,.JJ) como o menor inteiro n > 0 tal que
f"(x) € J (com a convencao N(z,.J) = oo quando f"(x) ¢ J para todo n € N).

Proposition 4.5. Se Jy é um intervalo adaptado com sup{N(z,Jy) : © € AN Jy} = oo,
entao existe J intervalo adaptado satisfazendo (4.10).

Proof. Suponha que A := {z € JoN A : N(x,Jy) = oo} = . Isto implica que existe uma
sequéncia {x;}ien C Jo com n; := N(z;,Jy) < o0 e n; — 0o quando i — oo. Obviamente
podemos assumir que n; # n; sempre que ¢ # j, de modo que os retornos ¥; € R(Jy, A)
com f"(1;(x;)) = z; sdo distintos entre si. Em particular, #R(Jp,A) = oo de maneira
que a proposicao 4.4 finaliza a prova. No outro caso, A # (), digamos z € A. Temos duas
possibilidades: int(A) = @ ou int(A) # 0. Na primeira hipétese, x é acumulado por uma
sequéncia de pontos {z;} C JoNA com N(x;, Jy) < 0o e N(z4,Jy) — 00, 0 que nos conduz
ao caso ja tratado antes. Na segunda hipdtese, temos um intervalo J C Jy com N(y, J) = 0o
para todo y € J N A. Isto significa que J é adaptado e R(J,A) = () de maneira que J
satisfaz (4.10). Isto termina a demonstragao. O

Agora usaremos esta proposicao para tratar o caso A “nao-minimal”:

20pe fato, este caso nao foi tratado inicialmente no artigo [M], mas Mafié publicou uma errata [M+] para
este artigo onde este caso é incluido. Com efeito este caso é importante porque muitos repulsores A possuem
a “fronteira dindmica” J(N — A) constituida apenas de pontos periddicos, p.ex., quando A é localmente
maximal isto sempre ocorre de acordo com os argumentos de Newhouse e Palis devidamente restritos ao caso
unidimensional (veja o theorem ?? do livro [PT]).
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Proposition 4.6. Se x ¢ w(x) para algum = € A, entdo algum intervalo adaptado J satis-
faz (4.10).

Proof. Fixemos z € A com z ¢ w(z). Como z nao é periédico, podemos usar a proposigao 4.1
para obter um intervalo adaptado Jy 5  com comprimento ¢(Jy) suficientemete pequeno tal
que f"(x) ¢ Jy para todo n > 1. Isto significaria que N(z,Jp) = oo, de modo que a
proposicao 4.5 acabaria a prova. O

Corollary 4.1. Seja {z;} C A uma sequéncia de pontos periddicos com periodos n; — oo tal
que x; — x com x ponto periddico. Entao, algum intervalo adaptado J verifica (4.10).

Proof. Denote por v a érbita de z. A existéncia da sequéncia {z;} com as propriedades acima
garante que existe um ponto y ¢ v com f(y) € v o qual é acumulado pelas érbitas de x;. Isto
implica que y € A, w(y) =y e y ¢ 7. Ou seja, acabamos de construir um ponto y € A com
y ¢ w(y). Pela proposicao 4.6, acabamos a prova. O

Defina Ag como o fecho do conjunto de pontos nao-periddicos de A.

Proposition 4.7. Se A — Ag contém uma fonte x (i.e., ponto periddico repulsor), entdo
algum intervalo adaptado satisfaz (4.10).

Proof. Suponhamos x é um ponto isolado de A, ou seja, x ¢ A — {z}. Neste caso podemos
tomar U > z intervalo aberto tal que f™ leva U difeomorficamente em f™(U), {z} = f*(U)NA
e f(U) D U, onde n é o periédo de z. Neste caso J = f"(U) é um intervalo adaptado e
R(J,A) possui apenas um elemento, a saber, a aplicacdo ¢ : U — U com f"(¢(y)) = y para
todoy € U e ¢(x) = x. Como x é um repulsor, J satisfaz (4.10). Na outra hipdtese, = é
acumulado por pontos de A—{z}. Sendo x ¢ Ay, vemos que x deve ser acumulado por pontos
periddicos x; de A. Além disso, o fato de x ser uma fonte implica que os periodos n; de x;
tendem para infinito quando ¢ cresce. Pelo corolario 4.1, terminamos a demonstragao. O

Encerrando a série de observacoes simples, provemos o seguinte fato:

Proposition 4.8. Suponha que Ao := {x € A : x ndo é periddico} contém algum ponto periédico
x € Ng. Entdo, algum intervalo adaptado verifica (4.10).

Proof. Seja «y a érbita de x. Se existir y € A com f(y) € v mas y ¢ =, terlamos y ¢ w(y)
e a prova estaria acabada pela proposicao 4.6. Por isso, podemos assumir que y com estas
propriedades nao existe. Note que existem vizinhancas arbitrariamente pequenas U de « e
aplicacdes continuas ¢ : U — N com ¢y = (f|]y)"! e fo¢(z) = . A auséncia de pontos
y € A — v com f(y) € v implica que U pode ser tomada pequena tal que f~!(p) N A = ¢(p)
para todo p € U N A. Tomemos z € A nao periédico muito perto de z (isso sempre é
possivel porque x € )\g) de maneira que o intervalo (x,z) é levado difeomorficamente em
(f™(z), f™(2)) por f™, (f7(z),f’(z)) C U para todo 0 < j < m e f™(x) = x para algum
m > 0. Quando f™(z) < z, temos que w(z) é uma érbita peridédica em U. Como z nao
é periddico, seguiria que z ¢ w(z) e pela proposi¢ao 4.6 acabamos. Finalmente, afirmamos
que o caso f™(z) > z n@o ocorre, o que encerraria a discussdo. Caso contrario, z seria

recorrente, de modo que poderfamos escolher N > m com fN(z) € (z, f™(z)). Defina
m

V = U(f/(x), f7(z)) C U. Usando que f™(z) > z, vemos que ¢(V) C V. Por outro
j=0
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lado, fN(z) € AN V. Juntando isso com a escolha de U com f~!(p) N A = ¢(p) para todo
p € UNA, segue que fN"1(2) = ¢(fV(2)) € #(V). Repetindo o argumento, obterfamos
f7(2) € V para todo 0 < j < N. Como N pode ser feito arbitrariamente grande (porque z é
recorrente), isto implicaria que toda a drbita de z estaria em V', uma contradigdo com o fato
de f™(z) > z dizer que f™L(2) > f(2), ouseja, f™L(2) ¢ (f(z), f(2)) (e consequentemente
fm™*(z) ¢ V). Logo, z nio é recorrente em nenhum caso e isto completa o argumento.  [J

Neste ponto, estamos aptos para terminar a prova do lema 4.3. Tomemos U C N — Ag um
intervalo com algum extremo xg € Ag. Se xg é periddico, a proposicao 4.8 diz que nao temos
o que provar. Quando zg nao é periédico, aplicamos a proposi¢ao 4.3 para Ag e obtemos um
intervalo adaptado J tal que R(J,Ag) = () ou existe 0 < A < 1 com |¢'(x)] < X para todo
x € Je e R(J,Ay). Como os pontos nao-periddicos sao densos em A, podemos escolher
20 € J N Ay ponto nao-periédico. Suponha inicialmente que zy ¢ A — Ag. Pelo lema 4.5,
podemos tomar zy € Jy C J intervalo adaptado de comprimento pequeno de maneira que
Jo N (A — Ag) = 0. Isto significa que Jo N Ag = Jo N A. Em particular, R(Jy, Ag) = R(Jo, A).
Isto implica que os retornos 1 € R(Jp,A) sdo composi¢oes de uma quantidade finita de
elementos de R(J, A). Como os elementos de R(J, A) verificam [¢'(z)| < X para todo z € J,
isto mostra que Jy satisfaz (4.10) (o que prova o lema neste caso). Com isto, basta considerar
o caso zgp € A — Ag. Neste contexto, tomemos uma sequéncia {x;} C A —Ag convergindo para
zg. Por definicao de Ag, os pontos x; sao periédicos. Denotemos por ~; suas Orbitas e n; seus
periodos. Afirmamos que basta considerar o caso em que para todo € > 0 existe iy inteiro tal
que i > ig implica ; € B(Ag, ) := {2z : d(2,Ap) < £}. Com efeito, comecamos por notar que
n; — 00 porque x; acumula no ponto nao-periédico zg. No caso nao coberto pela afirmagao,
sabemos que existe uma sequéncia y; € 7; tal que y; — y ¢ Ag. Como y ¢ Ay, y é periédico
e y é o limite de uma sequéncia de pontos periédicos com periodos tendendo a infinito. Pelo
corolario 4.1, o lema 4.3 vale, o que prova nossa afirmagao. Em seguida usamos o lema 4.5
para obter um intervalo adaptado zy € J; com J; C J e definimos 6§ = d(Jy, N —J). Observe
que pela proposigao 4.5 podemos assumir que Ny = sup{N(z, Jp) : © € JyNA} < oo. Fixamos
0 < e < /2 tal que para todo a € Ag e y € N com d(y,a) < ¢ valem d(f7(a), f/(y)) < §/2
e os intervalos (f7(a), f/(y)) ndo possuem pontos criticos para todo 0 < j < Ny. Agora para
essa escolha de € > 0 tomemos i inteiro tal que 7; € B:(Ag) para todo i > iy (isto sendo
possivel pela nossa afirmacao anterior). Desejamos mostrar que para todo x € ; N J; com
i > ip vale a seguinte propriedade: existe n > 1 com f"(z) € Jy e |(f")(z)] > AL Isto
implica que x; é uma fonte (para i > ig) e como x; ¢ Ay, a proposigao 4.7 diz que o lema
esta provado. Para mostrar a afirmativa desejada acima, tomamos = € v; N J;. Por definigao
existe 1 < n < Ny com f*(z) € J;. Como 7; € B:(Ag) e 0 < € < §/2, deve existir a € Ay
com d(a,z) < 6/2. Logo, a € JN Ay e d(f*(a), f*(x)) < §/2. Como flz) € Jj, segue
f™(a) € JN Ap. Portanto, existe uma aplicagdo 1 a qual é uma composigao de elementos de
R(J, Ag) com 9(f"(a)) = a. Como os intervalos (f’(a), f/(x)) ndo possuem pontos criticos
para todo 0 < j < n < Ny, fica facil de verificar que ¢ (f"(x)) = x. Em particular, obtemos
|(FV)(@)] = ' (f*(z))|7t > A~L. Isto termina a prova do lema 4.3 (ufa!).

Uma vez que o leitor me acompanhou até aqui, eu pego para que ele descanse um pouco
e, apds relaxar por um tempo, tente reler este argumento de um ponto de vista mais global
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porque isto fard uma diferenca crucial na leitura da terceira nota sobre o trabalho de Pu-
jals e Sambarino. Para ajudar o leitor na sua altamente recomendada releitura do argumento
acima, deixarei algumas palavras-chaves que poderao ser tteis na selecao dos trechos centrais:
sequéncias coerentes de ramos inversos, intervalos adaptados, retornos de intervalos adapta-
dos, lemas 4.2 e 4.3 sobre a existéncia de intervalos adaptados com retornos contrativos e
intervalos adaptados com retornos contrativos implicam o teorema 1.1 de hiperbolicidade de
Mané.

Bem, como a terceira nota sé deverd sair apds as festas de Natal e Ano Novo de 2007, para
vocé que foi paciente e acompanhou-me até aqui, um feliz Natal e préspero Ano Novo! :)
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