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1 Introducao

Em uma conversa com o prof. Marcelo Viana, ele nos mostrou um argumento
simples para provar a invariancia da medida de Birkhoff quando o bilhar é
poligonal. Como nao é comum encontrar uma prova deste fato bastante
conhecido na maioria dos livros-textos (por exemplo, Mané [M]), decidimos
escrever esta nota contendo uma prova simples do teorema de Birkhoff em
um caso particular, porém bem ilustrativo.

Lembre-se que, se U é um aberto limitado de R? cujo bordo OU é a unio
finita de curvas suaves por partes, podemos definir um sistema dinamico
assim: considere uma particula em U em movimento retilineo uniforme cujas
colisdes com QU sao perfeitamente eldsticas (i.e., os angulos de incidéncia e
reflexdo sdo sempre os mesmos). O movimento da particula pode ser estudado
através da seguinte transformacao T : K — K (aqui K := S' x 9U). Dado
(0, p) € K, olhamos para a particula colidindo com oU no ponto p com angulo
. Esta informacao nos permite determinar o préximo ponto de colisao g e o
respectivo angulo de incidéncia 7. Definimos entdao T'(#,p) = (n,q). Veja a
figura 1

Ezercicio 1. Prove que T é mensurdvel. Sugestao: Mostre que 77! (ou
equivalentemente T) envia retdngulos em conjuntos mensuraveis de K, onde
A C K é um retangulo se A =1 x J, com I e J arcos de S' e OU, resp. Isto
conclui o exercicio pois os retangulos geram a o-dlgebra de Borel.

Seja dr a medida de Lebesgue em OU (i.e., se I C U, dr(I) é o compri-
mento de I) e df a medida de Lebesgue em S*.
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Figura 1: Definicao da transformagao associada ao bilhar
Defini¢ao 1.1. A medida de Birkhoff em K é:

u(A) = / senf dr db.
A

Teorema 1.2 (Birkhoff). A medida de Birkhoff u é T-invariante, i.e.,
w(T~1(A)) = u(A) para todo A C K mensurdvel.

2 Prova do teorema de Birkhoff

Nesta se¢ao assumiremos que QU € linear por partes.

Sabemos que os dngulos de incidéncia e reflexao sao sempre os mesmos.
Em particular, se A = {6} x Jy C K, entao, por paralelismo das trajetérias
da particula com dados iniciais em A, obtemos que T(A) = {6;} x J;. Veja
a figura 2, onde nesta figura dr; denota o comprimento dos arcos J;, 2 = 0, 1.

Mais ainda, por paralelismo, as quantidades [y, l; da figura 2 sao iguazs,

l() = ll. (1)
Mas, por defini¢do (veja a figura2),
l; = senb;dr; parai =0, 1. (2)

Portanto, acabamos de provar a segunite afirmacao:
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Figura 2: O caso de angulo constante 6,

Afirmagao 2.1. Se A C K satisfaz A = {6y} x Jo, entdo T(A) = {0,} x J;.
Mais ainda, se dr; sdo os comprimentos de J; (i = 0,1), entdo senbydry =
senfdry.

Defina 7t : K = S' x 0U — S, 72 : K = S' x U — 90U as projecoes
canonicas. Agora, se A = Iy X {rg}, onde ry € OU e Iy é um arco de S*,
entdo temos 7' (T(A)) = I e 7*(T(A)) = Ji, com I, C S*, J; C OU sendo
intervalos. Definindo 0I; = {z;,v;}, 0J; = {pi, ¢} se colocarmos df; :=
comprimento de (1;), por defini¢ao,

dfy = angulo entre as trajetérias de (zo,70) € (Yo, 70)- (3)

df; = angulo entre as trajetérias de (z1,p1) e (y1,q1)- (4)

Veja a figura 3.
Tome a translagao paralela da trajetéria com dados (z1,p;) para o ponto
72T (yo,70)) := g1 de OU, como na figura 4 (na ultima pdgina).
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Figura 3: O caso de posi¢ao constante r

Da figura 4 concluimos (ja que os angulos de incidéncia e reflexdo sao
iguais) que

angulo entre (z¢,79) € (yo,70) = angulo entre (z1,p1) e (y1,¢1).  (5)

As equagdes (3), (4) e (5) juntas provam a afirmacao:

Afirmagao 2.2. Se A C K satisfaz A = Iy x {ro}, entdo dfy = df;, onde
db; é o comprimento dos arcos Iy e I} = (T (A)).
Para finalizar a prova, deixamos para o leitor o seguinte exercicio:

Exercicio 2. Prove que o teorema de Birkhoff segue das afirmacgoes 2.1, 2.2.
Sugestao: Note que p é uma medida produto e use o teorema de Fubini.

Fechando esta nota, propomos:

Exercicio 3. Tente provar o teorema de Birkhoff no caso geral seguindo as
idéias do caso linear por partes. Sugestao: Se vocé nao conseguir fazer este
exercicio, veja a prova em [CM].



Figura 4: Transporte paralelo das trajetoérias
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