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1 Introducao

Desde a Antiguidade sio conhecidos os cinco poliedros regulares de R3: o tetraedro, o cubo,
o octaedro, o dodecaedro e o icosaedro. Tao importantes o sdo, que muitos acreditam que
eles teriam sido a motivacao principal de Euclides em escrever os ”Elementos”.

Um bom mecanismo para estudar as simetrias de cada poliedro regular é o seguinte:
imaginamos que os vértices do poliedro estdo situados na esfera de Riemann e perguntamos
pelo grupo de automorfismos da esfera de Riemann que permutam os vértices. Todos
estes grupos sdo compostos de rotagdes. V-se que o grupo do tetraedro é isomorfo a Ay
(permutagoes pares dos seu 4 vértices, logo contendo 12 elementos), o grupo do octaedro
é isomorfo a Sy (permutacoes das 4 retas que unem os baricentros das faces opostas) e o
grupo do icosaedro é isomorfo ao grupo alternado A (permutagoes pares dos 5 octaedros
obtidos pelos pontos médios das arestas).

Aqui, classificamos os grupos finitos de automorfismos da esfera de Riemann. E o
resultado central é que existem somente 5 tipos de grupos: ciclicos, diedrais, do tetraedro,
do octaedro e do icosaedro.

A idéia central é usar a férmula de Riemann-Hurwitz no corpo K (z)|K (z)¢, onde K
é um corpo algebricamente fechado, G é um grupo finito de automorfismos de K(z)|K
(generalizando assim o caso da esfera de Riemann, que pode ser vista como a superficie
de Riemann do corpo de fungdes racionais C(z)|C ). Note que pelo teorema de Liiroth
[Endler, pg. 171] K(z)“ é racional, e pelo teorema de Artin [Endler, pg. 87] K (z)“|K
é finita, normal e sepradvel com grupo de Galois GG, assim podemos usar a férmula de
Riemann-Hurwitz.

Uma, vez que sabemos os casos possiveis, fazemos uma dnalise detalhada das valorizacoes
de K(x)|K ramificadas sobre K(z)%, que no fim correspondem aos pontos médios das
arestas, aos vértices e aos baricentros das faces dos poliedros em questao.

2 Preliminares

Nesta secao apresentamos certos resultados, muito teis, que serao usados para determinar
o grupo dos automorfismos de K(z)|K.

~

) ¢ K(t)\K, onde

Lema 1 Seja K um corpo, t uma transcendente sobre K, z := <7

[(X),9(X) € K[X], g(X) # 0 e mde(f(X),g9(X)) = 1. Entdo z

=N

)
transcendente sobre



K e [K(t) : K(z)] = max{deg(f(X)),deg(9(X))}. Além disso, K(t) = K(z) , se e sd se
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Com este lema vemos que Aut(K(z)|K) (automorfismos de um corpo de fungoes

racionais) é isomorfo a PGLy(K) (grupo projetivo linear). Pois dado o € Aut(K(z)|K),

pelo Lema 1, temos que o(z) = g;”_‘i_"g onde ad — bc # 0, a menos de uma constante, isto é ,

az+b _ Az+B seesése(z b):)\<A B)onde)\EK*. Donde:

cx+d — Cz+D d C D
Lo(K
Aut(K (2)|K) ~ G;(i() _ PGLs(K)

Vamos supor agora (que serd nosso caso) que K é algebricamente fechado. Entdo temos
uma aplicagao (vista em aula) ¥ : Sk ;) x — K U{oo}, dada por:

_ | r quandow(z—r)=1
Tlv) = { oo quando v(1) =1

Definimos para cada r € K U {0}, v, = v onde r é a imagem de v pela bije¢cdo dada
acima.
Além disso, sabemos que se o € Aut(K (z)|K) entdo o induz bijecao em Sg(z)k :

v—rvog !
E portanto induz uma bijecdo em K U {oc}. De fato, ao usar o expoente —1, temos que
Aut(K(z)|K) age a esquerda sobre a superficie de Riemann, j4 a ac¢do sobre a reta projetiva
¢é dada pelo:

azx+b
cx+d

Lema 2 Seja K um corpo algebricamente fechado e o € Aut(K (x)|K), isto € o(z) =

onde ad — bc # 0. Entdo vy 0 0 = var+s para cada r € K U {oo}.
cr+d

Note que se z1, 22 € z3 sdo pontos distintos da reta projetiva P(K) diferentes de oo entdo
o seguinte automorfismo:

(z — 21) (22 — 23)
(2) =

(21 — 22) (23 — 2)
leva 21, z9 € z3 em 0, 1 e 0o respectivamente (de fato, 7 é composta por uma translagao,
uma homotetia e uma inversdo). Caso algum z; = co entdo tomamos 7 como na férmula
acima porém fazendo z; — oo (p.ex: se z; = oo entdo 7 = ((Z;‘S__Z;)). Novamente os pontos
21, 22 € z3 sdo levados em 0, 1 e co. Note que 7 é tinica pois se outro automorfismo p leva
os mesmos pontos em 0, 1 e co entdo po 7 fixa 0, 1 e oo e por verificacao imediata vé-se
que po T = id.

Em particular dados (21, 22, 23) e (w1, ws, w3) em (P!(K))3, por transitividade, existe
um tnico automorfismo 7 que leva z; em w;. Além disso se 7 é automorfismo que fixa 3
pontos, 7 = id.

Resumindo tudo isso e usando o Lema 2 para traduzir na linguagem de valorizagoes
temos:

Lema 3 Seja K um corpo algebricamente fechado, (v1,v2,v3) e (w1, we,ws) triplas de va-
lorizagoes distintas de Sk (y) k- Entdo existe um unico automorfismo o € Aut(K (z)|K) tal
que v; o ol = wj para j = 1,2,3.



2.1 A Fé6rmula de Riemann-Hurwitz

Usaremos aqui a férmula de Riemann-Hurwitz (vista na palestra do Jodo e do Matheus
e também nas notas de aula) para encontrar os casos a serem tratados no célculo dos
subgrupos finitos de automorfismos na esfera de Riemann.

Antes, recordemos a férmula de Riemann-Hurwitz:

Teorema 4 (A Férmula de Riemann-Hurwitz) Seja F|K um corpo de fung¢des em uma
varidvel, K algebricamente fechado. Seja também G < Aut(F|K), finito com n elementos e
U1, ,Up as valorizagies de SFG|K que se ramificam em F|FC. Fizado j = 1,---,r seja w;
um prolongamento de v; a F', e; o indice de ramificacio de w; sobre FC e dj o coeficiente
de F|FC. Entdo

T
d:
29F—2=n(2gpc—2+2 e_j)
i=1"

Em particular se F = K(zx) é um corpo de fungoes racionais entao
2 «—d;
2oyl
nooiS G
Neste caso particular temos que: K (z)|K(z)“ é separavel, usando o:

Teorema 5 (Liiroth) Seja K um copro e x uma transcendente sobre K. Entdo todo
subcorpo L de K(z) com K C L é uma eztensao transcendente de K do tipo L = K(y).

Para mostrar que K (z)¢ é racional e depois usando o teorema de Artin, conforme foi dito
na, introducao.

Além disso, Ky, = K,; para todo j =1,---r. Supondo car(K)te; temos pelo teorema
da Diferente de Dedekind (ver palestra do Jodo) que d; = e; — 1, donde:

2 "Le;i—1
2-==) 2 —
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Ou ainda: .
1 1
=1 /
Podemos supor que e; < ey < --<ep. Sejal <j<r.

-
Comon22eej22tem052—%21eegl<leportantor22.
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Por exemplo, seja 7 = 2 entao: % = é + é Assim:
n n
RLANTIN LA
€1 €2

E como :—1 é inteiro positivo, vemos que e; = eg = n.

Se r = 3 entao e; = 2 pois senao efl + e;l + egl < 1 e portanto
absurdo.

Analisando os casos temos o seguinte (detalhes, ver [Jones, Singerman, pg. 47, 48]):

<(Qe)—-1<0
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Coroldrio 6 Suponha que car(K) =0 ou car(K)in, F = K(x) corpo de fungdes racionais.
Entao r =2 ou 3. Além disso existem 5 possibilidades para os indices de ramificacdo:

1. (r=2)ee =ey =n.
(r=3),e1=e=2cee3=75 (n par).
.(r=3),e1=2cea=e3=3 (n=12).

.(r=3),e1=2cea=3e3=4 (n=24).

LIS U CR

. (r=3),e1=2¢ee3=3e3=5 (n==60).

3 Subgrupos Finitos de Aut(K(z)|K)
O resultado principal conforme anunciado na introducao é:

Teorema 7 Seja K(z)|K um corpo de funcoes racionais, K algebricamente fechado. seja
G < Aut(K (z)|K) de ordem n. Suponhamos que a caracteristica de K € zero ou um primo
que nao divide n, entdo G € isomorfo a um dos seguintes grupos:

~

. grupo ciclico.

2. grupo diedral Dy, de grau m > 1 de ordem 2m = n.
3. grupo alternado A4 (grupo do tetraedro).

4. grupo simétrico Sy (grupo do octaedro).

5. grupo alternado As (grupo do icosaedro).

Mais ainda, em cada um destes casos podemos encontrar explicitamente os geradores de G.

No que se segue estudaremos os casos dados pelo Corolario 6, donde tiramos as con-
clusdes do teorema. Logo apds a demonstracao de cada caso, é dada uma interpretacao
geométrica na esfera de Riemann, para ilustrar os métodos usados.

Vale a pena notar que a agao de Aut(K(z)|K) sobre Sk(;)x (Lema 2) se extende
linearmente aos divisores de K (z)|K via:

O'(Z NyW) = Z Nowo ™!

onde ¢ € Aut(K(z)|K) e > nyw é divisor de K(z)|K.
w

Em particular, se z € K e div(z) = ) w(z)w entao:
w

o(div(z)) = anwa_l = anwa_l(a(z))wa_l = div(o(2)).

Usando a notacao e os casos do corolario 6, demonstremos o teorema:



3.1 Subgrupos Ciclicos (Caso 1)

Neste casor = 2 e e; = eg = n, portanto v1 e vz sdo totalmente ramificadas em K (z)| K (z)¢
Sejam wy e wy as respectivas extensoes de v1 e v a K(x). Tome y € K(z) tal que div(y) =
w; — wy € seja o € G.

Usando a igualdade fundamental, temos que [K(z) : K(y)] = deg(w2) = 1, ou seja
K(z) = K(y). G age transistivamente sobre os prolongamentos de v e v, logo o fixa w;
e wy e portanto o(y) = cy com ¢ € K*. Agora ¢" = id, logo ¢ é raiz n-ésima da unidade.
Logo G é ciclico e o gera G se e s6 se ¢ é raiz n-ésima primitiva da unidade. Note que
K(z)% = K(y") pois y" € K(2)% e [K(z) : K(y")] = n.

Na esfera de Riemann Sg,)c, ¥ é o gerador de C(z)|C encontrado acima, w; e we
correspondem aos pélos da esfera. Como ¢ é raiz n-ésima da unidade, temos que o(y) =
e y para algum m inteiro. Logo pelo Lema 2, ¢ induz na esfera uma rotagdo de angulo
2mm com eixo de rotacio passando pelos dois pélos.

3.2 Subgrupos Diedrais (Caso 2)

Neste caso r = 3, e1 = ez =2 e e3 = 5 = m. Ora, n = 2e3 diz que existem 2 extensdes de
v3 a K(z), digamos wél) e wgz).

Definicao 8 Seja F|K extensio Galoisiana onde K € algebricamente fechado com grupo
de Galois G = Aut(F|K). Seja v € Sk, e w uma prolongamento de v a F. Definimos

entao:
G(w|v) := {0 € Aut(F|K) ; wo = w}

o grupo de decomposi¢do de w sobre v e
F(w|v) := {0 € Aut(F|K) ; w(oz — z) > 0 para cada z € Oy}
o grupo de inércia de w sobre v.Note que estes sio subgrupos de G = aut(F|K).

Assim, G(wgl)) é ciclico de ordem m. Na verdade, segundo um resultado em [Serre,
pg. 67], como K é algebricamente fechado e sua ordem m nao é divisivel por p entao
G(wél)) coincide com F(wz(,,l)).

Seja y € K(z) tal que div(y) = wgl) - w:g?). Novamento (como no caso ciclico) K(y) =
K(z), K(z)<?> = K(y™) e o(y) = cy onde c é raiz n-ésima primitva da unidade.

Agora, o grupo de Galois G age transitivamente sobre os prolongamentos de vs, logo

(1)

existe 7 € G tal que w( ) = = wy 'T e portanto 7(y) = % para algum o € K* (podemos supor
T(y) = % multiplicando y por a2 )

Como < o >= G(wgl)) < @G tem indice 2 e nao contém 7, temos que G =< 0,7 >.
Finalmente, as relacdes: 0™ = 72 = (07)? = id implicam que G é isomorfo ao grupo diedral
de ordem 2m. Note que K(z)<?> = K(y+y 1) e K(z) = K(y™ +y ™).

Na esfera de Riemann, novamente w31 corresponde ao pélo sul e w§2) corresponde ao pélo

norte da esfera. Tomamos o = e . Logo pelo Lema 2, ¢ induz uma rotacdo na esfera de

angulo , com eixo de rotacdo passando pelos pélos. Agora T = J L induz um automorfismo
~ 1
que permuta os pélos e deixa o equador invariante. Como as extensoes wg ), . (m) de v;
1 ~ . . P .
e wg ), ,wém) sdo caracterizadas pela propriedade da G-6rbita ter comprlmento m, elas

correspondem bijetivamente as raizes (2m)-ésimas da unidade em C U {oo} logo a pontos



no equador da esfera. Trocando v1 por vo eventualmente podemos supor que as extensoes
de v1 correspondem bijetivamente as raizes m-ésimas da unidade.

3.3 O grupo do Tetraedro

Neste casor =3, e1 =2, e2 = 3, e3 = 3, n = 12. Ora, n = 4eq, logo temos 4 prolongamentos
de v9 a K(z). Assim como este nimero é maior ou igual a 3, pelo Lema 3 temos que dado
um automorfismo que fixa cada prolongamento de v2 entao ele é a identidade, isto é, a acao
de G sobre estes prolongamentos é fiel [AschBacher]. Assim G tem representacao fiel em
S4. Como somente A4 é subgrupo de ordem 12 de Sy, temos que G é isomorfo a A4.

Vamos descrever os geradores de G. Seja N o subgrupo normal de G de ordem 4.
Como e; = 213 e K(z)V|K(z)¢ é normal temos que v; de K(z)¢ se decompde em 3
valorizagoes em K (z)V (pois tem indice de ramificacio e;). Cada uma destas valorizagoes
tem 2 prolongamentos a K(x): ng ),ﬁjg ) com 7 =1,2,3 e com indice de ramificacao igual
a 2. Ora entdo em K (z)|K(z)" temos o caso anterior (diedral), portanto temos y € K(z)
tal que K (y) = K(x), div(y) = 'wg) - u"1§2) e temos o e 7 geradores de N tal que o(y) = —y
eT(y) =y

Como vimos no caso anterior, as valorizacoes wgl) e wgl) correspondem aos pontos 0
e oo da reta projetiva enquanto w?), 117%2), wgg) e w@ correspondem aos pontos 1,—1,1
e —i. Como G age transitivamente sobre os prolongamentos de vi, existe p € G tal que

wg)p_l = w?). J4 que N é normal em G, existe 7/ € N tal que prp~! = 7', assim:

B R o B C o I )

ja que N age transitivamente sobre os prolongamentos de cada uma das 3 extensoes de vy
a K(z)V. Porém u?%l)pfl # w§2) pois w( )p (2) . Donde 1;,(1)pr = 1]]%2).
Assim pelo Lema 2, temos que p~! = +ay para algum a € K*. Agora como a ordem

_ (@ %-2a"%2—a"l)y— (a_3—|—a_1))
(a=?+1)y—(a=?+2a~1-1) /7

y—1

y+1°

Finalmente, por substituicao direta, vale 7 = p~'op. Donde G =< 0,7,p >=< 0,p >.

Na esfera de Riemann, como foi visto, os prolongamentos de v; correspondem aos pontos
0, 00,1, —1, 7 e —i de CU{o0}, e portanto definem um octaedro regular. J4 os prolongamen-
tos de vy e vz correspondem aos pontos fixos dos automorfismos induzidos pelos elementos
de G de ordem 3. Assim, os prolongamentos de v9 definem na esfera os vértices de um
tetraedro regular e G é isomorfo ao grupo de permutagoes pares dos vértices desse tetrae-
dro. Agora projete este tetraedro na esfera (centrada no centro da esfera), como o conjunto
dos prolongamentos de v1 € o unico subconjunto de S¢,)c de ordem 6 onde G opera tran-
sitivamente, temos somente mais 2 conjuntos de ordem 4 onde G opera transitivamente, os
prolongamentos de v2 e vz . Donde:

de p é 3 (pois p € G\N), analisando a equacio y = p3(y)(=

obtemos a=2 = —1 assim podemos supor a = i. E dai p(y) = (—4) L=

e Os prolongamentos de v; correspondem aos pontos médios das arestas do tetraedro.

e Os prolongamentos de v3 correspondem aos baricentros das faces do tetraedro.

3.4 O Grupo do Octaedro

Neste caso r =3,e1 =2,e9 =3, e3 =4 en = 24.



Novamente a idéia é ”"quebrar” o grupo G e analisar cada parte. Seja entdao U um
3-Sylow de G. Como #U = 3, pelo corolario 6, temos 2 valorizacoes de K (z)V que se
ramificam (totalmente) em K (x) e como 3fe;, 3tes e 3|ez elas sdo prolongamentos de vy a
K(z)V.

Agora vy tem 8 prolongamentos a K(z), logo G possui 4 3-Sylows, e pelo teorema
de Sylow, G opera transitivamente sobre eles (via representacdo). Seja V' o niucleo dessa
representacdo, V estd contido no normalizador de U que tem indice 4 em G. Logo V é um
subgrupo normal de ordem 1, 2,3, ou 6.

e Se a ordem é 3 ou 6 entdao V possui um 3-Sylow e como V é normal em G, seria o
tnico 3-Sylow de G, absurdo.

e Se aordem é 2 entdo K (z)"|K(x)¢ é Galoisiana de grau 12. Novamente pelo coroldrio
6 v1 e v3 se ramificam em K (z)" com indice de ramificacio 2. Como e3 = 4 temos
que os (r =)6 prolongamentos de v3 a K(z)V se ramificam em K(z) com indice de
ramificagao 2. Mas r < 3 absurdo.

Logo resta somente o caso de ordem 1 e com isso G é isomorfo a Sy.

Identifiquemos os geradores. Seja N correspondente a A4 (normal de indice 2), entdo
v1 e v se ramificam em K (z)"V|K(z)% e vy se decompde em K (z).

Assim, a valorizacio que prolonga v3 em K (z)" se ramifica em K (z)|K(z)" com indice
2 e os dois prolongamentos de vy a K(z)" se ramificam com indice 3. Que é isso? E o
caso do tetraedro em K (z)|K(X)N! Logo se w3 é um prolongamento de v3 a K(x) temos
(como antes) y € K(z), o e p automorfismos em N tais que: div(y) = ws — w3, wz(y) > 0
ews(y) <0eN=<o,p>ondeoc(y) =—-yeply = ag% com a? = —1.

Como o é permutacio de ordem 2 em Ay, ela é um quadrado em Sy, logo o = u? para
algum p € G. Pelo caso ciclico, como K (z)|K(z)<t> tem grau 4 temos 3 valorizagoes
totalmente ramificadas. Ora, wzo~! = w3, logo w3 é uma delas e portanto wau™! = wj,

donde p(y) = cy +d, usando p2 =0, 2 = -1ed=0.

e Se a = c entdo tome u(y) = ay, o(y) = —y e p(y) = ag;—}. Logo, G =< N, u >=<
Ty ps o >=<ps b >.

e Se a # c entdo seja p' = po, ¢ = —a. Com isso temos u(y) = cy, o(y) = —y e
p = c%. Logo G =< N,u >=<o0,p,u>=<p',pu >.

Na esfera, como vimos, os prolongamentos de v3 correspondem aos pontos 0, oo, 1,
—1,i e —i de CU{oo} e estes definem um octaedro regular na esfera. Agora, o conjunto
dos prolongamentos de v; € o tinico subconjunto de Sgy)c com 12 elementos, onde G age
transitivamente. E os prolongamentos de vy formam o inico subconjunto com 8 elementos
de Sc(y)|c onde G age transitivamente. Logo:

e Os prolongamentos de v; correspondem aos pontos médios das arestas.

e Os prolongamentos de v9 correspondem aos baricentros das faces do octaedro.



3.5 O Grupo do Icosaedro

Neste caso r =3, e1 =2, e2 =3, es =5 e n = 60.

Primeiro verifica-se que G é simples, pois se existe IV subrgupo normal préprio entao
K(z)|K(z)N e K(z)VN|K(x)% sio Galoisianas e se enquadram nas 3 primeiras possibilidades
do corolédrio 6. Em cada caso, ocorre uma, contradicao, assim existe f : G — As isomorfismo.

Como A5 =< &,ji > onde & = (12345) e i = (12)(45) com as relagdes 52 = 72 =
(67)2 = @2 = (p7)? = (i6)® = id e 7 = (15)(24). O mesmo acontece com G, tomando
imagens inversas pela f. Logo G =< o, > com as mesmas relagoes.

Agora U =< 0,7 > é subgrupo isomorfo ao grupo diedral D5 de ordem 10. Logo
em K(z)|K(x)V estamos no caso diedral e portanto temos y € K(z) tal que o(y) = cy e
T(y) = % com c raiz 5-primitiva da unidade em K.

Seja p(y) = zzis, como p? = id temos b(a + d) = e(a + d) = 0, assim:

e Se(a+d) #0entdob=e=0e u(y) = ay onde @®> = 1, mas p # id logo @ = —1. Com

isso, (uo)(y) = —cy onde ¢ é raiz 10 primitiva da unidade e (uo)® = id contradicio.
Logo a +d = 0.

e Sea =d =0 entio p(y) = %, donde (uo)(y) = % e (uo)? = id. Contradigio com
(no)® =id. Logo a = —d # 0.

e Segue que u(y) = e’;/tbl. Logo (u7)(y) = u(%) = e;:bl. Como (u7)? = id temos

b

H(y) = _%;_1-

e Finalmente, como (uo)(y) = f%‘;fcl e (uo)?® = id temos ¢ — b?’c — c+ 1 = 0. Logo

b= =+i(c+c?) e u estd determinada.

27
5

Na esfera, vamos tomar ¢ = e k Agora um prolongamento de vz a C(y) corresponde
ao ponto 0 de C U {oc}. Seguindo a érbita pelo grupo G (usando b = —i(c + c*)), temos
que os 12 prolongamentos de v3 correspondem aos pontos

0, oo, i(c+cHd, i(c® + ), onde j =0,1,2,3,4

Mas estes pontos definem um icosaedro na esfera. Novamente analisando a quantidade dos
subconjuntos onde G age transitivamente temos:

e Os prolongamentos de v1 correspondem aos pontos médios das arestas do icosaedro.
e Os prolongamentos de v, correspondem aos baricentros das faces do icosaedro.

Nota: Para verificar se os poliedros sdo realmente regulares use as seguintes férmulas
sobre distancias na esfera de Riemann:
2|z — 2|
se
V(I +12P)(1+['?)
! 2 !
dw,w') = ———=se 2/ =

VITiE

onde z e 2’ sdo as projecoes estereograficas de w e w'.

d(w,w') = 2! # 00
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