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Resumo

O objetivo destas notas é fazer uma apresentacdo resumida de
dois preprints (um por Tao e outro por Colliander, Keel, Staffilani,
Takaoka, Tao) sobre a boa colocagio global da equagio de Schrodinger
nao-linear no caso critico.

1 Introducao
A equacao de Schrodinger-nao-linear é
(1) i Opu + Au = plul* tu,

onde u : I X R* — C esta definida em um certo intervalo de tempo e n > 3.

Nosso objetivo é estudar a questdo da boa-colocagao (local e global) para
o problema de Cauchy associado (especialmente quando o dado inicial tem
pouca reqularidade). Mais precisamente, nos restringiremos a solugdes cujas

energias
1 %
Eu) == 2y atl
W= [ 1vaP+ 2 1

sao finitas. Como o titulo destas notas indica, estaremos particularmente
interessados no caso em que o expoente « é critico. Ou seja, considerando o
scaling natural

©) ur(t0) = —s—uly, 1)



que transforma solugoes de (1) em outras solugdes, diremos que o caso o =

:—J_“g é critico pois deixa a energia invariante.
No que se segue, por razoes que se tornarao claras mais tarde, distingui-

remos dois casos:
e Caso “defocusing”: p > 0;
e Caso “focusing”: pu < 0.

Os teoremas principais que pretendemos estudar sao:

Teorema 1.1 (Tao [T]). No caso defocusing critico (i.e., p >0, a =
Z—fg ), para um dado inicial uy € H'(R") radialmente simétrico, eriste
uma Unica solu¢io u : R x R* — C de (1) definida para todo tempo t € R

com u(0) = ug.

Teorema 1.2 (Colliander, Keel, Stafillani, Takaoka e Tao [CKSTT]).
Em dimensdo n = 3, no caso defocusing eritico (i.e., p >0, o« =5), para
qualquer dado inicial uy € H'(R?), eriste uma tinica solugcdo u : RxR" — C
de (1) definida para todo tempo t € R com u(0) = uy.

Por motivo de completeza, revisaremos os resultados de boa-colocagao
da equacdo de schrodinger nao-linear (1) para dados iniciais em H!'(R"),
evidenciando assim a dificuldade do caso critico (justificando, em particular,
a importancia dos teoremas 1.1, 1.2 acima para a teoria da equagao (1)).

Para finalizar esta introducao, adotaremos a notagao

Observacao 1.3. Durante estas notas, sempre que p > 1 é um expoente, p’
denotard o expoente conjugado, i.e., 119 + 1% =1.

2 A equacao de Schrodinger: o que se sabe?

A idéia para obter uma solucio para a equacao (1) serd encontrar um ponto
fixo para a aplicacao:

¢
(3) ®(u)(t) == e uy + i,u/ =98y |21y ds.
0

Com este intuito, vamos introduzir a nogao de expoente admissivel:



2 n n
(4) 2<¢p<oc e —+-—=_
g p 2
A relevancia deste conceito estd no resultado seguinte, o qual é conhecido
como estimativas de Strichartz:

(5) [[€7 1080 (o) || g (rxmny < Cllu(to)]] megrn)-
e
! ) A
(6) || / 2 () | rerzmy < O F ey
to

Na prova das estimativas de Strichartz acima, um fato importante é a
seguinte estimativa de decaimento:

1 1

(7) €2 fl| orny < CLtI 72T )| £l 1o ey

para p € [2, 0.
ApoOs estes preliminares, podemos passar para a préxima secao que trata
da revisao dos teoremas (locais e globais) classicos para a NLS.

2.1 Teoria local H'(R") para a NLS

Para o primeiro resultado, faremos a seguinte hipotese sobre a nao-linearidade:

e l<a< ™2 sen>3;

n—2’

o Il <a<oo, sen=1,2.

Teorema 2.1. Se « satisfaz a hipdtese acima, entdo, dado uy € H'(R"),
eriste uma tunica solu¢do u da equagao (1) no intervalo [—T,T] com u €

C?E)Halz n LQWQ}’pf onde (T’ p) = (zgij—_li’ (ni(g_{o[lzl)) el = T(HU()”HI,OZ,TL, lu) >

0. Mais ainda, a aplicagdo uy — u(t) € localmente Lipschitz.

No segundo resultado, o caso critico @ = (n + 2)/(n — 2) é considerado.



Teorema 2.2. Sea = (n+2)/(n—2) (n > 3), entio dado uy € H(R"),
eziste uma tnica solugio u de (1) com u € CP N LiWXP, onde (r,p) =
2 . . . ~
((n2f2), (nzfgn+4)) eT = T(ug,n, p, ) > 0. Mais ainda, a aplica¢io ug — u(t)

¢ localmente Lipschitz.

Para o leitor apreciar a utilidade das estimativas de Strichartz, daremos
as demonstracoes dos teoremas acima.

Prova do teorema 2.1. Defina

Bp(T) ={v e C(-T, T} H') n L' (=T, T, W**) : ||[lv]l|z < R},

1/r
onde |[[olllz:= sup [lo(®)[|la + (f_TT(HU(t)HZp + ||va(t)||g,,)dt) :

te[~T,T]
Claramente o teorema segue da seguinte afirmacao:

Afirmagao 1. Existem T = T(||uo||g1, ;) > 0 e R > 0 tais que ® :
Bgr(T) — Bgr(T) é uma contragcao.

Para provar esta afirmacao, lembre-se que por Holder temos
lul*= Vullr < Cllful*™ |l Vullze,
1

onde ; = ¢ + ;. Por outro lado, aplicando Sobolev ao termo |[[[u[*~!|| =
[|ul|% L1y, concluimos

(8) [|ul*™*Vull L < ClIVullg,,
se (a—ll)l — % _ %’ ou seja, % — (a;1) _ (a:ll)_
Colocando juntas as restrigdes ; = ; — % =1- % e = (0‘;1) — (o‘;l),

obtemos
a+l n+a-1
p
Agora, utilizando as estimativas de Strichartz (5) e a desigualdade (8),
ganhamos a estimativa

1/r!

T
(9) [[[@(w)[llr < CIIUoI|H1+C</O IIUIU\‘“IIWI,p'dt>
T ’ 1/r!
< CIIUoI|H1+C</ ||u||3;1,pdt)
0

T alr
< Cllugllas + CT? (/ ||u||£vl,pdt) ,
0



onde d=1—2t =1 — 2 1) Togo, se escolhermos R = 2C||ug| a1,

R R~
9wl < Clluglln + €T ull < T + 017

oy =

se T é pequeno tal que gg Rt <2

T < RU-/9,

Isto prova que ® : Bg(T') — Bg(T). Repetindo a estimativa (9), pode-se
mostrar que ® é uma contragao. Os detalhes ficam a cargo do leitor. O

Note que na demonstracao anterior 7" pode ser escolhido dependendo
somente de ||ug||g1, em parte devido a § = 1 — W > 0, ou seja,

a < Z—fg é subcritico. No caso critico, tal argumento ndo funciona; esta

dificuldade nos obrigara a escolher 7" dependendo de ug, uma sutileza que
serd determinante na obtencao de resultados globais.

Prova do teorema 2.2. Usando Holder, segue que

1/r’

T T 1/r T 1/1
(10( / ||V(|u|a-1u>||;i) < c( / ||Vu||;) ( / ||\u\a-1||£)
T 1r 11
<o) ([ )
0 0
onde%z%—i—%e%z%—i—%.

Comoa:(n+2)/(n—2) (r, p):(%,%) temos [(a— 1) =re

via—1) = (n 2)2 Portanto, da desigualdade de Gagliardo e Nirenberg,

(11) [ellva1) < cllullwre.

Neste ponto da demonstracao, faremos uso de um pequeno lema:

Lema 2.3. Seja (p,q) um par de expoentes satisfazendo a condi¢do de ad-
missibilidade. Dados ug € L*(R") e e > 0, existem § > 0 e T > 0 tais que
se ||vo — uol|z2 < 0 entdo

T 1/q
(/ ||e”%o||%p) <e



Prova do lema 2.3. Primeiramente, lembremos da estimativa de Strichartz:

T 1/q
(/ ||esz||%p) < Il

Tomando § < £/2C', vemos que basta provar

T 1/q
(/ ||€ZtAU0||qu) <ef2.
0

Fixemos wy uma fun¢ao na classe de Schwarz tal que ||ug — wol|z2 < €/4C.
Usando novamente a estimativa de Strichartz acima, Sobolev e o fato de que
eA ¢ grupo unitdrio em H*, temos

T 1/q T 1/q T 1/q
(/ ||emuo||%p) ( / ||ezm(uo—wo>||%p> +( / ||€ZtAw0||qu)

< Clluo — wo|z2 + CTY|wo| gz
Logo, se T é escolhido tal que CT'/9||wp||zs < £/4, concluimos a prova do
lema. U

IN

Voltando para a prova do teorema 2.2, se colocarmos juntas as estimati-
vas (10), (11), lema 2.3 e as estimativas de Strichartz (5), vé-se que, fixado
e > 0, existe T" > 0 tal que

T
([ 1ol )
pode ser estimado por

o[ wetois,a) " ([ s "

(a—1)

T N T L T s

Ce+Cll ((/ ||u||zp>r+(/0 ||Vu||zp>r)-(/0 ||u||;V1,,,)
T >
Ce + Ol (/ ||u||;w,p> |

1/r

IA

IN



Ou seja, vale

12 ([ rewlk.)

Por outro lado, note que

1/r

o
T

] .
<Ce 10l ( / ||u||£vl,p)
0

@
T

19 swlewo -l <0l ([ Tl

[0,7]

Em particular, se definirmos, para todo v € C([0,T], H'(R")) N L"W*
a norma

T

T
[|[wll|z := sup [|@(u)(t) — e uo||r + (/ ||UI|?v1"’> ’
(0,77 0

tem-se que (12) e (13) nos fornecem
(14) @ (u)(®)][lr < Ce + C|p|R*,

se u satisfaz |||u|||r < R.
Finalmente, uma vez provada a estimativa (14), basta seguir os argumen-
tos usados na prova do teorema 2.1 para obter o resultado desejado. O

Coroldério 2.4. Eziste £g > 0 (dependendo s6 de n e u) tal que se ug € H'
com ||ugl|lmr < €9, entdo a conclusdo do teorema 2.2 se estende para todo
intervalo [0, T]. Em outras palavras, se a norma H' do dado inicial é peque-
na, a equacao de Schridinger nao-linear com expoente critico é globalmente
bem posto.

Demonstracdo. Isto segue do fato de que, no caso da norma H' de ug ser
pequena, a estimativa (14) com & = ||ug||g1 € R = 2||ugl|g: diz que ® é uma
contracao da bola {|||ul||r < R}. O

2.2 Teoria global H!(R") para a NLS

Primeiramente, note que a equacao de Schrodinger nao-linear tem duas leis
de conservacao. Mais precisamente, tem-se:

(15) lu(®)llz2 = [luollz2,



(&

(16) E(u(t)) = E(uo),
onde
(17) Blu) = %/'V""”ﬁ/'“'a“'

Para justificar estas leis de conservagao, procedemos assim: aproximando
por fun¢oes em H? e usando a dependéncia continua, podemos supor ug € H2.
Neste caso, multiplicando a equagio de Schrédinger (1) por @, integrando o
resultado e tomando a parte imagindria, obtemos (15); e multiplicando (1)
por —0u, integrando por partes e tomando a parte real, obtemos (16).

A partir destas leis de conservac¢ao, podemos concluir resultados globais
de boa-colocacao no caso subcritico.

Teorema 2.5 (Boa colocagao global no caso defocusing). A equagio
de Schrodinger nao-linear (1) subcritica (i.e., « < (n+2)/(n—2)) com dado
inicial ug € H' é globalmente bem posto no caso defocusing p > 0.

Teorema 2.6 (Boa colocagao global no caso focusing). A equagio de
Schradinger nio-linear (1) subcritica (i.e., @ < (n+2)/(n —2)) com dado
inicial ug € H' € globalmente bem posto no caso focusing i < 0 sob uma das
sequintes hipoteses:

o o<1+ %;
e a=1+2 e |luollr2 < o para uma certa constante co;
o 1+ 2 <aelluollm < p para algum p > 0 pequeno.

Observe que os teoremas globais acima sao bastante distintos dependendo
se estamos no caso defocusing (resp., focusing). Isto se deve a presenca do
termo 47 [ |u[**!, o qual pode ajudar (resp., atrapalhar) a estimativa da
norma H' pela energia. Para ilustrar este principio, vamos demonstrar o
teorema 2.5 e fazer alguns comentdrios sobre o teorema 2.6:

Prova do teorema 2.5. Como p > 0, vale [ |Vu(t)]*> < E(u(t)) = E(uo).
Como ||u(t)||zz = ||uo||z2, tem-se que

(18) lu@®)lz < E(uo) + lluollZ:-



Porém, o teorema 2.1 de boa-colocacao local nos diz que, no caso sub-
critico, o tempo de existéncia da solugdo T depende somente de ||u|x1, i.e.,
T = T(||u||f:)- Em particular, isto implica que, utilizando a estimativa (18)
acima, podemos estender a solucao para qualquer intervalo de tempo. O

“Prova” do teorema 2.6. No caso focusing, o argumento acima nao vale e um
refinamento do raciocinio (baseado em Gagliardo-Nirenberg) ¢é necessario.
Por isso, adiaremos a prova deste resultado para o apéndice. O

Observagao 2.7. Os resultados globais acima sdo 6timos: de fato, pode-se
provar que no caso das hipéteses do teorema 2.6 ndo se verificarem, existe
ug € H'(R") e T* < oo tais que tlirilrl IVu(t)||2 = oo. Veja [LP].

— *

Os teoremas desta subsecao fornecem o cenédrio completo de boa colocagao
global para a equacao de Schrodinger nao-linear no caso subcritico. Isto
motiva a seguinte questao:

Questdo 1. Vale a boa colocagio global para a equagao (1) no caso critico?

Note que o corolario 2.4 d4 uma resposta num caso particular: sim, se a
norma H' do dado inicial é pequena. Mas, como no caso critico o tempo T
de existéncia da solugdo local depende do dado inicial (e ndo somente de sua
norma H'), teremos de buscar por novas estimativas, o que serd o tema da
proéxima secao.

Porém, antes de passarmos ao topico seguinte, notemos que:

Observacdo 2.8. No caso focusing, existem dados iniciais ug € H' para os
quais a solu¢ao da NLS critica “explode” em tempo finito (veja a obser-
vacao 2.7). Portanto, as questoes de boa colocagao global s6 sao pertinentes
no caso defocusing.

Ou seja, por esta razao, daqui em diante iremos apenas considerar
a NLS critica defocusing:

(19) i Oyu+ Au = |u|ﬁu

3 Algumas idéias para o caso critico

Antes de comecar a discutir os argumento envolvidos no tratamento da NLS
critica, vamos fazer certas estimativas preliminares:



Afirmagdo 2. O problema de boa colocacdo global para a NLS (1) critica

(i.e., & = 2*2) se reduz a provar a seguinte estimativa a priori da norma

[20+2)/(n=2)
o] saser < C(B(w)).

L\~

t,z

Prova da afirmagao 2. Seja u uma solugdo da NLS (1) critica definida num
certo intervalo de tempo I = [0,T], ou seja,

t
(20) u(t) = e uy + iu/ =98 |y |2 Lyds.
0
Da definicao segue que
¢
(21) () < lJuollmr + II/ e 2 Dy (ulul*")ds| 2.
0

Por outro lado, por dualidade, para toda f € L?, existe g € L?, ||g|;> < 1
tal que || f||z2 = [ fg. Em particular, podemos escrever

t t
I / 0D (ulul*)ds| o = / / ¢80 Dy (ulul*Y) dx ds,
0 0 n
onde ||9||z2 < 1. Daf segue que

II/ €Dy (ulul*)ds|lz2 < [|e" ]|y 1 Dx (ulul* D]

O termo |[e®*2q|| rz, acima pode ser controlado usando a estimativa de
z,

Strichartz (5) com expoente (p,q) = (p,p), i.e., p = "+2 , donde

t
I [ e Duulul)dslze < CIDuulul™ Y zgeninsn.
O b

Aplicando Hélder na estimativa acima concluimos

t
(22) ”/ e_ZSADm(“‘u‘a_l)dSHLQ < C“Dmu“Li(?“)/”||u||z2_(1lz+2)/(n—2)-
0 ’ x,t

Agora, como u satisfaz (20), da estimativa de decaimento (7)
t
| Dau()|| 2mez < ||€®(Dpuo)]| 2w+ —i—C/ [t—s|" 0t || Dy (ulu|* ") (8)|| 2ms2 ds.
L n L n 0 L (n+4)

10



O termo €2 (D,ug) pode ser controlado pela estimativa de Strichartz (5)
(com expoente (pg, po), Po = 2(n + 2)/n)

||eitA(Dwu0)||L2(n+2)/n S CHU'O”HI’

0 que implica

t
[1Deu(®)]] | 2een SC||Uo||H1+C/ [t = 5|7 || Dy (ulul*")(s)] 2n+) IS
n 0 n

|L +4)

Entretanto, por Holder
1Dz (ulu]® 1) (5) || p2ns2rsmray < C||Dyuls)| pzemrrm [u(s)|%amiaysn2»

donde, pela desigualdade de Young

t __n__ _
H/o [t — s <n+z)||D$u(s)||Lz(n+2)/n||u(s)||%2(,ll+2)/(n,2)ds‘

2nt2) <
n
tel

-1
L;(;L;rz) < CHDwU”Li(tnTH) ||U||zi,tn+2>/(n—2)'

o[ e ey

Logo,

(23)  [1Dsul]
L

sy < Olluollizs + Cllull%tsu o | Dotl] a6
tn x,t L n

x, x,t

Neste ponto, deixamos para o leitor verificar que as estimativas (21), (22), (23)
e a hipotese
ull 2042 < C(E(u)),
L (n—2)

t,x

sao suficientes para finalizar a prova. O

O objetivo a partir de agora sera obter um bom controle da
solugao de modo a concluir

lull 2 < C(E(u).

n—
Lt,m

No caso defocusing, uma maneira de obter um controle razoavel é conside-
rar [, I m(aﬁ - Vu)dz, diferenciar no tempo e integrar por partes, obtendo
assim a destqualdade de Morawetz:

11



2n/(n—2)
[ [ D < -
s N | tel

x|
Entretanto, no caso critico, esta desigualdade nao é 1util porque o lado
direito envolve a norma H'/? ao invés da norma H'; mais precisamente, se
utilizarmos o scaling (2), vemos que o lado direito cresce com A.
Para contornar esta dificuldade, introduzimos a seguinte variante da de-
stqualdade de Morawetz:

2n/(n—2)
(24) // lut, 2) dz dt < C-A-|I|'?- E()
1J|z|<A|1|M/? |z|

(Veja o apéndice para uma prova desta desigualdade.)

Para apreciar a eficiéncia desta desigualdade, vamos estudar um pouco
das idéias (essencialmente devidas a Bourgain) usadas no caso de dado inicial
radialmente simétrico: escolhemos um parameétro pequeno n > 0 e dividimos

o intervalo I de existéncia da solucdo em um nimero finito de subintervalos
2(n+2)

I,...,1I; tais que a norma Ltfz’z) em cada deles é comparavel a n. O ponto
é limitar o nimero J de intervalos por C'(E(u)).

Por um argumento combinatoério de Bourgain diz que para cada intervalo
I; temos uma “bolha” de concentracao, i.e., uma regiao no espago-tempo da
forma {(t,z) : [t —t;| < c(n)N;?, |z — z;| < ¢(n)N; '} dentro de I; x R
na qual a solucao tem energia > ¢(n). No caso de simetria radial, podemos
assumir z; = 0. Além disso, o fato da bolha estar contida em I; x R”
implica na cota inferior N; > ¢(n)|I;|*/?. Entretanto, precisamos de uma
cota superior de modo que a bolha seja comparavel com I; x R".

Seguindo a simplificacao de Tao, obtemos cota superior para N; direta-
mente (ao invés de usar a inducdo na energia de Bourgain) comparando a

solucdo u com as solucdes lineares u(t) := e t"8)8y(ty), se T = [t_,t,].
2(n+2)

Primeiro elimina-se os intervalos I; na qual a norma Ltfg_” das solucoes
lineares uy é grande (a quantidade destes intervalos é controlada pelas esti-
mativas de Strichartz). Se I; é um dos intervalos restantes e a bolha ocorre
na metade inferior de I;, comparamos u com u, para mostrar que o erro
u — u_ € pequeno, donde a bolha nao pode ser muito pequena.

Finalmente, como as bolhas nao sao muito pequenas, se J fosse grande,

poderiamos usar a Morawetz (24) para concluir que os intervalos I; se con-

12



centram muito rapido em algum ponto %,, o que é um absurdo com as leis de
conservagdo da massa local (veja a estimativa (25) abaixo).

Por outro lado o fato da Morawetz (24) ser localizada na origem (devido
ao termo 1/|z|) impoe sérias dificuldades ao caso geral. Em particular, as
idéias envolvidas no caso critico sé serao discutidas na se¢ao 5.

Para encerrar esta se¢do, enunciaremos a lei de quase-conservacao da
massa local, adiando sua prova para o apéndice.

Definicao 3.1.

r — X

Massa(u(t), B(zo, R)) := (/ X ()t @) dac) 1/2,

onde x é uma fungdo bump suportada na bola B(0,1) tal que x = 1 na bola
B(0,1/2) e x é monétona nao-crescente na dire¢ao radial.

A massa local satisfaz a seguinte lei de quase-conservacdo (cuja demons-
tracdo se encontra no apéndice):

CE'/?

(25) |0;Massa(u(t), B(xq, R))| < 7
Por Sobolev e Hélder, a lei de quase-conservacao da massa implica

(26) Massa(u(t), B(zo, R))| < CE'*R

4 A NLS critica I: o caso de simetria radial

Pelo corolario 2.4, se a energia da solugao é pequena vale a boa colocacao
global. Por isso, podemos supor que

e Fixamos £ > ¢ >0, I = [t_,t.], u solugdo de (19) em I com energia

c< E(u) < E.
Em particular, segue que

2n c
(27) )y + O, < CE,

para todo t € [t_,14].
1 <« Cy <« O < (4 sao constantes que s6 dependem de n.
Definimos 7 := C; ' E~¢2.

2(n+2)
Podemos assumir f:_* Jan [u(t, )| =D dx dt > 4n.

13



o Seja ui(t) := e*"t£)2y(t.) a solucio da equacio de Schrodinger linear

4.1

(com dado inicial u(t4)).

Definigao 4.1. Um intervalo I C [t_,t,] é dito excepcional se

2(n+2)
lus| »"2 > n“
I n

para alguma escolha de sinal + ou -

Observagao 4.2. Por (27) e as de51gua1dades de Strichartz temos:

(n+2)
//‘“i|2"+22 < CE°.

Logo, pela defini¢ao acima, vemos que

. ;. C . . .
Existem, no mdzimo, 0(571) intervalos excepcionais.

Proposicao 4.3. Seja I; um intervalo ndo-excepcional. Entao existe
z; € R* tal que

Massa (u(t), B(z;, Cn~C|L|M%)) > en®®|L;|Y?, ¥ t € 1.

Esquema da prova do teorema 1.1

Fixe I1,...,I; uma parti¢ao de [t_,%,] em J > 2 subintervalos tais que

2(n+2)
(28) n< / / ul

paratodo 1 < j < J.

Note que o teorema 1.1 se reduz a provar que
Afirmagdo 8. J < Cexp(CE°).

A prova da afirmacao 3 serda baseada no seguinte argumento combi-
natério devido a Bourgain [B]:

Proposigao 4.4. Existem t, € [t_,t,] e intervalos ndo-excepcionais
distintos L, ..., I, (com K > c n®C0C)log J) tais que

(29) 1| > 2[Lj,| > --- > 2571 I, |
e

d(t,, I;,) < Cn O | V1<k<K.
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Demonstracao. Veja a subsecao 4.2 abaixo. O

Sejam t, e I, ...,

Massa (u(t), B(;,, C’n—C|Ijk|1/2)) > oLV Ve T,

I, como acima. Da proposi¢ao 4.3 vemos que

Utilizando (25), obtemos que
Massa(u(t,), By) > cn®Co| L, |12,
onde By, := B(z;,,Cn~C|I,; |'/?).
Por outro lado, (26) diz que
Massa(u(t,), By) < Cn~¢CoC| 1, |12,

Seja N := () log(%). Tomando C, grande, as duas cotas para a massa
acima e (29) implicam

1
/ u(ts, z)? dx<2/ ults, 2)2 do =
k+N<k'<K Y By By

/ u(te, )2 > en@Ce| 1, |
B\ U By

k+N<k'<K

Pela desiguadade de Holder concluimos

/ |u(t*’x)|2n/(n72) > ch(CO,cl)_
B\ U By

k+N<Kk'<K

Somando em k e levando em conta os cancelamentos telescopicos:

/ |U(t*,x)|("2fn2) Z CT}C(COyCI)%.

Por (27), temos
K<C-n ). N.EC < C(CO’Cl)TI—C(CO:CI)

Como K > cn®(©:C)1og.J (cf. prop. 4.4), temos
J < exp(Cy~ U@ K) < exp(C(Co, Cr, Co) EXC ),

o que finaliza a prova.
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4.2 O argumento combinatdrio de Bourgain

O nosso objetivo agora é provar a proposi¢ao 4.4. A idéia serd utilizar um ar-
gumento combinatorio devido a Bourgain, o qual depende apenas do seguinte
controle da distribuigao dos intervalos I;:

Lema 4.5. Seja I = |J I; uma unido consecutiva de intervalos. Entdo,
J1<5<g2
371 <7 < Jo tal que
1] 2 ey,

Demonstra¢do. Apesar de nao ser dificil, como a prova deste lema serd o
unico lugar onde a hipotese de simetria radial entrard, iremos adia-la para a
subsecao 4.3 abaixo. O

A partir deste lema, podemos terminar a:

Prova da proposicao 4.4. Pela observacao 4.2, temos que existem no maximo
O(n~ ") intervalos excepcionais. Em particular, removendo-os de [t_, %],
restam O(n~“!) componentes conexas. Uma das componentes conexas IV
acima devera ser a uniao de J; > en®tJ intervalos ndo-excepcionais consecuti-
vos. Do corolério 4.5, existe um intervalo I;, C IV tal que |I,]| > en©[TM)];
em particular, d(t, I;,) < Cnp~¢%|IW| para todo t € I(V).

Agora removemos de I!) os intervalos I; com |I;| > HJQ—I‘ Observe que
agora removemos no maximo Cn~¢“ intervalos (pois |I;,| é “grande”). Se
Ji < Cnp ¢, tomamos K = 1. Caso contrdrio, restam O(n ¢“°) compo-
nentes conexas de M) as quais contém pelo menos cn©©.J intervalos. Logo,
existe uma componente conexa I® que é a unido de J, > ¢©“J; intervalos
(cujos comprimentos sdo < |I;,|/2, por constru¢do). Novamente, do co-
rolrio 4.5 conclui-se que existe intervalo I;, C I® tal que |I;,| > en©@|1).

Iterando o algoritmo acima, removemos de I os intervalos I; com |I;| >
‘I;i'. Se J, = O(n ¢“0), tomamos K = 2. Caso contrario, repetimos o
algoritmo acima K vezes até os intervalos acabarem. A proposicao segue
de escolher qualquer t, € I®) e notar que o algoritmo é repetido K >

en©(€o:C) Jog J vezes. O

Observacao 4.6. Note que na prova acima, usamos a existéncia de intervalos
nao-excepcionais. De fato, podemos supor isso ja que, caso contrario, pela
observagao 4.2, terfamos automaticamente que a afirmacao 3 (e, a fortiori, o
teorema 1.1) é verdadeira.
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4.3 Prova do lema 4.5

Antes de tudo, vamos usar (pela primeira e dltima vez) a simetria radial para
obter a seguinte consequéncia da proposicao 4.3:

Corolério 4.7. I; nao-excepcional =
Massa (u(t),B(O,Cn_CUj\l/?)) > en“\ LV vt e I

Lembre-se que a proposi¢do 4.3 diz que a massa da solugdo u (duran-
te o intervalo de tempo I;) deve se concentrar em torno de algum ponto
xj. Moralmente, o corolario acima diz que podemos assumir que o local de
concentracao é a origem.

Prova do coroldrio 4.7. Utilizando (2), podemos supor I; = [0, 1]. Considere
x; como na proposicao 4.3 e fixe ¢ € [0,1]. Temos duas possibilidades:

e 1. |z;| = O(n~9%), C" = C'(n): O resultado é imediato.

e 2. |z;| > n~¢%: Se O’ é grande, podemos achar =’ rotagoes da bola
B(z;,Cn~¢“0) com imagens disjuntas. Pela simetria radial de u, a
massa de u(t) em cada uma dessas bolas é, pelo menos, cn®“. Por
Holder, vemos que isto implica que a L?*/(™~2) norma de u(t), em cada
uma das bolas, é pelo menos cp®“°. Somando as estimativas acima
sobre todas as 17°¢"“° bolas, chegamos a uma contradicdo com (27), se
C'Cy é grande.

Portanto, ja que a segunda possibilidade nao ocorre, obtemos o coroldrio. [

A vantagem de colocar o ponto de concentragao na origem consiste em
que esta informacgao pode ser combinada com a variante da desigualdade de
Morawetz (24) para nos dar:

Corolério 4.8. V I C [t_,t.],

I < Co e,

IjCI

Demonstragdo. Do corolario 4.7 e Holder, segue

u(t, z) >/ (2) _
/<R > en“@| L[~

]
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Vtel;, R>Cn° C°|Ij|1/2. Em particular,

/ / t:c |2n/(n 2) 77000‘[.|1/2
|z|<R |z N o

O resultado segue de combinar esta desigualdade combinada com a vari-
ante de Morawetz (24) e a finitude da energia. O

Finalmente, o corolario 4.8 nos deixa aptos para concluir a
Prova do lema 4.5. Pelo corolario 4.8,

J2
Cop SO 2 317 2 (sup 1) WZU\

J=i J=i

J2
Como |I| = ) ||, acabamos. O

J=Jj1

4.4 Dois comentarios sobre a prova do teorema 1.1

e Na demonstragao acima, a hipotese de simetria radial s6 foi utilizada
para concluir o corolario 4.8; em outras palavras, uma vez que saiba-
mos a priort que o corolario 4.8 é verdadeiro, entao temos o resultado
do teorema 1.1 para qualquer dado inicial (ndo importando se este é
radialmente simétrico).

e O corolario 4.8 para dados iniciais com simetria radial seguiu da com-
binacao de dois fatos: simetria radial = concentracao na origem, o que
gera um absurdo pois a natureza localizada na origem da Morawetz im-
pede tal fenomeno; em outras palavras, a simetria radial s6 é necessaria
porque a Morawetz é localizada na origem (e nao fornece informagao
util em outros pontos).

5 A NLS critica II: o caso geral (em 3D)

O leitor atento ao tratamento dado ao caso radial percebeu que o ponto fraco
da variante da Morawetz (24) é fornecer informacao apenas na origem. Com
efeito, se quissémos proibir a existéncia de solucoes pseudo-sélitons u que se
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movem com velocidade fixa v, ou seja, |u(t,z)| ~ 1 para |z —vt| < 1, entdo o
lado esquerdo cresce como log || enquanto o lado direito cresece como |I|*/2,
0 que nao gera nenhuma contradicao.

Uma tentativa de contornar este problema seria através da estimativa de
iteracao de Morawetz:

(30 [ [ utt.a) dsdt S ol sup ) )
IJR3 tel

A desigualdade acima foi obtida por Colliander, Keel, Staffilani, Takaoka,
Tao no contexto da equacao de Schrodinger nao-linear cibica, mas a presenca
da norma H'/? torna (novamente) a estimativa ndo muito 1til para o caso
critico.

Para piorar a situagao, mesmo que procurassemos localizar a desigualdade
acima para achar uma estimativa invariante pelo scaling (2) e controlada pela
energia (17) como, por exemplo,

/ / fult, z) | dedt < B(u)?|T[*
I Jz|S|1]1/2

a qual, apesar de verdadeira (por Sobolev e Hélder), ndo daria muita infor-
macao nova. De fato, suponha que desejamos evitar comportamento do tipo
séliton, i.e., |u(t,x)| ~ 1 para todo t € R, |z| < 1. Neste caso, vemos que,
na estimativa acima, o lado esquerdo cresce como |I| e o lado direito cresce
como |I]3/2, 0 que ndo fornece um absurdo.

A idéia geral para provar o teorema 1.2 consiste em trés passos:

Primeiro, supondo que o teorema seja falso, existe uma energia critica
FE..i; tal que a norma L%’?E explode para alguma solugao u, a qual chamaremos
solugdo com energia minima de blowup. Entao, prova-se (sem usar Morawetz)
que tais solugoes com energia minima de blowup sao localizadas no espaco e
na frequéncia em qualquer tempo.

Segundo, mostra-se que a solu¢ao (com energia minima de blowup) satis-
faz a desigualdade de Morawetz localizada na frequéncia da proposi¢ao 5.12
abaixo. De modo resumido, esta desigualdade é a versdao localizada na
frequéncia (ao invés do espago) da estimativa de iteracdo de Morawetz (30), a
qual afirma que, apds removermos uma porc¢ao de baixa frequéncia e energia
pequena, o restante obedece boas estimativas Lf,w. Um ponto curioso (e que
torna a prova da Morawetz frequéncia-localizada bastante técnica) é o fato
dela nao ser uma estimativa a priori, mas apenas uma estimativa para as
solucoes com energia minima de blowup.
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Terceiro, usando Sobolev, tenta-se obter L,}fc—controle a partir do Lf’w—

controle, contradizendo a existéncia de solugoes cm energia minima de blowup.
Porém, ainda ha um inimigo: caso a solucao transfira energia de baixas para
altas frequéncias, a norma L} poderia crescer enquanto a norma Lj;, fica
limitada. Evita-se este fenomeno através de uma estimativa da L2-massa
localizada na frequéncia (o que nos dé informagdo em intervalos de tempo
grandes, ao contrario das leis de conservac¢do localizadas no espago); com-
binando esta estimativa com o Lf,z-controle e as estimativas de Strichartz,
podemos controlar o movimento de massa de frequéncias baixas para altas.

5.1 Esquema da prova do teorema 1.2

Esta se¢do é completamente baseada na secdo 4 do artigo [CKSTT] (em
particular, a intersecao sera grande).

Definicao 5.1. Definimos

e para k = 0, ”u“SO(Ian) = sup ||U||L§Lg(Ian);
(¢,r) admissivel

e para k arbitrario, ||u||si(rxrn) = |||V [*ul|so(1xrn);
e NI xR") ¢ o dual de S°(I x R");
o llullysconny 2= VI Flvogasn).
Definicdo 5.2. Para cada numero diddico N € 2% da forma N = 2/ com

J € Z, denotaremos por P<yf a funcao cuja transformada de Fourier é

A~

@(f) = ¢(%i)f(§), onde ¢ é uma funcdo bump suave suportada em
{€ € B : |£] < 2} que é constante igual a 1 em {£ € R® : || < 1}. As
fungoes P>y e Py« <y sao definidas de modo andlogo.

Seguindo [CKSTT], dividiremos a prova em vérios passos:

1. Passo 0: Indugao na energia

e Para todo E > 0, defina

M(E) := SUP{||U||L§,‘;(I*><R3)},

onde I, é intervalo compacto e u varia sobre as solugoes Schwartz
em I, X R® com E(u) < E.
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Isto reduz a prova do teorema 1.2 a mostrar que M (E) < oo para
todo E.

Note que {E : M(E) < oo} é um aberto conexo que contém 0.
Portanto, se o teorema 1.2 fosse falso, existiria F..;; < oo tal que
M (E.i) = oo mas M(FE) < oo para todo E < Eg..

Da defini¢ao de E..; segue:

Lema 5.3 (hip. de indugao na energia). Seja ty € R e v(tp)
Schwartz com E(vg) < Eguq —n para n > 0. Entdo, eziste
v solugio global Schwartz com dado inicial v(ty) em t = ty e
[0llrze, < M(Eerie —n) = C(n). Mais ainda, [[v]ls2 < C(n).

Fixamos 7 parametros 1 > n; > 179 > --- > 1 > 0. Como
M(E.;) = oo, existe I, intervalo compacto e u : I, x R® — C
solugao L;9 enorme, i.e.

(31) lullzso, > 1/n6,
e
Ecri
(32) L < E(u) < Epiy.

Isto motiva a seguinte defini¢do:

Definicao 5.4. Uma solucdao com energia minima de blowup é u
solugado satisfazendo (31) e (32).

Para gerar uma contradi¢ao, note que é suficiente provar que

”u“L%gc < C(an BRI 775)7

0 que é obviamente incompativel com (31).

Por Sobolev, ja que u tem energia minima de blowup, temos as
seguintes estimativas na

(33) Energia Cinética:  ||u||peom ~ 1

(34) Energia Potencial: ||ul|peors S'1

Observe que ainda ndao conhecemos cotas inferiores para a energia
potencial.
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e Considere agora a massa [y, |u|°dz (lembrete: esta quantidade é
conservada). Apesar de u ser Schwartz (logo a massa é finita),
nao ha controle uniforme da massa a partir da hipotese de energia
finita pois as baixas frequéncias de u podem ter energia muito
pequena e massa muito grande. Além disso, é perigoso insistir
na conservacao da massa no caso critico porque a massa nao é
invariante (de fato, ela é super-critica) pelo scaling natural (2).
Entretanto, (33) diz que as frequéncias altas tem massa pequena:

(35) | Psvrull 2y S i VM eLZ.

Logo faz sentido falar de massa para altas frequéncias nas estima-
tivas abaixo.

2. Passo 1: Controle localizado de u

e Desejamos provar que solugoes u(t) com energia minima de blowup
nao existem. Intuitivamente, é natural que elas sejam irredutiveis,
ou seja, nao podem se decompor em duas componentes u(t) =
v(t) + w(t) de energia menor E(v), E(w) < Egy — O(n°) (15 <
n < o) que nao “iterajam” (i.e., cada componente satisfaz a NLS
a menos de pequenos erros), pois isto implicaria que a norma
Ltl,om de v,w seria C(n), donde, aplicando a teoria perturbativa
da NLS, a norma L;, de u é C(n), contradizendo a definigao de
energia minima de blowup. Em particular, esperamos que, para
cada tempo, a solucao seja localizada em frequéncia e espaco até
onde o principio da incerteza permitir (i.e., se a frequéncia estd
localizada em N(t), entdo u(t) estd localizada no espago em escala
1/N(t)).

e Para formalizar esta idéia, precisaremos saber que nao localizagao
em frequéncia implica em estimativas no espaco-tempo:

Proposicao 5.5. Sejan > 0 e suponha que existe N, > 0 frequéncia
diddica e tg € 1, tais que

(36) | P, w(to) |l rrey > m
e
(37) [ ORI PRSI

Se K(n) > C(n) entdo ||ullLo 1. xzs) < C(n)-
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Como a conclusdo da proposi¢ao acima contraria a hip6tese (31),
somos conduzidos ao

Corolério 5.6 (Localizagdo da energia em frequéncia). Uma
solugdo com energia minima de blowup satisfaz que para cada
t € I,, existe N(t) € 2% freq. diddica tal que, para todons < n < mnq
temos:

(a) energia pequena nas frequéncia < N(t):
(38) [P<cpnpyu(®)llm < n,

(b) energia pequena nas frequéncias > N(t):
(39) 1Pomn@u@lm <,

(¢) energia alta nas frequéncias ~ N(t):

(40) | Penynty<.<cmnwu(®)|lm ~ .
Demonstracao. Veja a secao 5.2. O

Agora vamos mostrar que solucoes com energia minima de blowup
sao localizadas no espaco: dividimos I, = I_UI UL, t.q. [, [ps [ul'® =
5 o Jge lul" para I =1_, I, .

Em particular, (31) implica
1

(41) ||u||L}0 Z —, Dpara I= 177[0514-'
Tle

Logo, basta achar L%f;-cotas boas em algum dos I, Iy, I, para

contradizer (31). Serd no intervalo o meio Iy que encontraremos
localizacao no espacgo, através dos seguintes estagios:.

Estdgio 1. A energia potencial [o, |u|® € limitada por baizo:

Proposicao 5.7. Para qualquer u solugcdo com energia minima
de blowup et € Iy,

(42) lu(®)llze > m.

FEstagio 2. Usando (42), prova-se concentra¢ao no espago (para
cada tempo):
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Proposicao 5.8. Toda u solu¢dao com energia minima de blowup
satisfaz que, para cada t € I, existe z(t) € R® com

@ Vut.a) Pds 2 ()
|z—a(t)|<C(m)/N(t)
€
w ults2) P 2 )N (D),
z—a(t)|<C(m)/N(¢)

para todo 1 < p < oo (a constante implicita depende de p). Em
particular,

(45) Vu(t,z)|dz 2, c(m).

/I—I(t)SC(m)/N(t)

Grosseiramente, esta proposicao diz que u(¢, x) tem tamanho médio
1

N()? quando |z — z(t)| < ~@- Note que isso é consistente
com (33), corolario 5.6 e o principio da incerteza.

Estdgio 3. A energia é pequena em |z — xz(t)| > ﬁ:
Proposicao 5.9. Se u é solucdo com energia minima de blowup,
entao para todo t € Iy,

(46) / |Vul?dz < ;.
lo—w(t)|>1/mN (1)

Estagio 4. Os passos anteriores dizem que para cada t existe
z(t) tal que a energia cinética (e de fato, a potencial também)
é pequena longe de z(t) e as energias cinética e pontencial sao
grandes perto de z(¢). Combinando isso com anélise de Fourier,
prova-se que:

Proposigao 5.10 (Desigualdade de Sobolev reversa).
(47)
/ \Vu(ty, )|?dz <y + C(nr, mo) / lu(t, z)|%dx,
BR(E()) B

C(n1,mp)R(T0)

onde u é solucdo com energia minima de blowup, ty € Iy, xo € R3
e R>0.
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Ou seja, a menos de um erro 7;, a energia cinética é controlada
pela potencial.

e Observagao 5.11. A desigualdade de Sobolev reversa sé vale quan-
do a solugao tem energia minima de blowup. Em geral, ela é
falsa, inclusive para a solucao da equacao de Schrodinger linear;
Também a proposi¢do 5.7 é falsa (em geral): para solugoes da
equagao de Schrodinger linear, a norma LS tende a zero quando
t — oo.

3. Passo 2: Estimativa de Morawetz localizada.

e Mesmo tendo em vista as estimativas acima, ainda estamos longe
de concluir a prova do teorema 1.2, j4 que nao podemos evitar
blowup em tempo finito (i.e., N(t) — oo quando ¢ — T,) nem
solugdes tipo-séliton (i.e., N(t) é quase constante para todo t).

e Nesta direcao, uma versao localizada em frequéncia da Morawetz
de iteragao (30) é necessdria. Para obté-la, trabalharemos com a
frequéncia minima de w:

e Comparando (40) com
| Petno) v )< <cmon@ ()l < Clno) N (@)||ull g r2,
concluimos que
N(t) > c(no)llullpgerz, ¥Vt € L.
Em particular, a quantidade

tely

é estritamente positiva. Ny, é a frequéncia minima de u (em Iy).

e De (38) segue que as frequéncias [£] < ¢(no)Nmin tem energia
pequena. Logo, é razodavel que Strichartz implique em contro-
le no espago-tempo. O préximo passo é obter mais controle nas
frequéncias altas |£] > ¢(10) Nmin (além das estimativas de ener-
gia (33) e (34)):
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Proposicao 5.12. u solugcdo com energia minima de blowup =
VN, < ¢(n3) Nmin,

(48) / / Poul* < mN.®.
Iy

Observagdo 5.13. Em (48), N® é um fator natural para o sca-
ling (2); n; reflete a hipétese de N, ser pequeno: para N, peque-
no, se consideramos o scaling para N, = 1, estamos empurrando a
energia para as altas frequéncias e, portanto, nao é absurdo pensar
que a norma L* (super-critica) é pequena.

Quanto ao tamanho de N,, se escrevermos ¢(n3) para todas as
constantes do coroldrio 5.6 com 7 = 73, entdo a constante c(n3) da
proposigao 5.12 é ¢(n3) < é(n3)ns, donde para frequéncias abaixo
de N,/ns a energia é pequena e para frequéncias acima de N, a
massa L? é pequena (a menos de fatores de N, que podem ser
normalizados pelo scaling para 1).

A combinacao das proposicoes 5.12 e 5.8 implica

Corolario 5.14. YV u solu¢do com energia minima de blowup,

(49) N(t)"'dt S C(m,m3) N

min*
Iy
Demonstracao. Veja a secao 5.3. O
Observagao 5.15. (49) é invariante pelo scaling (2) (/N é propor-

cional a (comprimento) ! e t é proporcional a (comprimento)?).

Observagao 5.16. No caso radial (onde o ponto de concentracao
é, como ja vimos, z(¢) = 0) Bourgain [B] (veja também a segao 4)
provou que

(50) /I N(t) dt < |1]V2

Tanto esta estimativa quanto (49) sdo eficientes para controlar o
tempo que N (t) permanece préximo a Ny, mas o corolario 5.14
é muito mais fraco que (50) para controlar o tempo que N(t) >
Npin- Caso (50) fosse verdadeira no caso nao-radial, a prova do
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teorema 1.2 seria muito mais curta. Além disso, comparando (48)
com os resultados da secao 4, vemos um controle mais fraco sobre
a concentracao da solugao. Informalmente, (48) permite um trilho
continuo no tempo de bolhas na frequéncia N > 1 com tamanho
~ N2 extensdo espacial N~! e duracio ~ N~2; ji (24) restringe
tais bolhas a um conjunto com dimensao de Hausdorff < 1/2 no
tempo.

Estas dificuldades serao contornadas no préximo passo com a esti-
mativa (localizada em frequéncia) de quase-conservagao da massa
L? do lema 5.18 abaixo.

e Deste coroldrio temos a seguinte estimativa Ltl’oz quando N(t) é
limitado por cima:

Proposicao 5.17. Dado I C I, se existe Np,u. > 0 tal que
N(t) < Npag V t € I, entio toda solugdo com energia minima
de blowup localizada satisfaz
N,
||U||Lg0m(IxR3) + ||U||51(1><R3) < C'(771; 3, M)-
’ Nmin

Demonstracao. Veja a secao 5.4. O

e Deste coroldrio obtemos uma contradi¢ao com (41) se Nyaz/Nmin
é limitado, ou seja, N(t) varia em intervalo limitado.

4. Passo 3: Nao-concentracao da energia. Assim como em todo
argumento de boa-colocagao, temos que excluir a possibilidade N(t) —
oo quando t — T, < oo (ja que o coroldrio 5.17 diz que essa é a tnica
situagdo para uma solugdo com energia minima de blowup).

e O corolério 5.6 diz que, neste caso, quase toda energia sai das
frequéncias préximas a N,,;, para as frequéncias muito maiores
que Np,in- Enquanto isso é compativel com a conservacao de ener-
gia, tal cendrio seria absurdo se a massa for bem distribuida no
tempo.

e Mais precisamente, sabemos que existe t, € Iy com N (tpin) =
Nyin > 0. Pelo corolario 5.6, no tempo %,,;,, a solucao tem a maior
parte da energia perto de N,,;,, donde as frequéncias médias tem
massa limitada por baixo:

(5]‘) ||Pc("70)Nmin SSC(no)Nmmu(tmm) ||L2 Z C(nO)N’r;ZI’n,
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e A idéia é provar a lei de quase-conservacao em altas frequéncias
abaixo:

Lema 5.18. Se u é solu¢do com energia minima de blowup (em
particular, N(t) € ilimitado em Iy), entao ¥V t € I,

(52) | P> ppoou(®)||z2 Z m-

Moralmente este lema diz que alguma massa fica nas frequéncias
altas, apesar de que boa parte dela pode ir para frequéncias muito
baixas.

e QObservagao 5.19. E necesséri trabalhar com frequéncias altas pa-
ra explorar a quase-conservacao porque freugéncias muito baixas
tem massa ilimitada. Essa idéia de cortar a solugao em frequéncias
para explorar leis de conservacao é baseada no I-método para
equacgoes sub-criticas.

e Com o lema 5.18 mostra-se que o cendrio de rapida perda de ener-
gia (onde a solugdo concentra energia em altas frequéncias) nao
ocorre; ao contrario, a solug ao sempre deixa uma quantidade nao-
trivial de massa e energia nas frequéncias médias. Isto servira para
provar:

Proposicao 5.20.
para todo t € I.

e Combinando a proposi¢ao 5.20 com o corolario 5.17 temos contra-
di¢do com (41), o que prova o teorema 1.2.

Para encerrar esta seg¢ao, diremos quais sao os papéis de algumas das
constantes 7:

e 7; = quantidade de energia potencial (em todo tempo) para as solugoes
de energia minima de blowup (proposi¢ao 5.7) e tamanho da concen-
tracao (em escala 1/N(t)) que ocorre no espago (para todo tempo) em
solugbes com energia minima de blowup (proposigao 5.8)

e 7o = quantidade tal que 1/79 é o tamanho (em escala 1/N(t)) do lugar
onde a energia fica localizada (proposic¢ao 5.9)
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e 73 = medida (em escala N,;,) para “alta frequéncia” na desigualda-
de de iteracgdo de Morawetz localizada em altas frequéncias (propo-
si¢ao 5.12)

e 7, = frequéncia (em escala N,;,) abaixo da qual a evolugdo néo pode
mover uma quantidade definida (= 7;) de massa L?

e 7)o = constante universal pequena (aparece no corolério 5.6, entre outros
lugares)

5.2 Prova do Corolario 5.6

Para ¢ € I,, definimos N (t) := sup{N € 2% : ||P<yu(t)||m < no}. Sendo u(t)
Schwarz, N(t) > 0 e, pela cota inferior, em (33), N(t) é finito. Por definigéo,

[ Peaniyw(®)|| ar > 1o

Seja 5 < 1 < ng. Escolhendo C(n) grande vale (39) ja que, caso contrario,
a proposicao 5.5 implicaria ||ul[p10 (1, xr3) < C(n), contradizendo (31) para
N6 pequeno. Em particular, vale ,(39) para n = 19. Como 38 também vale
para 1 = 1o (por construgao), concluimos, por (33), que a cota (40) vale para
N = Mo, 0 que implica (novamente por (33)) a mesma cota para 15 < n < 7.
Finalmente, (38) vale para todo 75 < n < 1o se ¢(n) é pequeno porque, caso
contrario, usando (40) e a proposi¢ao 5.5 terfamos ||u| o r.xge) < C (1), uma
contradicao.

5.3 Prova do Corolario 5.14
Se N, = ¢(n3) Npin, a proposicao 5.12 diz

/ ‘PZN*U
Ip JR3

Por outro lado, (33) implica

L <SmN? S Cnyns) N

min-°

PSS NG Panu

|Pen.u L S NN,

/Im—w(t)lﬁc(m)/N(f)
para cada t € I,. Logo, (44) e a desigualdade triangular (combinado com
N, < c¢(n3)N(t)) temos

» [Py, ul* 2 e(m)N ()~
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O resultado segue da comparagao das estimativas acima.

5.4 Prova do Corolario 5.17

Pelo scaling (2), podemos supor Ny, = 1. Do corolério 5.14,

‘I| 5 C(Tlla 3, Nmam)-

Seja & = §(no, Nmaz) > 0 pequeno (a ser escolhido). Partimos I em O(‘Jﬂ)
intervalos Iy,...,I; de comprimento < §. Tome ¢; € I; qualquer. Do co-
rolario 5.6 € N(t;) < Npap segue que

||P0(n0)Nma:pu(t])||Hl S 770'
Defina u(t) := /"2 P o) Npnae (t5)- A estimativa acima significa que
[u(t;) — u(t) |l < 0.
Entretanto, por (33) temos
[a() |10 S C (0, Nomaa)[[0(t5) |t S C (10, Nonaz )
para todo ¢ € I;, donde
(%) N[l 0,15 x2) S C (10, Nnaz ).
Analogamente, temos

IV(E@ @)l ¢ < NIVa@)llze-la@®llze < C 0o, Nmaa) @)1 S C (10, Nimas),

[
Ly

e portanto,
() IV 39751 sy S C 10> Nimaa) 5.

Das estimativas (x), (**), a cota na energia (33) e da teoria de perturbagéo
da Schroédinger (com erro e = —|u|*u), temos que para § pequeno

llull Lo (1 xrey S 1.

Somando essa estimativa sobre os O(%) intervalos I;, tems a L}f;—estimativa
desejada. Por fim, a estimativa da S! norma segue da teoria de Strichartz.
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6 Apéndice

6.1 Prova do teorema 2.6

Nesta se¢do seguiremos a prova de Linares e Ponce [LP].
Usando Gagliardo-Nirenberg e a conservacao da norma L2, temos

(54)  Nu@®ll e < CIVu@® Iz llu@)z" = ClIVu®)l|z: luoll 3’

1 _p(l 1y, 1-0 .
com 5 = 0(3 — ;) + 5, ou seja,

_n(a-1)
C 2(a+ 1)
Da defini¢ao da energia F(u) segue que

(a+1)—n(a—1) n(a—1)

(35)  IVou®)l3 < [E(uo)| + Calpllluoll ™= [IVau(®)ll, * -

Primeiro considere o caso em que « € (1,14 1), i.e., "(0‘2_1) < 2. Pondo
y =y(t) = [|[Vyu(t)||2, temos que (55) implica
(a+1)—n(a—1) _
(56) y* < E(uo) + Clluoll = -y*7,
onde vy =2 — @ € (0,2). Portanto, existe M = M(||uo||#1, n,c, 1) > 0
independente de T tal que

sup || Vzu(t)]|s < M.
(0,77

Desta H'-estimativa a priori segue a boa-colocacao global.
Segundo considere o caso a = 1+ 2. (56) diz que

(57) y? < B(uo) + Cllug||*/"y”.

Portanto, existe ¢ > 0 tal que se ||lugpll2 < ¢y entdo vale a boa-colocagio
global.
Finalmente, no caso @ € (1 + 2,2£2)  denotando 6 = |[lug||2, temos
que (56) é
YA() < Blug) + O824 (1),
n{a—1)

com v = == —2 > 0. Se ||ug||l;x < p (p suficientemente pequeno),
obtemos novamente M > 0 tal que y(t) = ||Vzu(t)||s < M, donde segue a
boa-colocagao global.
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6.2 Prova da variante da desigualdade de Morawetz (24)

Nesta se¢ao seguiremos a prova de Tao [T, se¢ao 2.3].
Usando o scaling (2), podemos assumir A|I|'/2 = 1. Como u satisfaz (1)
pode-se verificar que vale a identidade de conservacao do momento local

- 1 2
0rS(udku) = —20;R(0pudju) + éakA(|u|2) - —28k|u|2”/("_2),
n _—
Multiplicando esta identidade por Oya, onde a é uma fungdo suave de

suporte compacto, integrando no espaco e fazendo algumas integracoes por
partes, obtemos

875/ 8ka%(ﬂ8ku) = 2/ 8]8ka%(8kui3]—u)

1
(58) + 5/ (—AAa)|ul?
2
(59) o / DA,
Aplicaremos isso a funcio a(z) := (¢2 + |z|?)Y/2x(x), onde x é uma fungio

bump suportada em B(0,2) que vale 1 em B(0,1) e 0 < ¢ < 1 é um
pardmetro. Nao é dificil ver que a é convexa na regido [z| < 1. Em par-
ticular, (0;0ra)R(0kud;ju) é ndo-negativo. Mais ainda, como

n—1 g2

Aa =
T e @

(n—1)(n-3) 6(n—3)c N 15¢4
@+ PP @Ry T @ PP

na regiao |r| < 1, temos que —AAa, Aa sao positivos nesta regiao pois
n > 3. Naregido 1 < |z| < 2, a e todas as suas derivadas sdo limitadas
uniformemente em ¢, e portanto as integrais acima sao limitadas por O(E(u))
(usando 26 para controlar os termos de ordem baixa). Essas estimativas
combinadas implicam

—AAag =

u(t, =) ?

3/ %aauaazc/ —— = —dr — CE(u).
' z|<2 (@011) |z|<1 (€2 + |z[2)/2 ()
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Integrando em ¢, lembrando que a é Lipschitz, temos

lu(t, =) ?

sup Vu(t,x (t, ) dx>c// W) R
tel /|cc|§2| ( )| | | 2| <1 52+|.’E| 1/2 ( )| |

Por (26) e Cauchy-Schwartz, o lado esquerdo da desigualdade acima é O(E(u)).
Como |I| = A71/2 < 1, obtemos

lu(t, z)
———————dx < CE(u).
//|x|<1 e + |33‘ 1/2 N (u)

Fazendo ¢ — 0 e usando convergéncia monétona concluimos (24).

6.3 Prova da lei de quase-conservacao da massa local

Nesta se¢ao seguiremos a prova de Tao [T, se¢ao 2.2].
Note que se u ¢ solugdo de (1), entdo 0|u(t,z)|* = =2V, - S(aVu(t, 7).
Integrando por partes,

T — 2y

R

r — I

R

O:Massa(u(t), Br(z))* = %/X( YW ( )X(aVu(t, x)))de,

o que implica por Cauchy-Schwarz que

1/2
|0, Massa(u(t), Br(xo))?| < %Massa(u(t),BR(xo)) (/ |V u(t, x)|2dx> )

E<|z—zo|<R

Logo, se u tem energia E(u) < E, concluimos (25).

Referéncias

[B] J. Bourgain, Global well-posedness of defocusing 3D critical NLS in the
radial case, Journal of the A.M.S., 145-171, 12, 1999.

[CKSTT] J. Colliander, M. Keel, G. Staffilani, H. Takaoka,
T. Tao, Global well-posedness and scattering for the energy-
critical nonlinear Schrédinger equation in R®. Preprint 2004,
http://front.math.ucdavis.edu/math.AP/0402129.

33



[LP] F. Linares, G. Ponce, Introduction to Nonlinear Dispersive Equations,
Publicagoes Matemadticas do IMPA, 2004.

[T] T. Tao, Global well-posedness and scattering for the higher-dimensional
energy-critical non-linear Schrodinger equation for radial data, Preprint
2004, http://front.math.ucdavis.edu/math.AP/0402130.

34



