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Expansividade, Especificacao e Sensibilidade em Fluxos com

Singularidades

Laura Senos Lacerda

Orientador: Alexander Eduardo Arbieto Mendoza

Esta tese tem como objetivo estudar as propriedades de expansividade, especificagao
e sensivilidade as condicoes iniciais para fluxos de classe C' que, possivelmente, tem

singularidades.

Bowen, [11] introduziu uma definigao de expansividade para fluxos que, em variedades
compactas e conexas sem bordo, nao admite singularidades. Nesta tese nds mostramos
que, segundo essa definicao, existe um residual sobre o conjunto dos campos vetoriais de
classe C'! onde todo campo vetorial expansivo ¢ Axioma A sem ciclos. Em [47], Komuro
extendeu essa definicao para outra que tem o atrator geométrico de Lorenz como exem-
plo, e entao, admite singularidades. Nés mostramos, também, que todo fluxo que satisfaz
a definicao de expansividade dada por Komuro de maneira robusta é tal que as orbitas
criticas de qualquer fluxo suficientemente préximo sao hiperbdlicas. Como conseqiiencia
temos garantida, em dimensao 3, a existéncia de um residual no conjunto dos sistemas
robustamente expansivos por Komuro no qual qualquer fluxo é seccional-Axioma A. Sobre
especificagao, nés mostramos que um campo vetorial que satisfaz a propriedade de especi-
ficagdo de maneira robusta é um campo Anosov. Mostramos, também que um conjunto
isolado com essa propriedade é transitivo e seccional hiperbdlico. Sobre a sensibilidade
nés mostramos que em dimensao trés, se o campo X é seccional-Anosov, entdao a pro-
priedade de sensibilidade as condicoes iniciais se mantém para todo campo vetorial Y C*
proximo a X com tal propriedade, mesmo que o maximal invariante de ¥ nao coincida
com o conjunto nao-errante, mesmo que o fecho dos periddicos de Y nao seja denso sobre

o maximal invariante ou que Y nao seja transitivo.
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Expansivity, Specification and Sensibility in Flows with

Singularities
Laura Senos Lacerda

Advisor: Alexander Eduardo Arbieto Mendoza

The main objective of this thesis is study the properties of expansivity, specification

and sensitivity to initial conditions in class C* flows possibly with singularities.

Bowen, [11] introduced a definition of expansivity for flows that don’t have singularities
in closed manifolds. In this thesis we show that, according to this definition, there is a
residual over the set of all class C' vector fields where every expansive vector field is
Axiom A without cycles. In [47], Komuro extended this definition to another one that
exhibits the Lorenz geometric attractor as an example, and therefore, allows singularities.
E show that every flow that satisfies the expansivity definition given by Komuro in a
robust way is such that every critical orbit of every sufficiently close flow is hyperbolic.
As a consequence, in dimention 3, we obtain a residual over all expansive systems in which
every flow is sectional-Axiom A flow. About specification, we show that every vector field
that satisfies specification property in a robust way is an Anosov vector field. Also, we
show that an isolated set with this property is a transitive sectional hyperbolic set. Over
sensitivity, we show that in dimension 3, if the vector field X is sectional-Anosov such
that the non-wandering set coincides wtih the invariant maximal set, then the property
of sensitivity to initial conditions holds for every vector field Y C! close to X with this
property, even if the invariant maximal of Y don’t coincide with the non-wandering set,
even if the closure of the periodic points is not dense over the maximal invariant, and

even if Y isn’t transitive.
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Introducao

Um dos temas mais importantes para investigacao em sistemas dinamicos na atualidade
¢ a nocgao de caos. No caso da dinamica ser discreta, esse conceito evoluiu para diferentes
nocgoes para um sistema caotico. Podemos citar, por sua relagao com o trabalho que
desenvolvemos, a definicao de Devaney [18], que exige que para uma aplicagao f definida
num espa¢o métrico X seja cadtica em um conjunto invariante ¥ C M, ela deve ser
transitiva em Y, deve ser sensivel as condicoes iniciais em Y, e ainda, f deve ter pontos

periddicos densos em Y. As seguintes defini¢oes esclarecem esse conceito.

Definicao 0.1 Dizemos que uma aplicacao f definida em um espago métrico X é sensivel
as condicoes iniciais em Y se existe r > 0 tal que para cada ponto v € Y e cada € > 0

existem y €Y e k > 0 tais que d(z,y) < e e d(f*(z), f*(y)) > r.

O conceito de sensibilidade as condigoes iniciais estd intimamente relacionado com
o conceito de expansividade: uma aplicacao é dita expansiva se quaisquer duas orbitas

distintas se separam de uma distancia fixa. Mais precisamente:

Definicao 0.2 Uma aplicagao f : X — X definida em um espago métrico X é dita
positivamente expansiva se existe r > 0 tal que para quaisquer pontos distintos x,y € X
existe k > 0 tal que d(f*(z), f*(y)) > r. Se f é um homeomorfismo, entio dizemos

que f € expansiva se para quaisquer pontos distintos x,y € X existe k € Z tal que

d(f* (@), fAy) = 7.



Os homeomorfismos expansivos foram introduzidos por Utz [96] na metade do século
vinte, e desde entao uma extensa literatura sobre essas aplicagoes vém sendo desenvolvida.
Como exemplos importantes dessa classe de homeomorfismos temos a aplicacao shift na

dinamica simbdlica, os conjuntos hiperbdlicos e aplicagoes pseudo-Anosov, entre outros.

A propriedade de expansividade tem freqiientes aplicacoes em teoria da estabilidade,

dinamica simbdlica e teoria ergddica.

Uma questao natural que segue ¢ a de estender tal conceito para fluxos. Nessa diregao,
em [11], Bowen introduz a seguinte definigdo para expansividade, que chamaremos Bowen-
expansividade, em homenagem ao autor. Segundo essa defini¢cao, todo ponto fixo deve ser
isolado na variedade, e portanto, em variedades conexas, um fluxo Bowen-expansivo nao

admite pontos fixos.

Um préoximo passo, ¢ o problema, comum em sistemas dinamicos, de entender as
consequéncias de uma propriedade dinamica caso ela se apresente de modo robusto. No
caso em que a propriedade de Bowen-expansividade é robusta, temos o resultado de [67]
que garante que, na topologia C*, dizer que um fluxo ¢ robustamente Bowen-expansivo, ou
seja, ¢ Bowen-expansivo e existe uma vizinhanga formada por fluxos Bowen-expansivos,

é equivalente a dizer que ele é quase-Anosov.

Nessa direcao, um dos resultados desta tese que garante a existéncia de um subconjunto
residual sobre o conjunto dos campos vetoriais de classe C' munido da topologia C*! onde

todo campo vetorial Bowen-expansivo é Axioma A sem ciclos.

A pergunta natural que segue todo esse esforco é a de estender a nocao de expansivi-
dade dada por Bowen para outra definigdo que admita pontos fixos. Komuro, em [47]
e no estudo das propriedades caoticas do atrator de Lorenz, observou uma propriedade

que continha a esséncia do conceito de Bowen-expansividade. Nesse trabalho ele intro-



duz uma nova definicao para expansividade que agora admite singularidades, e que tem
como exemplo o atrator geométrico de Lorenz, (veja [28]). Nesse trabalho, Komuro de-
fine essa propriedade pelo nome de expansividade fraca. Nesta tese nés chamaremos essa
propriedade de Komuro-expansividade. Como as propriedades geométricas do atrator de
Lorenz sao robustas fica entao demonstrada a existéncia de um aberto constituido por

fluxos Komuro-expansivos.

Outro resultado desta tese garante que todo fluxo robustamente Komuro-expansivo
é tal que as oOrbitas criticas de qualquer fluxo suficientemente proximo sao hiperbodlicas.
Como conseqiiencia temos garantida, em dimensao 3, a existéncia de um residual no con-
junto dos sistemas robustamente Komuro-expansivos no qual qualquer fluxo é seccional-
Axioma A, ou seja, seu conjunto nao-errante pode ser decomposto como uma uniao dis-

junta de atratores e repulsores seccional-hiperbélicos e conjuntos basicos hiperbdlicos.

Voltando aos sistemas discretos, na definicao de sistemas caéticos dada por Robinson,
havia a exigéncia de densidade de orbitas peridédicas. A propriedade de especificacao em
sistemas dinamicos estd relacionada com essa exigéncia. Essa propriedade foi estudada
do ponto de vista da teoria geométrica dos sistemas dinamicos por Sakai, Sumi e Ya-
mamoto em [89], onde eles caracterizam os difeomorfismos que satisfazem a propriedade
de especificacao robustamente pelos difeomorfismos Anosov. Nesta tese, nds extendemos
os resultados em [89] para sistemas a tempo continuo. Esse resultado segue de um re-
sultado semi-local que garante que se um conjunto compacto invariante e isolado satisfaz
a propriedade de especificacao robustamente, entao esse conjunto é seccional hiperbdlico
(veja o capitulo 3). O caso global é verdadeiro pois, usando um teorema de Vivier [98],

garantimos a nao-existéncia de singularidades.



A dltima condigao para que um sistema discreto seja cadtico na definicao de Robinson
¢ a de ser sensivel as condigoes iniciais, ou seja, pequenas diferencas nas condigoes iniciais
sao rapidamente aumentadas ao passar o tempo, fazendo com que duas dérbitas distintas
e no entanto arbitrariamente proximas tenham comportamento futuro completamente

distinto. Para uma definicao mais precisa, veja o Capitulo 4.

Um exemplo de fluxo que satisfaz essa propriedade sao os fluxos de Anosov. Esse
fluxos motivam a pergunta de quais fluxos mantém a propriedade de sensibilidade as
condicoes iniciais para sistemas dinamicos mais gerais que os hiperbdlicos, como por ex-
emplo, os parcialmente hiperbélicos. No entanto, em variedades compactas com fronteira,
um fluxo parcialmente hiperbdlico pode nao ser sensivel as condicoes iniciais. Temos como
exemplo o produto do campo nulo no toro por uma contracao forte. Esse exemplo nos
faz perguntar quais condigoes sao suficientes para que um campo vetorial parcialmente
hiperbdlico seja sensivel as condigoes iniciais. A condi¢ao que consideraremos nesta tese
¢ a de hiperbolicidade seccional, ou seja, campos que expandem &area no subfibrado cen-
tral. De fato, estudaremos os fluxos seccional-Anosov [59], e mais precisamente, fluxos
seccional-Anosov em variedades de dimensao trés compactas para as quais o maximal
invariante coincide com o conjunto nao-errante. No6s provamos que a propriedade de sen-
sibilidade as condicoes iniciais se mantém para todo campo vetorial Y C! préximo a X
com tal propriedade, mesmo que o maximal invariante de Y nao coincida com o conjunto
nao-errante, mesmo que o fecho dos periddicos de Y nao seja denso sobre o maximal

invariante ou que Y nao seja transitivo.

Terminaremos essa introduc¢ao com alguma questoes em aberto. Em [70], Oka mostrou
que todo fluxo Bowen-expansivo é Komuro-expansivo e que todo fluxo Komuro-expansivo

sem singularidades é Bowen-expansivo. Nosso resultado no Capitulo 2 Secao 1 garante



que em uma variedade de dimensao trés compacta e conexa, se a propriedade de Komuro-
expansividade se mantém robustamente, entdao o fluxo é seccional Axioma A. A pergunta
natural que segue ¢ se a propriedade de Komuro-expansividade se mantém robustamente,
ou ao menos genericamente, agora em uma variedade de dimensao qualquer implica que

o fluxo é seccional Axioma A.

Pergunta 0.3 A propriedade de Komuro-expansividade robusta em dimensao qualquer

implica que o fluxo € seccional Axioma A?

Uma pergunta semelhante seria a seguinte.

Pergunta 0.4 Genericamente em uma variedade compacta, conexa e sem bordo de di-

mensao qualquer, a propriedade de Komuro-expansividade implica que o fluxo é Azioma

A?

Em relacao a propriedade de especificacao, apesar de nosso resultado permitir a pre-
senca de singularidades no caso semi-local, nés nao sabemos se elas realmente existem.
Para lidar com esse problema podemos comecar estudando a propriedade de especificacao
no exemplo paradigmatico dos conjuntos seccional hiperbdlicos, o atrator geométrico de

Lorenz.

Pergunta 0.5 O atrator geométrico de Lorenz misturador topologico satisfaz a propriedade

de especificacao fraca?

Por outro lado, talvez seja possivel enfraquecer a defini¢ao de especificacao para obter
uma especificacao nao-uniforme tal que os conjuntos seccionais hiperbdlicos satisfagam
essa defini¢ao. Para medidas expansoras de difeomorfismos locais, Oliveira [71] conseguiu

esse resultado.

Em relagao a propriedade de sensibilidade as condigoes iniciais, a pergunta que segue

seria a seguinte.



Pergunta 0.6 FE possivel estender nosso resultado para variedades com dimensao maior

que trés?



Capitulo 0

Um pouco de Historia

Neste capitulo iremos descrever alguns resultados prévios sobre os conceitos estudados
nesta tese, bem como resultados nao relacionados com os problemas abordados nesta tese,
porém importantes na teoria que envolve os conceitos do titulo da tese. O intuito disto
¢ informar o leitor da vasta colecao de problemas e resultados envolvendo expansividade,
especificagao e sensibilidade as condigoes iniciais. De maneira geral, tentaremos colocar
os topicos em ordem cronolégica, porém algumas vezes iremos quebrar esta regra em prol

da sequéncia dada por generalizacoes naturais dos resultados.

0.1 Expansividade

O conceito de expansividade foi introduzido por Utz [96], na metade do século vinte, para
homeomorfismos de variedades compactas. Desde entao uma extensa literatura sobre esta

propriedade vém sendo desenvolvida.

Dentro da classe de homeomorfismos a propriedade de expansividade foi encontrada em
diversos exemplos. Temos a aplicacao shift na dinamica simbdlica, os conjuntos uniforme-
mente hiperbdlicos, os mapas pseudo-Anosovs, entre outros. Recomendamos ao leitor o

livro de Katok e Hasselblat, [43] para consulta de tais exemplos e o artigo de Thurston



[94] para uma descrigdo dos mapas pseudo-Anosovs. Em vista de tais exemplos, vemos
que a propriedade de expansividade tem freqiientes aplicacoes na teoria da estabilidade,

na teoria de codificagdo (ou dinamica simbdlica) e na teoria ergddica.

Além disso, como veremos em seguida, a nocao de expansividade também aparece
no estudo de fluxos, onde uma discussao severa sobre a real extensao da definicao foi
travada em meados dos anos 70. De tal discussao, o papel das reparametrizacoes ganhou
um grande destaque e atualmente os conceitos usuais de expansividade usados sao os de
Bowen, na auséncia de singularidades, e de Komuro, na presenca das mesmas. Mais ainda,
a expansividade foi estendida para o contexto de acoes de grupos. Em seguida iremos
apresentar alguns dos principais problemas relacionados a expansividade, que aparecem

nos contextos previamente citados.

Existéncia e Classificacao de Sistemas Expansivos:

No problema da existéncia, um dos primeiros trabalhos nesta linha é o trabalho de Norton
e O'Brien [69] onde a primeira noc¢ao de expansividade é dada, e verificada que leva a
conclusdes nao muito empolgantes, ou seja, nao existem fluxos expansivos (nessa definigao)
em espagos métricos infinitos. A partir dai decorreu o debate sobre a nocao correta de
expansividade para fluxos, citado previamente. Mais tarde Mané, em [54], mostra a nao
existéncia de homeomorfismos expansivos em espacos métricos de dimensao topoldgica
infinita. Mais ainda, Mané mostra que se, adicionalmente, a dinamica for minimal entao
o espago tem que ter dimensdo topoldgica zero (por exemplo, um conjunto de Cantor).
Fathi, em [20], estende este resultado obtendo uma cota superior finita para a dimensao
de Hausdorff do espaco ambiente:

h(f)
HD(X) < 2



onde 0 < p < 1 é a constante de expansao (ou contra¢ao) na métrica adaptada (também

construida por Fathi).

Ainda no contexto de fluxos, introduzindo o conceito de secOes transversais globais,
Keynes e Sears em [44] e em [45] estenderam de maneira natural os resultados de Mané
citados acima. Até onde o autor conhece, nao existe na literatura uma cota analoga a de
Fathi para fluxos, porém trabalhos em andamento sugerem que tal cota existe. O caso de

acoes de grupos estd completamente em aberto.

Sobre o problema da classificacao de sistemas expansivos, é bem conhecido que no
circulo nao existem homeomorfismos expansivos, existem diversas demonstragoes de tais
fatos, uma maneira simples de ver isto é que um homeomorfismo expansivo sempre tem en-
tropia topoldgica positiva, enquanto os homeomorfismo do circulo tem entropia topoldgica
zero. O problema da existéncia em dimensoes mais altas ¢ bem mais complicado. Neste
sentido, um dos primeiros trabalhos é o de Mané em [55], onde prova-se que um difeomor-
fismo pertence ao interior do conjunto dos difeomorfismos expansivos se, e somente se, ele
é quase-Anosov. A topologia adotada aqui, bem como em diversas partes desta tese, é a

topologia C*.

Se nos restringirmos a dinamicas expansivas em superficies resultados mais poderosos
podem ser obtidos. De fato, as aplicagoes pseudo-Anosov e os homeomorfismos lineares
de Anosov (ou seja, homeomorfismos conjugados a um difeomorfismo linear de Anosov)
descrevem completamente as dinamicas globais expansivas em superficies como foi provado
por Hiraide, em [36], e Lewowicz, em [49], de maneira independente. Nestes trabalhos,
como consequéncia dos métodos, mostra-se que a esfera S? nio admite homeomorfismos
expansivos. Dal segue, que toda superficie compacta nao homeomorfa a esfera admite um
homeomorfismo expansivo. Num contexto semi-local, em [32], inspirados pelas dinamicas

pseudo-Anosov, é mostrado que atratores expansivos em superficies sao hiperbodlicos e



tem estrutura de produto local exceto, possivelmente, em um niumero finito de pontos

periédicos.

Ao partir para dimensoes mais altas, primeiramente em dimensao 3, podemos citar
o trabalho de Vieitez [97] onde é mostrado que um homeomorfismo expansivo, cujo con-
junto de pontos periddicos topologicamente hiperbdlicos sao densos sobre a variedade, ¢é
conjugado a um difeomorfismo de Anosov, e ainda, a variedade que o suporta é o toro
T3. Inspirados neste artigo, Potrie, Artigue e Brum [7] estenderam o resultado para di-
mensoes mais altas em variedades compactas e sem bordo que possuem pontos periddicos
hiperbdlicos topologicamente densos e que possuem pelo menos um desses pontos com
codimensao 1. No caso de variedades abertas, poucos resultados sao conhecidos, porém
recentemente temos os preprints de Groismann [26] onde mostra-se que um homeomor-
fismo f : R? — R? com pelo menos um ponto fixo ¢ ”conjugado”a um automorfismo linear
no toro se, e somente se ele admite uma funcao métrica de Lyapunov U que satisfaz a
condicao HP e nao tem pontos singulares. A condicao HP estabelece que: dado qualquer

subconjunto compacto C' de R?, vale a seguinte igualdade

lim ‘V(.’L’,y —V(.’L’,Z)‘ -0
z—00 W(x’y)

~—

uniformemente, para z,y € C, e onde V = AU e W = AV. No trabalho subsequente,
[27], o autor descreve o conjunto dos homeomorfismos sem pontos fixos do plano que
admitem uma fungao métrica de Lyapunov com a condicao HP. Referimos o leitor aos

dois trabalhos citados para maiores e mais precisas informagoes.

Uma questao natural que segue é a de estender o conceito de expansividade para
fluxos. Nessa diregao, em [11], Bowen introduz a seguinte definicao para expansividade,
que chamaremos Bowen-expansividade, em homenagem ao autor. Segundo essa defini¢ao,
todo ponto fixo deve ser isolado na variedade, e portanto, em variedades conexas, um

fluxo Bowen-expansivo nao admite pontos fixos.

10



Novamente, temos a questao sobre quais espacos suportam sistemas Bowen-expansivos.
Como exemplo, temos [45] onde é mostrado que tais sistemas em espagos métricos com-
pactos s6 sdo possiveis se o espago tiver dimensao finita, e em [31] temos a nao existéncia

de fluxos expansivos em variedades compactas bidimensionais.

Com o objetivo de classificar fluxos expansivos, inspirado nos trabalhos de Hiraide e
Lewowicz, Paternain em [79] mostra que fluxos Bowen-expansivos nao possuem pontos
estdveis e se a variedade tem dimensao trés entao o fluxo possui estrutura de produto local.
Mais ainda, Paternain obtém que o grupo fundamental da variedade tem crescimento

exponencial, inspirado no trabalho de Plante e Thurston [82] para fluxos Anosov.

Inspirados no trabalho de Hiraide, Inaba e Matsumoto [39] estudaram fluxos Bowen-
expansivos em variedades tridimensionais. Eles mostram que a aplicacao de primeiro
retorno com respeito a uma familia de secoes transversais locais também é expansiva.
Segue do método de Hiraide a existéncia de uma folheagao nas segoes transversais com
singularidades prong, para maiores detalhes ver o trabalho citado. Mesmo assim, adianta-
mos que os autores usam a existéncia desta folheacao para garantir que certas 3-variedades
fechadas e orientadas nao admitem fluxos expansivos. Num trabalho subsequente, [40],
Inaba e Tsuchiya definem folheagoes expansivas e mostram que o grupo fundamental de
toda 3-variedade que admite tal folheacao tem crescimento exponencial. De fato, isto é
uma extensao dos trabalhos de Plante e Thurston para folheagoes. Um resultado semel-

hante para a¢oes Anosov foi obtido por Arbieto e Morales em [5].

Existéncia de Estados de Equilibrio:

De maneira supreendente, mesmo que a expansividade seja uma propriedade a prior:
topoldgica, ela tem implica¢oes profundas na teoria ergédica. De fato, em [12], Bowen

mostra que a propriedade de expansividade produz semicontinuidade do mapa entropia

11



métrica, isto implica automaticamente a existéncia de estados de equilibrio para qualquer
potencial continuo, ver [99]. O leitor pode se perguntar, naturalmente, o que ocorre com
a unicidade. Porém isto esta relacionado com a propriedade de especificacao que iremos
abordar mais adiante. Para fluxos, em 97, Oka em [73] estende este resulado para fluxos,
ao fazer uma nova definicao para fluxos expansivos. Em principio, poderiamos esperar
semelhante resultado no contexto de acoes de R*, porém o préprio Oka em [72], mostra
que os tnicos difeomorfismos que comutam com um fluxo expansivo, sao os pertencentes
ao préprio fluxo, e portanto como R¥ é abeliano, podemos esperar que nao existam acoes
expansivas de R¥ localmente livres (i.e. tem que ser conjugados a fluxos). Mesmo assim,
trabalhos em andamento de Arbieto e Maquera, sugerem que para acoes Anosov de RF é
ainda possivel mostrar a existéncia de estados de equilibrio, usando um conceito adequado

de entropia local.

Relagoes com Shadowing e Hiperbolicidade:

O exemplo paradgimatico de hiperbolicidade é a ferradura de Smale, e usando dinamica
simbdlica é facil ver que este sistema é expansivo. Isto nao é surpresa, uma vez que
a ferradura pertence a classe de sistemas dinamicos hiperbolicos. Neste caso, a expan-
sividade é rapidamente obtida a partir da existéncia e das propriedades das variedades
estdaveis e instaveis. Quando o conjunto é isolado, a dinamica possui a propriedade de
sombreamento, e como consequéncia da expansividade temos a unicidade da sombra. H&a
outras maneiras de mostrar que um difeomorfismo hiperbdlico é expansivo, que sao tuteis

em outros contextos. Para uma prova usando fungdes de Lyapunov, veja [50].

Em meados dos anos 80, uma série de matematicos comecgou a estudar o problema dual,
isto é, quais propriedades que unidas & expansividade impliquem em hiperbolicidade (ou

uma espécie de hiperbolicidade). Nessa linha, temos alguns resultado que envolvem a
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propriedade de sombreamento. Por exemplo, em [84], Reddy mostra que todo homeo-
morfismo com coordenadas canonicas tem coordenadas hiperbdlicas (ou seja, estudando

a estrutura de produto local). Em [74], Ombach considera o problema inverso.

Em vista disso, podemos imaginar que expansividade e sombreamento formam um
casamento feliz. Diversos matematicos estudaram as consequéncias deste casamento,
como exemplo citaremos os trabalhos de Hiraide e Ombach. Hiraide mostra em [35]
que em superficies compactas, um homeomorfismo com estas duas propriedades é conju-
gado a um automorfismo hiperbdlico no toro. Em [34], ele estende esse resultado para
dimensoes mais altas. Ja em [33], ele mostra a existéncia de uma parti¢io de Markov.
Ja Ombach mostra, em [74], que esse casamento implica na estabilidade topoldgica do
sistema, e, mais ainda, em [75], ele garante hiperbolicidade topoldgica para um tempo

futuro.

Para fluxos, em [46], Komuro mostra que Bowen-expansividade e a propriedade de som-
bremento implicam em uma espécie de decomposi¢ao espectral do conjunto nao-errante.
J& nos anos 90, Moriyasu [66], estende o trabalho de Hiraide, e mostra a existéncia de
uma particao de Markov para fluxos Bowen-expansivos com sombreamento. Ja Brunella,
[14], mostra que para fluxos transitivos e Bowen-expansivos em variedades de dimensao

tres, existe uma particao de Markov, isto melhora o resultado de Paternain citado acima.

O Estudo de Outras Nocgoes Relacionadas a Expansividade

A filosofia de que oOrbitas diferentes se separam pode ser expressa de varias maneiras e

nao s6 como na definicao de expansividade, isto foi explorado por diversos autores.

Como primeiro exemplo, temos a h-expansividade: dizemos que um difeomorfismo f
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¢ h-expansivo se existe € > 0 tal que o conjunto

&(r) ={y € M- d(f"(z), ["(y)) <e, Vn e N}

tem entropia topoldgica zero para todo x € M. A h-expansividade foi introduzida por
Bowen em [12], e neste mesmo trabalho ele mostra que, neste caso, a entropia topolégica
satisfaz h(f) = h(f,e), isto é, a entropia topoldgica pode ser calculada sem precisar
mandar a escala de aproximacao de Orbitas para zero. Mais ainda, se M tem dimensao
finita, e p1 é uma medida de Borel invariante, entao vale h,(f) = h,(f, A), para qualquer
particao finita A em conjuntos de Borel de diametro no maximo . Exemplos de aplicacoes
h-expansivas também sao dados neste trabalho. De fato, apds o trabalho de Buzzi [15],
sabemos que todo mapa C'* é h-expansivo. Porém, esta regularidade é necesséaria devido
ao resultado de Misiurewicz, em [56], onde é contruido um difeomorfismo de classe C" que

nao é h-expansivo.

No caso nao-inversivel, é natural pedir que as érbitas se separem apenas para o futuro.
Isto também é relacionado com a nocao de sensibilidade as condicoes iniciais. Este conceito
é chamado de expansividade positiva. Resulta que Coven e Reddy em [17] mostram que
as unicas variedades que suportam homeomorfismos positivamente expansivos sao as de
dimensao zero. Este fato, foi observado previamente por Schwartzman em [92], e mais
tarde uma prova elementar foi dada por Richeson e Wiseman [85]. O caso de variedades
com bordo foi tratado por Hiraide em [37]. E de se esperar que a Unica variedade compacta
sem bordo que admite um fluxo positivamente expansivo sem singularidades seja o circulo,
como sugere trabalhos em andamento de Cordeiro. Por outro lado, mapas positivamente
expansivos foram estudados por diversos autores. Sakai em [87] estudou propriedades de
sombreamento de mapas positivamente expansivos. Arbieto em [4] mostrou que mapas
persistentemente positivamente expansivos sao de fato expansores. Logo apds Arbieto em

[3] estendeu este fato e mostrou que genericamente na topologia C!', mapas positivamentes
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expansivos sao de fato expansores.

Outras nocoes de expansividade que vém sendo estudadas sao os mapas continuumauwise
expansivos f : X — X, onde pede-se que exista um nimero positivo ¢ > 0 tal que se A é
um subcontinuum nao degenerado de X, entdo exista um nuimero inteiro n = n(A) € Z
tal que diam f"(A) > c. Eles foram introduzidos e estudados por Kato em [41] e [42].
Esses mapas também foram estudados por Sakai em [88], onde ele mostra que o interior C*
do conjunto dos difeomorfismos continuumwise expansivos em uma variedade compacta

coincide com o interior C* do conjunto dos difeomorfismos expansivos.

Também temos a expansividade em medida, devido a Morales em [61], onde pede-se
que para que homeomorfismo f: X — X seja expansivo em medida exista uma medida
de probabilidade p nos borelianos de X e exista € > 0 tais que u(I.(x)) = 0 para todo
xr € X, onde

Pe(z) = {y € X - d(f"(x), ["(y) <&, Vn € Z}.

Nesse trabalho o autor mostra, entre outras coisas, que nao existem homeomorfismos
expansivos em medida em intervalos compactos e em S', e que todo homeomorfismo
que expande volume em uma variedade compacta e sem bordo é expansor na medida
de Lebesgue. Também, Arbieto e Morales em [6], mostram que toda medida ergddica
com entropia positiva é necessariamente positivamente expansiva, segundo a definicao de

Morales citada previamente.

Consequéncias de Robustez

Um problema comum em sistemas dinamicos ¢é o de entender as conseqiiencias de uma pro-
priedade dinamica caso ela se apresente de modo robusto. Como exemplo da importancia
do estudo da robustez em fluxos, podemos citar o trabalho de Doering [19] em que ele

mostra que se um fluxo aprensenta transitividade de modo robusto numa variedade com-
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pacta sem bordo de dimensao 3 entao o fluxo é Anosov. Em verdade, este resultado é uma
extensao de um trabalho prévio de Mané [53], onde ele mostra que todo difeomorfismo

C'-robustamente transitivo é Anosov.

No caso da expansividade para sistemas discretos, temos como um primeiro resultado
o ja citado trabalho de Mané [55]. Mais recentemente, temos os trabalhos de Sambarino e
Vieitez nos quais eles estudam a propriedade de expansividade em uma classe homoclinica
associada a um ponto hiperbélico de maneira robusta. Em [90] eles mostram a existéncia
de decomposigao dominada para a classe homoclinica, e em [91] eles melhoram o resultado,
obtendo de fato hiperbolicidade. J& em [78], e em conjunto com Pacifico e Pujals, eles
conseguem mostrar que para classes homoclinicas de codimensao um, a decomposicao

dominada e a decomposicao hiperbélica tem codimensao um.

No caso em que a propriedade de Bowen-expansividade ¢é robusta, temos o resultado
de [67] que garante que, na topologia C', dizer que um fluxo é robustamente Bowen-
expansivo, ou seja, ¢ Bowen-expansivo e existe uma vizinhanca formada por fluxos Bowen-
expansivos, é equivalente a dizer que ele é quase-Anosov. Como corolario deste resultado,
segue que, um fluxo é robustamente Bowen-expansivo e possui propriedade de sombrea-
mento se, e somente se, ele é estruturalmente estével e, portanto, ele é Anosov (i.e. a
variedade toda é um conjunto hiperbdlico). Logo sua dinamica é bem descrita pela teoria

hiperbdlica.

A pergunta natural que segue todo esse esforco é a de estender a nocao de expansivi-
dade dada por Bowen para outra definigdo que admita pontos fixos. Komuro, em [47]
e no estudo das propriedades cadticas do atrator de Lorenz, observou uma propriedade
que continha a esséncia do conceito de Bowen-expansividade. Nesse trabalho ele in-
troduz uma nova definicao para expansividade que agora admite singularidades, e que

tem como exemplo o atrator geométrico de Lorenz, (veja [28]). De fato, Komuro uti-
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liza o termo expansividade fraca, porém nesta tese nés chamaremos essa propriedade de
Komuro-expansividade, em homenagem ao autor. Como as propriedades geométricas do
atrator de Lorenz sao robustas fica, entao, demonstrada a existéncia de um aberto con-
stituido por fluxos Komuro-expansivos. Observe que a variedade que suporta o Lorenz
geométrico é um bitoro sélido e, portanto, uma variedade com bordo. Mais que isso, em
[2] Aratjo, Pacifico, Pujals e Viana mostram que, em dimensao trés, existe uma classe
grande de fluxos Komuro-expansivos que é a dos atratores seccionais hiperbdlicos. A
Komuro-expansividade é, de fato, uma extensao da definicao dada por Bowen e Walters,
como confirma Oka em seu trabalho [70], onde demonstra que fluxos Komuro-expansivos

sem pontos fixos sao Bowen-expansivos.

O primeiro resultado desta tese garante que todo fluxo robustamente Komuro-expansivo
¢é tal que as oOrbitas criticas de qualquer fluxo suficientemente proximo sao hiperbodlicas.
Como conseqiiencia temos garantida, em dimensao 3, a existéncia de um residual no con-
junto dos sistemas robustamente Komuro-expansivos no qual qualquer fluxo é seccional-
Axioma A, ou seja, seu conjunto nao-errante pode ser decomposto como uma uniao dis-

junta de atratores e repulsores seccional-hiperbdlicos e conjuntos basicos hiperbdlicos.

Consequéncias Genéricas

Em geral, em sistemas dinamicos é comum buscar propriedades dinamicas que valham
para quase todos os sistemas dinamicos. Obviamente, o que esta em jogo é a nocao
de quase todo. Topologicamente, é comum pedir que a propriedade valha para um con-
junto residual do espaco de difeomorfismos. Pois, pelo teorema de Baire, este conjunto

necessariamente tem que ser denso.

No presente texto, estamos interessados em encontrar propriedades genéricas para os

sistemas expansivos. Antes de citar um resultado neste contexto vamos relembrar alguns
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resultados prévios. Primeiro, temos o trabalho de Pacifico, Pujals e Vieitez, [77], onde
¢ mostrado que classes homoclinicas robustamente expansivas em 3-variedades possuem
decomposicao dominada e hiperbolicidade num aberto e denso do aberto dado pela ro-
bustez. Em seguida temos [78], que estendem este resultado para dimensdao qualquer,
porém para classes homoclinicas com codimensao 1. Finalmente em [91] mostra-se que
classe homoclinicas robustamente expansivas sao hiperbodlicas sob condicoes de generici-

dade.

Inspirados neste tltimo trabalho, Gan e Yang, em [25], mostram que C'-genericamente
toda classe homoclinica é hiperbdlica. Aplicando métodos similares Arbieto, em [3],
mostra o resultado global, isto é genericamente todo difeomorfismo expansivo é Axioma A
sem ciclos. Estes resultados sao versoes genéricas do resultado de Mané, citado acima, se

f pertence ao interior C'* do conjunto dos difeomorfismos expansivos entao ele é Axioma

A.

Seguindo essa linha de pesquisa temos o segundo resultado desta tese que garante a
existéncia de um subconjunto residual sobre o conjunto dos campos vetoriais de classe
C! munido da topologia C! onde todo campo vetorial Bowen-expansivo é Axioma A sem

ciclos.

0.2 Especificagcao

No estudo da distribuicdo de pontos periddicos para difeormorfismos Axioma A [10],
Bowen introduziu a propriedade de especificacao. Essa propriedade se tornou importante
no estudo sob o ponto de vista da teoria ergdédica de sistemas dinamicos em espagcos
métricos compactos e em mecanica estatistica. Mais especificamente, em [13], Bowen
mostrou que se um homeomorfismo expansivo satisfaz a propriedade de especificacao

em um espaco métrico compacto, entao cada potencial Holder tem somente um estado
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de equilibrio. Veja Franco [21] para uma discussao desse resultado para fluxos. Haydn e
Ruelle [30] estudaram as conseqiiencias de expansividade e da propriedade de especificacao

em mecanica estatistica.

Moralmente, um difeomorfismo f ou um fluxo X; em uma variedade compacta M
satisfazem a propriedade de especificacao se é possivel sombrear n pedacos distintos de
orbitas que sao suficientemente separadas na variavel tempo, por uma tnica orbita. Dize-
mos que a especificacao é fraca se n = 2. A definicdo precisa de especificacao sera dada
no terceiro capitulo desta tese. Ela é, na verdade, bastante técnica e parece ser uma
condicao nuito forte, mas é satisfeita por muitos exemplos. De fato, todo conjunto maxi-
mal hiperbdlico localmente compacto e topologicamente misturador para um fluxo suave

satisfaz essa propriedade.

Essa propriedade foi estudada do ponto de vista da teoria geométrica dos sistemas
dindmicos por Sakai, Sumi e Yamamoto em [89], onde eles caracterizam os difeomor-
fismos que satisfazem a propriedade de especificacao robustamente pelos difeomorfismos
Anosov. Nesta tese, nds extendemos os resultados em [89] para sistemas a tempo continuo.
Esse resultado segue de um resultado semi-local que garante que se um conjunto compacto
invariante e isolado satisfaz a propriedade de especificacao robustamente, entao esse con-
junto é seccional hiperbdlico (veja o capitulo 3). O caso global é verdadeiro pois, usando

um teorema de Vivier [98], garantimos a nao-existéncia de singularidades.

0.3 Sensibilidade

Um dos grandes atrativos dos sitemas dinamicos (com certa hiperbolicidade) é que eles
apresentam um comportamento caotico, termo, ou idéia, que popularizou-se nos dias de

hoje. Outro exemplo popular, é o chamado efeito borboleta.

A nogao de caos foi introduzida, matematicamente, por Li e Yorke em [51], como uma
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maneira de descrever um comportamento nao-trivial das orbitas do sistema dinamico.
Eles provam que se uma aplicacao de um intervalo na reta admite um ponto de periodo
trés, entao ela admite pontos periddicos de todos os periodos. Eles também provaram que
se uma aplicagao de um intervalo na reta tem um ponto periddico de periodo trés, entao

ele admite um conjunto invariante S tal que

limsup 7(p) = "(0)] >0, e (1)
lim inf | f"(p) — f"(q)| = 0 (2)

para quaisquer p,q € S com p # q. Eles definiram uma aplicagdo cadtica por uma

aplicagao que satisfaz essa ultima propriedade.

Esta nocao evoluiu e tomou outras formas por diversos autores. Talvez a mais con-
hecida seja a nocao de caos devido a Devaney [18]. Devaney diz que caos é fruto da
presenca de érbitas periddicas densas, transitividade e sensibilidade as condigoes iniciais.
Este ultimo item ¢é o mais préximo do efeito borboleta, moralmente ele diz que para qual-
quer ponto do sistema existe um outro ponto suficientemente préoximo tal que em algum

tempo futuro a érbita destes dois pontos estao afastados.

Observamos que a definicao de sensibilidade as condigoes iniciais estd intimamente
ligada com a propriedade de existéncia de um invariante S tal que valem as condigoes (1)

e (2) dadas por Li e Yorke.

Resulta que na definicao de caos de Devaney, somente os dois primeiros itens sao
necessarios, a sensibilidade decorre dos outros dois, veja [8]. Mais ainda, nao é dificil ver

que sistemas misturadores sao sensiveis as condicoes iniciais.

Note que expansividade nao implica na sensibilidade as condicoes iniciais, uma vez que
na ultima pede-se separacao de érbitas para o futuro. Como vimos antes, pedir expan-
sividade positiva para reparar este fato nao iria ajudar muito, uma vez que precisariamos

perder invertibilidade.
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Uma das primeiras situacoes em que a sensibilidade as condigoes iniciais foi observada
foi no estudo do atrator geométrico de Lorenz [52]. Enquanto integrava numericamente
as equacoes do atrator, Lorenz gravou as coordenandas de um trajetéria com precisao
de trés casas decimais. Depois de observar o comportamento dessa trajetoria ele tentou

refazé-la usando as coordenadas gravadas, causando uma mudanca nas érbitas.

O primeiro problema envolvendo sensibilidade as condicoes iniciais é o de saber quais
espacos suportam e quais nao suportam fluxos que tém essa propriedade. Pelo teorema de
estabilidade estrutural de Peixoto em superficies compactas, [80, 81], um ponto z em um
fluxo estruturalmente estavel deve sempre convergir a um dos finitos atratores. Portanto,
nao existem fluxos com a propriedade de sensibilidade as condigoes iniciais em superficies
compactas. Segue das generalizagoes desse teorema que também nao existem tais fluxos
no plano projetivo ou na garrafa de Klein, entre outros. De fato, a existéncia de um poco

periédico impede a sensibilidade.

Em sistemas diferenciaveis um problema importante é decidir quais dinamicas apre-
sentam sensibilidade as condicdes iniciais. Observamos que na topologia C° talvez seja
plausivel que mapas genéricos sejam sensiveis, uma vez que [48], mostrou que generica-
mente existe uma semiconjugagao com o shift ; apés tomar algum iterado e que isto leva

a entropia topoldgica infinita, porém ainda nao temos indicios disto.

J& no caso de fluxos com singularidades, temos que no caso transitivo, sensibilidade
as condigoes iniciais ocorre em dimensao trés, para sistemas seccionalmente hiperbdlicos,
devido ao trabalho de Araujo, Pacifico, Pujals e Viana [2]. Note que Tucker em [95],
mostra que o atrator de Lorenz original (isto é, com os parametros usados por Lorenz)
sao seccionalmente hiperbdlicos e portanto também sao sensiveis, como indicado pelo

préprio Lorenz.

O ultimo resultado da tese garante que, se X é um campo vetorial sensivel as condigoes
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iniciais, entao a propriedade de sensibilidade as condigoes iniciais se mantém para todo
campo vetorial Y C! préximo a X, mesmo que o maximal invariante de Y nao coincida
com o conjunto nao-errante, mesmo que o fecho dos periddicos de Y nao seja denso sobre

o maximal invariante ou que Y nao seja transitivo.
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Capitulo 1

Notacoes Definicoes e Ferramentas

Ao longo desta tese nés iremos considerar M uma variedade Riemanniana compacta,
conexa e de dimensao finita. O bordo de M sera denotado por M, e pode ser nao-vazio.
Iremos estudar a dinamica do fluxo associado a um campo vetorial de classe C'* do ponto
de vista topolégico. Se o bordo de M nao é vazio, assumiremos que X ¢é transversal a OM

apontando para o interior de M. Nés fixamos em M uma distancia d.

Na primeira secao deste capitulo estabeleceremos notagoes e definicoes preliminares
para fluxos, e na segunda se¢ao estabeleceremos as principais ferramentas utilizadas ao

longo deste trabalho.

1.1 Notacoes e Definicoes
Equacgoes Diferenciais Ordinarias

Denotaremos por X!(M) o conjunto dos campos vetoriais de classe C* em M munido da
topologia C'!. Lembramos que um campo vetorial é uma aplicacao de classe C', X : M —
TM, onde TM é o fibrado tangente associado & variedade M. Para cada X € X'(M)

denotaremos por X; o fluxo induzido por X, que definimos da seguinte forma:
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Lembramos que um fluxo de classe C' é uma familia (X;),cr de difeomorfismos de

classe C! satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Xo=1d: M — M ¢ a aplicacao identidade em M.

2. Xiis = Xy o X, para quaisquer t, s € R.

Dado um campo vetorial de classe C!, X, existe um tnico fluxo associado ao campo

X que satisfaz

d .
d—Xt(q) li=t,= X (X4, (q)) para quaiquer ¢ € M e ty € R.
t

Se a fronteira de M é vazia, como M ¢é compacta, todo campo vetorial de classe C1,
X, é limitado e, portanto, o fluxo X, estd definido em toda a reta real. Caso OM # ),

entao X; estd definido em OM somente para t > 0.

Note que, reciprocamente, um fluxo X; determina unicamente um campo vetorial X

cujo fluxo associado é precisamente X.

Dado X € X'(M), uma singularidade de X ou um ponto firo para o fluxo X; é um
ponto p € M tal que X;(p) = p para todo ¢t € R. Nesse caso temos X (p) = 0. Ao longo
desta tese denotaremos por Sing(X) o conjunto de todas as singularidades do campo X.

Todo ponto p € M\Sing(X) é chamado ponto regular para X.

Diremos que um fluxo é nao-singular se ele nao admite pontos fixos. Analogamente,

diremos que um campo vetorial é nao-singular se ele nao admite singularidades.

Dado p € M, a 6rbita de X é o conjunto O(p) = Ox(p) = {Xi(p) : t € R}. Sendo
assim, o é uma singularidade se, e somente se, Ox (o) = {¢}. Uma drbita periddica de
X é uma 6rbita O = Ox(p) tal que Xr(p) = p paraum T > 0 e X;(p) # (p) para todo
t € (0, 7). Nesse caso, chamamos T' o periodo de p ou da érbita de p. Ao longo desta

tese denotaremos por T'x(p) o periodo do ponto periédico p pelo campo X, e muitas vezes
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usaremos simplesmente T'(p) para denotar Tx (p). Sendo assim, uma érbita é compacta se,
e somente se, ela é uma singularidade ou uma 6rbita periédica. Denotaremos por Per(X)
o conjunto das érbitas peridédicas de X. Um elemento critico de um campo X é um ponto
p € M que é uma singularidade ou pertence a uma érbita periddica. Definimos o conjunto
Crit(X) = Sing(X)U Per(X) pelo conjunto dos elementos criticos de X. Por uma drbita

fechada nés queremos dizer uma orbita que é uma singularidade ou uma érbita periédica.

O conjunto maximal invariante de X é dado por
M(X) =) Xu(M).
>0
O maximal invariante é o conjunto dos pontos cuja 6rbita negativa nao escapa de M,
ou seja, o conjunto dos pontos x € M tais que Xy(x) estd definido para todo t € R. No

caso em que OM = (), temos que M(X) = M.
Observe que se M # (), entao para qualquer p € Per(X), temos que p € M(X).

Dizemos que um ponto p € M é nao errante se para toda vizinhanca U de p e todo
T > 0 existe t > T tal que X;(U)NU # 0. O conjunto nao-errante Q(X) é o conjunto
de todos os pontos nao errantes de X. Evidentemente Q(X) C M(X), mas o conjunto

maximal invariante nao esta necessariamente contido no conjunto nao-errante.

Se ¢ € M , definimos o conjunto w-limite do ponto p, wx(p), pelo conjunto dos pontos
de acumulacao do seguinte conjunto: {X;(p);t > 0}. Analogamente, definimos o a-limite
do ponto p por ax(p) = w_x(p), onde —X é o campo inverso de X. Segue que o a-limite

e o w-limite de qualquer ponto da variedade M estao contidos no conjunto nao-errante.

Um subconjunto A de M ¢é dito invariante por X se X;(A) = A, para todot € R. Um
subconjunto invariante A é dito transitivo se existe p € A tal que wx(p) = A, e ele é dito

1solado se,

A=(X(U)

teR
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para alguma vizinhanca U de A. Tal vizinhanga é chamada um bloco isolador.

Dizemos que um conjunto isolado A é um misturador topolégico se, para quaisquer

conjuntos abertos U e V em A, existe N > 0 tal que

UNX,(V)#0, Vt > N.

Fixado um campo vetorial X € X!'(M) e t € R, denotaremos por DX; a derivada do
difeomorfismo X; : M — M em relagao a variedade M e escreveremos DX, (p) : T,M —
Tx,pyM a derivada aplicada no ponto p € M. Da mesma forma, denotaremos por DX
a derivada do campo vetorial X : M — T'M com respeito a variedade M e escreveremos

DX (p) ou D, X : T,M — T,M para denotar a derivada aplicada no ponto p € M.

Hiperbolicidade

Denotamos por m(T') = inf}, =1 7'(v) a conorma do operador linear 7T'.

Definigao 1.1 Um conjunto compacto e invariante A por X ¢é hiperbdlico se existe uma
decomposi¢do continua e invariante do fibrado tangente T\M = E5 ® EX @ EY e existem

constantes A\, K > 0 tais que

o E € (K, \)-contrator, ou seja,

|IDX,(z) | Ei|| < K'e™, para todox € A, e para todot > 0.

o EY é (K, \)-expansor, ou seja,

m(DX, | E*) > Ke, para todox € A, e para todot > 0.

o EX € o subespago em TM gerado por X (z) para todo x € A.
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Se a variedade inteira M é um conjunto hiperbdlico para o campo vetorial M, dizemos

que o campo X e o fluxo gerado por ele sao Anosov.

Assim, definimos que um ponto critico de X é hiperbdlico se sua dérbita é um con-
junto hiperbélico para X, e denotaremos por Per,(X) o conjunto dos pontos periédicos

hiperbdlicos para X.
Um conjunto hiperbdlico A para X é chamado bdsico se ele é transitivo e isolado.

Seja A um conjunto hiperbdlico compacto e invariante por X. Entao existe uma
vizinhanca U C M de A e uma vizinhanca de classe C', U de X tal que se Y € U,
entao Y admite um conjunto compacto, invariante e hiperbdlico Ay em U chamado a
continuagao de A. Nesse caso a dimensao dos subfibrados £} = ¢ igual a dimensao de E},

para * = S, u.
Pela Teoria das Variedades Invariantes [38], se A C M é um conjunto hiperbdlico,
entao para todo p € A, os conjuntos
W(p) ={q € M :d(X,(p),X:(q)) = 0, quando t — o0}, e
W (p) ={q € M : d(X;(p), Xi(q)) —,0 quando t — —oo}
sao variedades de classe C' tangentes a Ef e E}, respectivamente.

Sendo O = Ox(p) a orbita de p, entéo

Wi(0) = JWe(Xi(p) e W) =W (X.(p))

teR teR

sao variedades de classe C'! tangentes a E3 @ EX e Ex @ E¥, respectivamente. Para sim-
plificar a notacado, denotaremos W3 (p) = W*(Ox(p)) e Wi (p) = W*(Ox(p)). Definimos,
desta forma, as variedades estdvel forte e estdvel de um ponto p € A, respectivamente,
por W (p) e Wx(O(p))-

Observe que se p € Per(X) é hiperbdlico, entao W*(p) C M(X), como se M (X) fosse

um sumidouro.

27



Ainda para p ponto periédico hiperbdlico, se € > 0 a variedade estavel forte local de p

¢ definida por

W2 (p) = Wk (p) = {y € M;d(Xi(y), Xi(p)) < eset >0}

Pelo Teorema da Variedade Estavel, existe ¢ = ¢(p) > 0 tal que
W3 (p) = J X (W ().
<0
Analogamente, se ¢ é uma singularidade hiperbdlica para X, a wvariedade estdvel forte

local de o é definida por

Wi(o) =Wix(o) ={y € M;d(X;(y),0) <eset>0}.

€

Novamente pelo Teorema da Variedade Estédvel, existe ¢ = e(o) > 0 tal que
Wi (o) = |J X (W (0)).
<0
Analogamente, definimos variedades instavel forte, instdvel e instdvel local.
Seja p € M ponto critico hiperbdlico para X. A dimensao da variedade estavel

W#(O(p)) é chamado o indice de O(p), e denotaremos por index(O(p)).

Seja o uma 6rbita hiperbdlica critica (singularidade ou érbita periédica) de um campo
vetorial X € X'(M). Pelo anterior, existe uma vizinhanga U C M de o e uma vizinhancga
CY, U, de X tal que se Y € U, entao Y admite uma 6rbita critica hiperbélica oy em U e

index(c) = index(oy ). Tal oy é chamada a continua¢do de o.

Um campo vetorial X ¢ dito Kupka-Smale se toda érbita critica é hiperbdlica e se
W#(oy) é transversal & W"(o9), para quaisquer o; singularidades ou érbitas periddicas
por X. O conjunto de todos os campos vetoriais Kupka-Smale ¢ residual em X'(M). (Ver

a defini¢ao de residual na subsegdo Topologia Geral).

28



Hiperbolicidade Parcial e Seccional

Denotaremos por Det(A) o Jacobiano do operador linear A.

Definicao 1.2 Um conjunto compacto e invariante A por X ¢é parcialmente hiperbolico se
existem uma decomposicao continua e invariante para o fibrado tangente TAM = E3 & Ef

e constantes A, K > 0 tais que

o E° é (K, \)-contrator.

o E3 (K,\)-domina EY, i.e.

IDX: (%) |e; ||
m(DX;(z) |E;)

S K—le—kt’

para todo x € A, e todo t > 0.

Se, além disso, |Det(DX,(x)/L,)| > K~ 'e, para todos * € A, t > 0 e todo sube-
spago de dimensao dois L, de E, entao dizemos que o subfibrado central Ef é seccional

expansor.

Chamamos um conjunto compacto e invariante A um pré-atrator se A = N> X (U)
para alguma vizinhanga U de A que satisfaz X;(U) C U, para todo t > 0. Um atrator
para X é um conjunto que satisfaz a condicao anterior e, além disso, ele é um conjunto
transitivo por X. Um repulsor é um conjunto que é um atrator para o campo inverso
—X. Um pogo de X ¢é um atrator trivial para X, ou seja, ele ¢ um atrator que é uma

orbita de X. Uma fonte de X é um repulsor trivial para X.
Agora daremos a defini¢ao de conjuntos seccionais hiperbélicos, veja [62] para maiores

detalhes.

Definicao 1.3 Um conjunto parcialmente hiperbolico é chamado seccional hiperbolico se

todas as suas singularidades sao hiperbolicas e ele admite uma dire¢ao central seccional
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expansora. Um conjunto é chamado atrator seccional hiperbolico se ele é um conjunto
seccional hiperbolico que também é um atrator. Um conjunto é chamado repulsor seccional
hiperbolico para X se ele é um atrator seccional hiperbolico para o campo inverso —X.
Além disso, se toda a variedade M ¢é um conjunto seccional hiperbdlico para um campo

X, entao dizemos que X € seccional-Anosov.

Existe um Teorema da Variedade Estdvel para um conjunto seccional hiperbdlico A.
De fato, denotamos por TAM = E} @ Ef a decomposicao do fibrado tangente sobre A.
Segue de [38] que por cada p € A passa uma subvariedade W**(p) = W3$*(p) mergulhada
em M tao suave quanto o campo vetorial X que é tangente a EJ em p, que consiste dos
pontos x tais que limy_,o, d(X;(x), Xi(p)) = 0. Nesse caso definimos a variedade estével
de A por W*(A) = Upea(W**(p)). Da mesma forma, existe uma subvariedade W**(p) =
W*(p) mergulhada em M tao suave quanto o campo X que é tangente a F. Nesse caso
nao temos, necessariamente, que lim;, ., d(X;(x), X;(p)) = 0, para todo = € W*"(p).

Analogamente, definimos a variedade instédvel de A por W*(A) = U,ea(W"*(p)).

Os conjuntos seccionais hiperbdlicos em variedades de dimensao trés sao precisamente
os conjuntos singular-hiperbdlicos definidos em [64]. Conjuntos parcialmente hiperbdlicos
foram definidos em [93] com o nome de conjunto pseudohiperbdlico. A seguinte definigao

foi introduzida em [57].

Definigao 1.4 Um campo vetorial X € X' (M) é chamado seccional-Azioma A se existe

uma decomposicao finita e disjunta para o conjunto nao-errante
QX)=MANU---UA,,

onde cada N\; ou € um conjunto bdsico e hiperbdlico, ou é um atrator seccional hiperbaélico,

ou € um repulsor seccional hiperbolico, para todo 1 =1,..., n.
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Um ciclo de um campo vetorial seccional-Axioma A, X, é uma subseqiiencia
{AZ‘O,...,Az‘k} de {Al,...,An}

tal que ig = i e Wi (Ay;) NWE(A # (), para todo 0 = j =k — 1. Aqui,

ia‘+1>

We(Ay) = | W) Wiy = [ W)

pEAij pGAij

Topologia Geral

Seja (N;d) um espago métrico. Uma familia (U, )aeca de abertos de N diz-se uma base
para a topologia de N se, para todo p € N e toda vizinhanca aberta V' C N de p, existir
a € A tal que p € Ua C V. Diz-se que uma tal base é enumerdvel se o conjunto de

indices A o for.

Dado um subconjunto aberto A de N, um subconjunto R C A é dito residual se ele
contém uma intersecao enumeravel de subconjuntos abertos e densos sobre A. Dizemos
que uma propriedade é genérica em A se existir B C A residual sobre A em que vale tal
propriedade. Analogamente, dizemos que B C A é genérico em A se existir um residual

sobre A contido em B.

Um espac¢o métrico é um espago de Baire, se todo subconjunto residual é denso. O
Teorema de Baire garante que se (IV,d) é um espago completo com a topologia induzida

pela métrica, entao (IV,d) é um espago de Baire.

Definigao 1.5 Uma folheagdo de classe C™ (r > 0) de uma variedade M € uma particdo
F de M por subvariedades imersas e conexas de classe C", chamadas folhas, tal que o
mddulo X' (F), dos campos de vetores de classe C" definidos em M e tangentes as folhas
de F € transitivo, isto €, dadosp € M ev € T,L, onde L € a folha de F passando por p,

existe um campo de vetores X € X' (M) tal que X (p) = v.
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1.2 Ferramentas

Nesta secao nds apresentaremos as principais ferramentas utilizadas em nosso trabalho.
Comecaremos com resultados de perturbacoes da derivada do tipo Franks para fluxos,
citaremos o resultado de dicotomia de Morales e Pacifico, citaremos um importante re-

sultado devido a Gan e Wen, [23] sobre fluxos estrela, e terminaremos apresentando a

Propriedade (P).

Lemas do Tipo Franks

Denotaremos B,.(z) = {y € M : d(z,y) < r}, onde d ¢ a distancia que fixamos em
M. Daqui em diante assumiremos, por compacidade, que a aplicagdo exponencial exp,, :

T,M(1) — M esta bem definida para todo p € M, onde
T,M(1) ={veT,M: || <1}

Lema 1.6 Sejam X € X'(M) e p € Sing(X). Entao, para toda vizinhanga C', U(X) C
XY (M) de X, existem &y > 0 e g9 > 0 tais que se O5 : T,M — T,M ¢é uma aplica¢io
linear tal que ||0s — D, X|| < § < &, entio existe Y° € U(X) satisfazendo a sequinte

condicao:
(1)
(Dezp;l(m)expp) 00so0 expgl(x% sex € Beo/4(p)

X(z), sex & B, (p).

Além disso temos,

(ii) dcy(Ys; Yo) — 0 quando 6 — 0.

Aqui Yy € o campo vetorial dado pelo lema, quando tomamos Oy = D, X.
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Demonstracao: Veja [68, Lema 1.1 (pg. 3394)].

O

Observacao 1.7 Esse lema nos permite encontrar um campo vetorial Y =Y arbitrari-
amente proximo de X de tal forma que Y \350/4(1,) € uma linearizacao de X \350/4(1,) com
respeito as coordenadas exponenciais. Isso significa que se existem um intervalo I € R e
uma curva integral & : I — M do campo vetorial linear D, X em exp,*(Bz,4(p)) C T,M,

entdo a composigio exp, o : I — M ¢é uma curva integral para'Y em Be,/4(p) C M.

Sejam X € X'(M), e p um ponto periédico para o fluxo X;. Definimos

N,=(X()* e N,,=N,NT,M(r) para 0<r<1.

p

Também definimos

IL,, = expp(pr,a) e II,=1L,;.

Seja T' = T'(p) o periodo de p, ou seja, 0 menor numero real e positivo tal que X7 (p) = p.
Entéo, existem 79 > 0 e uma fungao estritamente positiva e de classe C*', 7 : 11, ,, — R,
definida por
Xrg(q) € I, Vg € I,
T(p)=T.
Essa aplicacao é chamada tempo de primeiro retorno. Assim, o fluxo X; define unica-

mente uma aplicagao, chamada aplicacao de Poincaré, dada por
[y, — 11,
q — Xegla).

Essa aplicacao ¢ um mergulho de classe C! cuja imagem é um cinjunto que estd contido

no interior de IL,, para ry suficientemente pequeno.
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Como X;(p) # p para todo 0 < ¢t < T, tomando 7, suficientemente pequeno, entao a

aplicacao (t,q) — X;(¢) mergulha de forma C' o conjunto
{(t,q) e Rx1L,,:0<t<7(q)}
em M, para todo 0 < r < ry. A imagem de tal aplicacao sera denotada por

Fy(Xe,r,T) ={Xi(q): g € ,, et €[0,7(q)]}.

Nesse caso, sabemos que DX7(p) tem um autovalor A = 1 com autovetor associado
v = X(p), e que, para todo ¢ € O(p), as derivadas DXr(p) e DXr(q) sdo linearmente
conjugadas, e portanto, tém os mesmos autovalores. Sejam entao 1, Ay, ..., A, os autoval-
ores de DXp(p). Definimos, entdo, os multiplicadores caracteristicos da érbita periddica
v = Ox(p) pelos autovalores Ay, ..., \,,. Nesse caso, os multiplicadores caracteristicos da
érbita periddica de p sao os autovalores da derivada da aplicacao de Poincaré D, f em p

e, portanto, a 6rbita 7 é hiperbdlica se, e somente se, |\;| # 1 para todo i =1, ..., n.
Podemos, entao, enunciar um resultado analogo ao Lema anterior para orbitas periddicas.

Lema 1.8 Sejam X € X'(M), p € Per(X) com periodo T(p) e f :11,,, — II,, aplicacio
de Poincaré, e sejam U(X) € X' (M) uma vizinhan¢a C* de X ¢ 0 < r < ro dados. Entao
existem dg > 0 e 0 < g9 < 1/2 tais que se Os : Ny, — N, € um isomorfismo linear com

[|0s — D, f|| < & < 8o, entdo existe Y° € U(X) satisfazendo as sequintes condigées:
(i) Y°(z) = X(2), se v & F,(Xe;7:T(p)),
(ii) p € Per(Y?®),

(iii) Se gys : W, — I, é a aplicagdo de Poincaré para Y°, entdo
exp,, 005 o exp;l(x), sex € B.u(p) N1,
f(z), sex & Bey(p) N1,
Além disso, seja Y° o campo vetorial dado pelo lema para Oy = D, f. Entdo
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(iv) dc,(Y°;Y?) = 0 quando § — 0.

Demonstracao: Veja [68, Lema 1.3 (pg. 3395)].

Esse lema nos permite encontrar um campo vetorial Y suficientemente préoximo de X
cuja aplicagao de Poincaré em p € Per(Y) é uma pequena pertubagao da derivada da

aplicagao de Poincaré em p € Per(X).

A dicotomia de Morales e Pacifico

O seguinte teorema que garante que C'-genericamente, campos vetoriais em variedades
compactas de dimensao 3 que admitem somente um nimero finito de pogos e fontes sao

seccionais-Axioma A.

Teorema 1.9 FEziste um subconjunto R residual sobre X' (M) tal que qualquer X € R

satisfaz (somente) uma das segquintes propriedades:

(1) X admite infinitos pogos ou fontes;

(2) X é seccional-Azioma A sem ciclos.

Demonstragao: Veja [63, Secao 3 (pg. 1579)].

Fluxos Estrela

Agora vamos enunciar o resultado de Gan e Wen [23], para isso precisamos de algumas

definigoes.
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Definigao 1.10 Dizemos que um campo vetorial X € X'(M) é um campo estrela, se
existe uma vizinhanca C* de X, U, tal que para todo Y € U temos que se p é um ponto
critico, entao ele € hiperbolico. Analogamente, dizemos que um fluxo é estrela se ele é

gerado por um campo estrela.

Definimos, entao, G'(M) pelo conjunto dos campos vetoriais que sao estrela.

Teorema 1.11 (Gan-Wen) Todo campo estrela nao-singular de classe C' é Azioma A

e nao admite ciclos.

Demonstragao: Ver [23].

A propriedade (P)

Definicao 1.12 Um campo vetorial X que tem todas as suas orbitas fechadas hiperbolicas

satisfaz a Propriedade (P) se para cada orbita periddica O existe uma singularidade o tal

que W*(O)NW*(o) # 0.
O seguinte lema relaciona a Propriedade (P) com a aproximagao por pontos cujo
w-limite é uma singularidade.

Lema 1.13 Todo ponto no fecho do conjuto de orbitas periédicas de um campo vetorial
que satisfaz a Propriedade (P) é acumulado por pontos para os quais o w-limite é uma

singularidade.

A seguir nés estabeleceremos a definicao de uma particao singular generalizando a

defini¢ao de secao transversal global, [22].
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Considere um campo vetorial X em uma variedade M. Uma se¢ao transversal de X é
uma subvariedade de codimensao 1, 3, transversal a X. O interior e a fronteira de 3, como
subvariedade, serdao denotados por Int(X) e 93 respectivamente. Se R = {Sy,---, Sk} é
uma colecao de segoes transversais, ainda denotaremos por R a uniao de seus elementos.

Denotaremos

k k
R =J0s; and Int(R)=|]Int(S).
=1

i=1
O diametro de R serd a soma dos diametros de seus elementos.

Definigao 1.14 Uma particao singular de um conjunto invariante A de X é uma cole¢ao
finita e disjunta R de se¢oes transversais satisfazendo ANOR =0 e ANSing(X) ={y €

A: X,(y) ¢ RVt € R}

No que segue apresentaremos um resultado geral de existéncia para particoes singu-

lares.

Proposicao 1.15 Seja A um conjunto compacto e invariante por X tal que todas as suas
singularidades sao hiperbolicas. Suponha que para todo 6 > 0 e todo z € A\ Sing(X)
existe uma se¢do transversal ¥, de diametro menor ou igual a § tal que z € Int(X,) e

ANOY, = 0. Entdo, A admite particoes singulares de diametro arbitrariamente pequeno.

Demonstracao: Como toda singularidade em A é hiperbdlica, podemos escolher g > 0 tal
que

AnSing(X) = (X, U Bso)]. (1.1)

teR oceANSing(X)

Para tal # nds definimos

H:A\( U Bﬁ(a))

ceANSing(X)

Podemos assumir que H # () pois, do contrario (1.1) implicaria em A = AN Sing(X) e

nesse caso terminamos a demonstragio. Como H C A e H N Sing(X) = (), segue que
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existe X, como na hipétese para todo z € H. Para cada z podemos definir

vo= | X)),

te(—1,1)

Nesse caso z € V, e, entao, {V, : z € H} é uma cobertura por abertos de H que é

compacto. Entao, existe uma subcobertura finita {z1,--- , 2.} € H tal que
Hc| V.,
i=1
Movendo a colegao de secoes transversais 2, - - - , 2., ao longo do fluxo, podemos assumir

que a colegao

R = {EZU"' 7227‘}

¢ disjunta dois a dois. Além disso, como A N 9%, = B, nds temos que
ANOR =0.

Se z € A\ Sing(X), entao (1.1) implica que existe ¢t € R tal que

X()¢ |J  Bslo)

oceANSing(X)

Mas X;(z) € A uma vez que z € A e, portanto, X;(x) € H. Portanto X;(z) € V,, para

algum ¢ e, entao, a érbita de z intersecta X,, por definicao de V.. Isso prova que
AN Sing(X)={z€ A: Xi(2) ¢ R}

o que completa a demonstracgao.

Agora estabeleceremos um teorema demonstrado originalmente em [57] para fluxos
seccional-Anosov com maximal invariante transitivo. Incluiremos a demonstracao desse
fato no Apéndice do Capitulo 4 para completar a demonstragao. No que segue M serd

uma variedade compacta e conexa de dimensao 3.

38



Teorema 1.16 Se X ¢é um fluzo seccional-Anosov em M satisfazendo Q(X) = M(X),

entdo todo atrator de todo campo vetorial C' prézimo a X possui uma singularidade.

Lema 1.17 (Seccional-Anosov Connecting Lemma) Seja X um campo seccional-
Anosov em uma variedade compacta de dimensao trés M, e sejam p € M(X) tal que seu
a-limite é nao singular, e ¢ € M tal que para todo € > 0 existe um segmento de orbita
partindo de um ponto e-proximo de p e chegando a um ponto e-proximo de q. FEntao,

existe um ponto x € M tal que a(x) = a(p) e w(z) ou é uma singularidade, ou € igual a

w(p)-

Para a demonstracao veja [9].
Com o Teorema 1.16 e o seccional-Anosov connecting lemma nds obtemos o seguinte.

Corolario 1.18 Se X ¢ um fluxo seccional-Anosov com singularidades em M satis-

fazendo Q(X) = M(X), entao todo campo vetorial C* prézimo a X satisfaz a Propriedade

(P).

Demonstracdao: Pelo seccional-Anosov connecting lemma é suficiente mostrar que

CI(W(0)) N Sing(Y) # 0

para todo campo vetorial Y préximo de X, e toda érbita periddica O de Y.

Suponha, por contradicao que existe ¥ préximo a X com uma 6rbita perddica O tal
que ClWE(0))NSing(Y) = 0. Segue que CL(W(0)) é um conjunto hiperbélico por [62].
Como W(0O) é uma subvariedade de dimensao dois podemos porvar que CI(Wi(O)) é
um pré-atrator para Y. Esse conjunto necessariamente contém um atrator hiperbdlico.

No entanto, tais atratores nao existem pelo Teorema 1.16.

39



Capitulo 2

Expansividade

2.1 Introducao

Primiramente vamos estabelecer as defini¢oes de expansividade comentadas anterior-

mente:

Seja C(R,R) o conjunto de todas as fungoes continuas h : R — R. Definimos
B = {heC®R) : h(R) =R, h(s) > h(t), ses >, eh(0) =0},

Definicao 2.1 Dizemos que um fluro X; é Bowen-expansivo se para cada € > 0 existe

0 > 0 tal que para quaisquer x,y € M(X), se existe h € B tal que
d(X(x), Xnw(y)) <0 para todo teR,

entao

Y€ Xi_eq(z) = {Xt(x) —e<t< e}.

Além disso, dizemos que um campo vetorial € Bowen-expansivo se o fluxo gerado por esse

campo for Bowen-expansivo.

Se a variedade M tem bordo vazio, a definicao acima é equivalente a dizer que para
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todo € > 0 existe § > 0 tal que para quaisquer x,y € M, se existe h € B tal que
d(Xe(x), Xpw(y)) <0 paratodo teR,

entao

Y€ Xi_cq(r) = {Xt(x) —e<t< e}.

Como mencionado na introducao, os fluxos Bowen-expansivos em variedades sem fron-
teira nao admitem singularidades. Nos vamos demonstrar esse fato que foi provado no
paper original de Bowen. Para isso precisamos do seguinte resultado, que foi mostrado

para fluxos sem singularidades por Bowen, e para fluxos com singularidades por Oka.

Teorema 2.2 As sequintes condi¢oes sao equivalentes para um fluxo X;:

(i) X; é Bowen-expansivo;

(1i) Para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que se x,y € M sao tais que d(X¢(x), Xow (y)) <6

para todo t € R e alguma « € B, entdo y = Xy, (x) para algum ty € [—¢, €].

(iii) Para todo € > 0, existe 0 > 0 tal que se x,y € M sao tais que d(X(x), Xaw(y)) <6
para todo t € R e alguma o : R — R continua com a(0) =0, entdo y = Xy, (x) para

algum ty € [—e, €.

Demonstragao: Ver [70].

0

Lema 2.3 Seja X um campo vetorial Bowen-expansivo. Entao X nao admite singulari-

dades.

Demonstragao: Suponha que X admite uma singularidade p € M. Entao X,(p) = p para
todo t € R. Fixamos € > 0. Sendo M uma variedade compacta e o fluxo continuo, para

todo § > 0 existe ¢ € M tal que 0 < d(p, q) < ¢.
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Pelo teorema anterior, se encontarmos uma funcao « continua e que fixa o zero tal que
d(Xaw(p), Xi(q)) < 6 para todo t € R, entdo existe o’ € B tal que d(Xq ) (p), Xe(q)) <9
para todo t € R. Sendo assim, pela definicao de Bowen-expansividade, temos que ¢ €

X==el(p).
Definindo « : R — R por a(t) = 0 para todo ¢ € R, ndés temos que
d(X(p), X()) = d(p,q) < 6, para todo ¢ € R.

Por Bowen-expansividade, temos que p e ¢ devem pertencer a mesma orbita. Como p

¢ uma singularidade, isso implica que p = ¢, o que ¢ uma contradicao uma vez que

0 < d(p,q).

Agora apresentaremos a definicao de expansividade dada por Komuro. Definimos
K = {h e O(R,R) : h(R) =Re h(s) > h(t), se s > t}.

Definicao 2.4 Dizemos que um fluzo X; é Komuro-expansivo se para cada € > 0 existe

0 > 0 tal que para quaisquer x,y € M, se existe h € K tal que
d(Xe(z), Xnwy(y)) <6 para todo t€R,
entao podemos encontrar to € R tal que
Xuto) (V) € Xito—etorq () = {Xt(:p) ity —e<t<ty+ e}.
Além disso, dizemos que um campo vetorial é Komuro-expansivo se o fluxo gerado por tal
campo for Komuro-expansivo.
Se a variedade M tem bordo vazio, a definicao acima ¢é equivalente a dizer que para

todo € > 0 existe § > 0 tal que para quaisquer x,y € M, se existe h € K tal que

d(Xe(x), Xpw(y)) <0 paratodo teR,
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entao

Y€ Xi_eq() = {Xt(x) —e<t< e}.

Na primeira secao desse capitulo nés procuramos condigoes necessarias para um campo
vetorial pertencer a essa classe de campos de maneira robusta. Especificamente, nods

investigamos a classe dos campos vetoriais que sao robustamente Komuro expansivos.

Definimos por E(M) o conjunto de todos os campos vetoriais de classe C!' que sdo

Komuro-expansivos.

Definigao 2.5 Dizemos que um campo vetorial é Ct-robustamente Komuro-expansivo se
ele pertence ao interior C' de E(M). Denotaremos por (M) o conjunto de todos os

campos vetoriais C'-robustamente Komuro-expansivos.

O resultado principal da Secao 2.2 é o seguinte:

Teorema A Se X € (M) entio X € GH(M).

Esse resultado foi provado em [67] para campos Bowen-expansivos. Aqui nés usamos
métodos similares. A diferenca esta no fato de campos Bowen-expansivos nao admitirem

singularidades e aqui nés temos que leva-las em consideracao.

Podemos enunciar, entao, nosso corolario que segue do teorema acima e de um impor-

tante resultado de dicotomia devido a Morales e Pacifico, [63].
Corolario 2.6 Se dim(M) = 3, entao existe um residual R C (M) tal que qualquer
campo vetorial em R € seccional-Axioma A.

Na Secao 2.3 nds apresentaremos um resultado de classificacao em campos Bowen-

expansivos:

Teorema B Para uma variedade M sem bordo existe um subconjunto residual R de

XY(M) tal que se X € R é Bowen-expansivo, entio X é um campo Axioma A sem ciclos.
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2.2 Komuro-expansividade Robusta

Nessa secao iremos provar o Teorema A. Noés primeiramente vamos mostar que todas as
singularidades de um campo Komuro-expansivo sao isoladas, depois iremos demonstrar
o teorema. A prova segue por contradi¢ao, assumindo que existe um campo vetorial Z
arbitrariamente préoximo de X que admite uma orbita fechada nao hiperbdlica. Para
tal, nés dividimos a prova em duas partes, a primeira assumindo que Z admite uma
singularidade nao hiperbdlica, e a segunda assumindo que Z admite uma 6rbita peridédica

nao hiperbdlica. Finalmente, iremos demonstrar o Corolario 2.6.

Como dito anteriormente, campos Komuro-expansivos admitem singularidades. No
entanto ¢ possivel mostrar, usando idéias andlogas as do Lema 2.3 que o conjunto de

singularidades é um conjunto isolado.

Lema 2.7 Seja X um campo vetorial Komuro-expansivo. Entao o conjunto das singu-

laridades de X, Sing(X), € um conjunto isolado.
Demonstragao: Do contrario, para cada € > 0 existiriam z,y € Sing(X) tais que
0<d(z,y) <e,
e como d(X;(z), Xi(y)) = d(x,y), Vt € R, nés temos
0 <d(Xi(z), Xi(y)) < e,Vt € R.

Entao y pertence a drbita de x, o que é uma contradigdo uma vez que x,y € Sing(X) e

0 < d(z,y).

Agora vamos a demonstracao do Teorema A:
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Demonstragao (Demostra¢ao do Teorema A): Nés vamos vazer a demonstragao para
oM = (.

Suponha por contradigao que X ¢ G'(M), ou seja, para cada vizinhanga U de X em
X' (M) existe um campo vetorial Z que admite uma érbita periédica nao hiperbdlica.
Entao podemos assumir que arbitrariamente préximo de X, na topologia C!, existe um
campo vetorial Z que é robustamente Komuro-expansivo e existe p € M em uma orbita

fechada nao hiperbdlica para Z.

Vamos supor primeiramente que p ¢ uma singularidade nao hiperbdlica. Entao pode-
mos assumir que D,Z admite um autovalor A tal que sua parte real Re()\) é nula. De-
notamos por E o autoespago associado a . Seja U(Z) C X'(M) uma vizinhanca C* do
campo vetorial Z tal que todo campo Y em U(Z) é Komuro-expansivo. Como estamos
nas hipéteses do Lema 1.6, podemos tomar dy e €9 dados por tal lema. Agora dividiremos

a prova em duas partes:
Caso 1: A € R.
Como Re(\) =0, entdo A = 0.

Seja O5 = D, Z. Entao, pelo Lema 1.6, existe um campo vetorial Y € U(Z), e portanto

robustamente Komuro-expansivo, tal que:

(Dezpp_l(z)el'pp) © DPZ o €$p;1($)> sex € B€0/4(p)

X(z), se ¢ € B, (p).

Para cada = € exp,(B1(0) N E) vale que:

Y(z) = (Dew;l(x)e:cpp) oD,Z o exp;l(x) = Dempf(m)expp(O) = 0.
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EN Bl(O)

> eTpy

T,M,

w/

Figura 1

Como exp,(B1(0)NE) é uma curva na variedade contendo a singularidade p, a equacao
acima nos diz que existe uma curva formada por singularidades. Isto é uma contradicao
uma vez que Y é Komuro-expansivo, e pelo Lema 2.7, sabemos que toda singularidade é

isolada.
Caso 2: \ ¢ R.

Como A é autovalor de D,Z, entao sua forma de Jordan é dada por

J -~ 0 0
J =

0 -~ J. 0

0O --- 0 B

onde cada J;, 1 =1, ...,k é¢ um bloco de Jordan, e B é o bloco de Jordan associado ao

autovalor \.
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Seja A : T,M :— T,M tal que sua matriz na base associada J seja dada por

Q -~ 0 0
A= ,

0 -+ Qp O

0O - 0 B

onde Q); = J; se o autovalor associado a J; tem parte real diferente de zero, e Q; = nJ; se

o autovalor associado a J; tem parte real igual a zero.

Entao, A é um isomorfismo linear tal que A e seu conjugado sao os tinicos autovalores
com parte real nula. Se tomarmos 7 suficientemente préximo de 1, podemos assumir,
também, que ||[A — D,Z|| < ro. Pelo Lema 1.6, existe um campo vetorial Y € U(Z), e

portanto C! robustamente Komuro-expansivo, tal que:

(Dewpgl(m)expp) oAo el‘pgl(x)a ser € B60/4(p)

Z(x), se ¢ & B, (p)-

B (0
==

> erpy

Figura 2

Como A é uma transformacao linear tal que dim £ = 2, e Y é uma linearizacao de A,

entdo para cada § > 0 existe uma drbita periédica o C Bs(p) tal que p ¢ o. Tomando
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q € o, temos que
d(Yy(z),p) = d(Yi(z),Yi(p)) < €0 <6, VI ER,

e pela condicdo do fluxo ser Komuro-expansivo, vale que = € Y[“dp o que é uma

contradicao.

Isso prova que se X é robustamente Komuro-expansivo, entao existe uma vizinhanca
U(X) em X'(M) tal que todas as singularidades de todo campo vetorial Z € U(X) sao
hiperbdlicas. Agora nos iremos considerar o caso de érbitas periddicas. Nés seguiremos

as idéias usadas na demonstracao de [68, Proposicao 1], usando o Lema 1.8.
Agora vamos supor, por contradi¢ao, que p € Per(Z) nao é hiperbdlico.

Sejam T' o periodo de p, e f : II,,, — IL, a aplicacao de Poincaré para p, onde r¢ é
um numero positivo tal que f estd bem definida. Seja, também, 7 : 11, ,, — R, o tempo
de primeiro retorno. Como p é um ponto periddico nao hiperbdlico para Z, entao p é
um ponto fixo nao hiperbdlico para f. Isso significa que existe um autovalor \ para a

aplicacao linear D, f tal que |A| = 1.

Fixando r = 7 e o isomorfismo linear O; = D, f : N, — N, nas hipdteses do Lema
1.8, temos garantida a existéncia de um campo vetorial Y € U(Z) cujo fluxo ¥; é¢ Komuro-

expansivo e tal que:

(i) Y(z) = Z(z), se x & Fp(Zy;r0;T),
(i) p € A € PO(YY),

(ii)
exp, oDy f oexp,(z), sex € Beya(p) N1, 4,
gv () =
f (), se 2 & Bey(p) N1y,

onde gy : II,,, — II, é a aplicacao de Poincaré para o campo Y no ponto periédico
p.
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Agora queremos provar que para cada > 0 existem ¢ € II,,, e uma parametrizacao

a € K tais que
d(Yi(p), Yaw(q) <6, VteR. (2.1)

Uma vez que isto esteja provado, teremos, por expansividade, que r = epr(u) € yl-—=el (p),

o que é uma contradicao uma vez que x # p.

/ Ip,a0

Figura 3

Para provar este fato, fixamos § > 0.
Por continuidade do fluxo, fixado o intervalo [0, T'], existe & > 0 tal que se d(z, p) < &,

entdo d(X;(z), X¢(p)) < % para todo ¢ € [0,T]. Além disso, existe n > 0 tal que

d(Xi(x),z) < =, paratodo t € [0,2n].

|

Por outro lado, sendo 7 uma aplicagao de classe C', existe & > 0 tal que se z € II,,,,

e d(p,xz) < &, entao |7(p) — 7(x)| < .
Seja v € T, M\{0} um autovetor associado ao autovalor \. Como |\| = 1, segue que
1 Dpgy - ol = [[v]].

Diminuindo ||v]|, se necessario, podemos assumir que |[v|| < min{&y, & }. Definimos
q= expp(v).
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Vamos construir, entdo, uma « : [0,7] — [0,7(q)] crescente que vale a desigualdade
(2.1) para todo t € [0,T], «(0) = 0 e a(T) = 7(q). Ha trés hipéteses a considerar:

(q) <T, 7(¢) =T et(q) >T.

Se 7(x) = T, entao podemos tomar «(t) = t para todo ¢t € [0,7] e teremos «(0) =

0, o(T)=T=1(q), e

A Xato(0), X,(9) = d(X,(0) Xp) < 3 <0, Vi€ [0.7]

Se 7(¢) > T, definimos

t, sete[0,T —nl;

HL (p— T) +17(q), set € [T —n,T].

aft) =
Entdo a(0) = 0, a(T) = 7(q) e, se t € [0,T — 7] entdo
A(Xay (@), Xulp) = d(X,(a), Xilp)) < 5 <
eset € [T—n,T), entdo |a(t)—t| < n, o que implica em d(Xa)(q), X:(q)) < 2, e portanto
d(Xa(r) (9), Xi(p)) < d(Xaw(q), Xe(q)) + d(Xi(q), Xi(p)) < 6.

Analogamente, para o caso 7(q) < T, definimos

t, sete€[0,7(q) —nl;

a(t) = ’
(t—T)+7(q), setelr(q)—n,T].

n
T—7(q)+n

Entao a(0) =0, o(T) = 7(q) e, se t € [0,7(q) — 1] entao
4]
d(Xaw(9), Xi(p)) = d(Xi(q), Xo(p)) < 5 <0,
eset € [r(q) —n,T], entdo
ja(t) =t < T —7(q) +n < 2n,
o que implica em d(X,¢)(q), X¢(q)) < £, e portanto

d(Xaw) (@), Xe(p)) < d(Xaw(9), Xi(q)) + d(Xi(q), Xi(p)) < 9.

50



Definida desta forma, o é uma funcao continua e crescente tal que

A(Ya (). Yi(p)) < 8. ¥t € [0.7).

Agora podemos estender « a toda a reta real fazendo

at) =t —[t/TT),
onde [t/T] é o maior ntimero inteiro menor que /7.

Definida desta forma, o é uma funcao em K tal que vale a desigualdade (2.1). Entao,

por Komuro-expansividade, g deve pertencer a 6rbita de p, o que uma contradicao.

Observagao 2.8 A demonstragdio anterior € vdlida para o caso OM # (). Para isto basta
considerar U um bloco isolador para o mazimal invariante M(X) e tomar, em cada um
dos casos, ¢ em U. Em todos os casos a orbita de q pelo fluxo perturbado Y estd definida
para todo t € R e estd inteiramente contida em U, portanto estd contida em

Ay = [(Xu(U)).

teR

Daqui até o final desta secao, vamos assumir que a dimensao da variedade M é 3.

Demonstracao (Coroldrio 2.6): Sejam X € (M) e U uma vizinhanga de X em e(M).
Nés vamos usar um importante resultado de Pliss [83]. Também pode-se encontrar esse

resultado em [29, pg. 128].

Teorema 2.9 Se Y admite infinitos pocos, entao para cada € > 0 existe um campo
vetorial Z, C'-prérimo de Y tal que Z admite pelo menos uma orbita periddica ndo

hiperbalica.
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Como X pertence a G'(M), entao todo Y € U admite um niimero finito de drbitas
periddicas que sao pocos e fontes. Como as singularidades de Y sao isoladas, Y admite
um numero finito de singularidades que sao pocos e fontes. Segue que para todo campo
vetorial em U o primeiro item do resultado de dicotomia dado pelo Teorema 1.9 nao pode
ocorrer. Portanto, se R é um conjunto residual dado pelo Teorema 1.9, entao R NU
também ¢ um subconjunto residual de U e é tal que qualquer ¥ € R NU é um campo

vetorial seccional-Axioma A.

2.3 Bowen-expansividade e Orbitas Periédicas

Nesta secao nés demostraremos o Teorema B. A demonstragao é feita seguindo a linha

de [3]. Primeiramente nés vamos precisar estabelecer a seguinte nogao:

Definigao 2.10 Dado 6 > 0, definimos que um ponto periddico cuja orbita é hiperbolica
p de X admite um autovalor hiperbélico d-fraco se existe um multiplicador caracteristico
o de p tal que

(1-8) <o<(1+56).

Para simplificar a notagao noés diremos que p tem um ahd-f significando que p tem
um autovalor hiperbdlico d-fraco. Diremos também que X nao tem ahd-f, significando
que nao existe ponto periédico que admite ahd-f. Também diremos que o ponto periédico
tem espectro real se todos os multiplicadores caracteristicos da érbita peridédica sao reais,
e diremos que o ponto periédico tem espectro simples se todos os seus autovalores tém

multiplicidade um.
Nesta secao nds consideraremos OM = ().

Lema 2.11 Euziste um subconjunto residual R de X'(M) tal que se X € R, entdo:
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1. Se, para todo € > 0 e toda vizinhanca C*, U, de X existem Y € U, py,qy €
Perp,(Y) e uma funcao continua e crescente o : [0,T(py)] — [0,T(qy)] tal que

a(0) = 0, a(T(py)) = T(qy) e dYaw(py),Yilay)) < € ¥t € [0,T(py)], entao
existem p,q € Perp(X) e uma fungdo crescente e continua o' : [0, T(p)] — [0,7(q)]

tal que o/(0) =0, /(T (p)) =T(q) e d(Yorry(p), Ye(q)) < 2¢ V¢ € [0,T(p)].

2. Fizamos 6 > 0. Se, para cada vizinhanca C*, U, de X existem Y € U que admite

py € Perp(Y) com um ahd-f, entdo, existe p € Pery(X) que admite um ah(26)-f.

3. Fizamos § > 0. Se para cada vizinhanca C', U, de X existe Y € U que admite
py € Perp(Y') com um ahd-fe espectro real e simples, entao existe p € Pery(X) com

um ah(26)-f e espectro real e simples.

4. Fizamos § > 0. Se existe ¢ € Perp(X) com ahd-f, e espectro real, entdo existe
p € Perp(X) com um ah(20)-f com espectro real e simples.
Aqui, denotaremos por T(p) e T'(q) os periodos de p e g, respectivamente, por X, e

denotaremos por T'(py) e T(gy) os periodos de py e gy, respectivamente, por Y.

Demonstragao: Comegamos com o item (1). Como M ¢é compacta, podemos tomar

{Vs }nen uma base enumeravel de abertos para M, e definir o conjunto

H,(e) = {ZeX' (M) : existem p,q €V, N Pery(Z) e um funcio crescente
e continua « : [0,T(p)] — [0,T(q)] tal que a(0) =0,

a(T(p)) =T(q) e d(Zaw)(p), Z:(q)) < eVt € [0,T(p)]}

Afirmamos que H,(g) é um conjunto aberto em X*(M). De fato, tomamos Z € H,(e).

Entao existem p,q € Per,(Z) e uma funcdo o como acima e tal que

d(Zoz(t)(p>7 Zt(Q)) < 8/ Vit € [07 T(p)]

93



para algum 0 < &’ < e. Estendendo a por
a(t) = alt = [t/T(p)T(p)), Vt €R,

onde [t/T(p)] é o maior ntiimero inteiro menor que ﬁ nds temos que,

T

A(Zow (), Zi(q)) < € Vt € R

Em particular, a desigualdade acima é verdadeira para todo t € [0,27'(p)].

HP,OZO

v
v
AN Y
\}
v
\\@

Figura 4

Sejan=(e—¢")/3>0.

Como as 6bitas de p e ¢ sdo hiperbdlicas, para cada Y € X'(M) suficientemente
préximo de Z, existem continuacoes py e gy em V), que sao pontos perodicos e hiperbdlicos

para o campo Y e
d(Yi(py), Zi(p)) <n e d(Yilav), Zi(q)) <n, VtER.

Seja ¢ > 0 tal que d(Yyz,x) < n para todo t € [—2(,2(] e todo Y suficientemente

proximo de Z. Podemos assumir, também, que |T'(qy) — T'(q)| < (.

Agora nés iremos contruir o : [0, T(py)] — [0, T(gy)] tal que

d0)=0, o(Tpy)) =Tly) e dYuwpy) Yiley)) <e, Yt €[0,T(py)]
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Pelas propriedades do campo Z, nés temos que
d(Yaw(py),Yilay)) < d(Yawy)(y), Zawy (D)) + d(Zaw) (p), Zi(q)) + d(Zi(q), Yi(ay))

< g+2n < g

para todo t € [0,2T(p)].

Portanto, nés podemos assumir que a desigualdade acima ¢é verdadeira para todo
te [O,T(py)]

Agora nos temos duas possibilidades a considerar:

a(T(py) =T(ay) e a(T(py)) # T(ay)-

No primeiro caso, nés podemos definir o/ = a e o é tal que o/(0) = 0, /(T (py)) =

T(gy) e ainda

d(Yaw (py), Yi(ay)) <e, paratodo te [0,T(py)].

No segundo caso, pela continuidade da funcao «, existe £ > 0 tal que

t=T(py)| <26 = |at) —a(T(py))| <<

No6s podemos assumir que 26 < (, e definimos:

a(t), se t € [0, T(py) —¢&J;

L) =eTen)=8) (1 — T(py)) + T(qy), set € [T(py) — & Tlpy)]
Entao o' é uma fungdo crescente e continua tal que o/(0) =0 e o/ (T(py)) = T(qy ).

Também, se ¢t € [0, T (py) — (], entao

d(Yor@)(py), Yilay)) = d(Yaw (py), Yi(gy)) <e.
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Set e [T(py) — &, T(py)], nés temos que

aft), o' (t) € [T (py) =€), T(av)],
o que significa que |o/(t) — a(t)] < 2€ e entdo, d(Yar(py), Yago(py)) < 7. Portanto
d(Yow(py), Yelay)) < dYa(y), Yaw(py)) +dYaw (py). Yilay))
< n+e < e

Podemos concluir, entao, que Y € V,, e isso significa que H,(g) é um conjunto aberto
em X'(M).
Seja

No(e) = X}(M) — T, (&),

Entao H,(¢) U N,(g) é um subconjunto aberto e denso sobre X'(M), o que implica que

R(e) = () Ha(2) U Ny(e)

neN

é um subconjunto residual em X'(M). Portanto
R= (1] R
r>0, reQ

também é um subconjunto residual de X*(M).

Agora vamos tomar X € R tal que as hip6teses do item (1) sdo verdadeiras. Dados
qualquer ¢ > 0 e qualquer vizinhanca C*!, U, de X, podemos tomar ¢ < r < 2¢ com
r € Q. Entao, como X sempre admite um campo arbitrariamente préoximo com dois
pontos periédicos hiperbdlicos em V,, e uma reparametrizacao o como na definicao de
H,(¢), existe Y € U tal que Y € H,(r). Portanto X € H,(r). Como X € R nds
temos que X € H,(r) C H,(2¢), e isso significa que existem p,q € Per,(X) e uma

funcao crescente e continua o : [0,7(p)] — [0,7'(q)] tal que &/(0) =0, o/(T'(p)) =T(q) e

d(Yar)(p), Ye(q)) < 2e Yt € [0,T(p)].
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Para demonstrar o item (2) nés podemos fazer uma construgao analoga usando
H,(0) ={Z € X(M) : existe p, € V, N Pery(Z) com um ahd-f}.

Nés afirmamos que se Z € H,(d), entao a érbita de p, é hiperbdlica e, portanto, todo
Y € X'(M) suficientemente préximo a Z admite uma continuagao py em Pery,(Y) que

admite um ahd-f. Isso significa que H,(d) é um conjunto aberto sobre X*(M).

Para toda seqiiencia {Y; € X'(M)}ren que converge para Y, a continuacao py estd
no conjunto Per,(Y}) para k suficientemente grande. Pela continuidade do fluxo e de
sua derivada, nés podemos assumir que para k suficientemente grande, p, admite um
autovalor oy, suficientemente proximo do ahd-f de p, 0. Se a afirmacao acima nao fosse
verdadeira, nds teriamos que o nao é uma ahd-f. Isso significa que (1 — ) > oy para
infinitos k’s, ou (1 + §) < oy para infinitos k’s. Nés vamos assumir o segundo caso, o

primeiro ¢ analogo.

Seja £ > 0, entdao podemos tomar k suficientemente grande para que |0 — o%| < €.
Entao

1+ <o, = (Q1+90)<o+e.
Fazendo € — 0, nds temos que o > (14 6), o que é uma contradigao.

Isso mostra que nosso conjunto H,(d) é aberto. Agora, repetindo o argumento dado

na demonstragao do item (1) nés temos o item (2).
Para demonstrar o item (3) nés faremos a mesma construgao, agora usando

H,(0)={Z € X*(M) : existe p, € V, N Pery(Z) que admite um

aho-f e espectro real e simples}.

Como os autovalores variam continuamente em relagao ao campo vetorial, o conjunto
acima ¢ aberto sobre X!(M). Entao, podemos repetir os argumetos dados anteriormente,

e nés concluimos a demonstracao.
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Finalmente, vamos demostrar o item (4). Suponha que existe X € R, onde R é o
subconjuto residual dado pelo item(3), que admite um ponto periddico hiperbdlico ¢, e
tal que a aplicagao linear A = Df(q) : N,,, — N, admite um autovalor complexo. Aqui

f:1,,, — 11, é a aplicacao de primeiro retorno de Poincaré.

Entao existe uma aplicagao linear A’ : N, ,, — N, suficientemente proxima de A tal

que

e ou A’ tem espectro simples,

e ou A’ admite dois autovalores conjugados com argumento racional

Assim, para algum k € N, os respectivos autovalores de (A')* : N,,, — N, dado
pelo segundo ietm acima, sao reais e tém multiplicidade dois. Portanto, existe uma
aplicacao linear A” : N,,,, — N, arbitrariamente préxima de A’ e tal que seus respectivos

autovalores sao reais e tém multiplicidade um.

Note que toda aplicac@o linear B : N,,, — N, suficientemente préxima de A” tem
espectro real e simples. Entao, podemos assumir que ||B — Df(p)|| < do, onde g e &g
sao dados pelo Lemma 1.8, ¢ f : II,,, — II, ¢ a aplicacao de Poincaré. Por tal lema,
existe Y € R com p € Per(Y) que tem espectro real e simples. Como os multiplicadores
caracteristicos da érbita de p e os autovalores de Dgy (p) sdo os mesmos, nés podemos

aplicar o item (3) que nos garante um p € Pery,(X) com ahd-f com espectro real e simples.

0

Observagao 2.12 Segue do lema anterior que se um campo X € X' (M) ndo admite

ahd-f, entao existe uma vizinhanca de classe C' de X, U(X), tal que todo campo vetorial

Y € U(X) ndo admite ah3-f.

Lema 2.13 Euziste um subconjunto residual X*(M) tal que se X é um campo vetorial

Bowen-expansivo, entao existe 6 > 0 tal que X ndo admite ahd-f.
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Demonstracao: Suponha por contradi¢cao que nao existe subconjunto residual com tal pro-
priedade. Seja R o residual dado pelo Lema 2.11. Entao existe X € X'(M) campo vetorial
Bowen-expansivo em R tal que para todo 0 > 0 existe um ponto periédico hiperbdlico p
que admite um ahd-f, o, que tem espectro real e simples. Isso significa que o autoespaco

associado a ¢ é unidimensional.

Fixe € > 0. Para um futuro uso do Lema 1.8, iremos tomar 0 < § < g e 0 < &g, onde

0o € €9 sao dados por tal lema. Note que  é menor que dy, no entanto, é arbitrario.

Seja U uma vizinhanca C!' de X arbitrariamente pequena, e tomamos ¢ > 0 tal que

d(Yi(z),z) < €/2 para todo t € [-2(,2(], e todo Y € U.

Seja f : II,,, — II, a aplicagao de Poincaré. Entao os multiplicadores caracteristicos
da é6rbita de p e os autovalores de D f(p) sdo os mesmos. Sejam o, A, - -+ , Ay 0s autovalores

de Df(p) com autovetores associados dados por v, vy, - -+ , vg respectivamente. Entao
(1-90)<o<(1+9).

Agora definimos a aplicacao linear A : N, ,, — N, por

(

A(v) = v, se o # 1,
A(v) = (1= 2)v, se o0 =1,

A(UZ) = )\Z‘Ui, se /\z 7£ ]_,

A(’UZ) = (1 — %))\Z”Ui, se )\z = 1,
parat=1,... k.
Entao |[|A — Df(p)|| < § < do. Pelo Lema 1.8, existe Y € U tal que

exp, oA oexp,(x), sex € Bey(p) NI,

f(z), se x & B, (p) N1L,,,

onde g : I, — II, ¢ a aplicagao de Poincaré associada ao ponto periédico p por Y.
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Agora podemos assumir que [|v|| é pequeno o suficiente para que exp,(v) € B.,/4(p) N
II,,. Entdao ¢ = exp,(v) € II,, é um ponto fixo por g, que é ponto periddico para Y.
Por continuidade da derivada, diminuindo ||v||, se necessario, podemod assumir que ¢ é

hiperbélico por Y.
Novamente diminuindo ||v|| se necessario, podemos assumir que
d(Yi(q),Yi(p)) <e/2,Vt € [0,T] eque [T'(p)—T(q) <,
onde T'(p) e T'(¢) sdo os periodos de p e ¢ por Y, respectivamente, e T' > max{T'(p), T'(q)}.
Agora temos trés hipdteses a considerar: T'(p) = T'(q), T'(p) > T(q) e T(p) < T(q).
No primeiro caso, definimos a(t) =t para todo t € [0, T (p)].
Entao « : [0, T(p)] — [0,T(q)] é tal que «(0) =0, a(T(p)) =T(q) e
d(Yow(p), Yi(q)) <&, Vvt €[0,T(p)].

No segundo caso, definimos « : [0,7(q)] — [0,T(p)] por:

t, se t €[0,T(q) —C;

d(Yaw (), Yi(p)) = d(Yi(q). Yi(p)) < /2, Vt€[0,T(p) -]
Sete[T(q)—¢,T(q)], entao
la(t) —t| < ¢ e d(Yau(p),Yilp) <e/2.

Portanto

d(Yaw (p), Yi(q) <e.

No terceiro caso, podemos consturir, analogamente, uma funcdo « : [0,7(p)] —

[0,T(q)] com a propriedade acima.
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Note que X satisfaz as hipdteses do item (1) of Lema 2.11. Entao como arbitrariamente
proximo de X existe uma campo Y que admite pontos periddicos hiperbdlicos e uma
fungao v como nas hipéteses do item(1), o Lema 2.11 garante que o campo vetorial original
X admite pontos periédicos hiperbdlicos px e ¢x e uma funcao crescente e continua

o [0, T(px)] — [0,T(gx)] tal que
o(0) =0, o/(T'(px)) =T(ax), e d(Yau(px) Yilox)) <e
para todo t € [0,T(px)].
Estendendo o’ por
o(t) = o/ (t = [t/T(px)|T(px)), Vt €R,
onde [t/T(px)] é o maior nimero inteiro menor que %, temos que,
d(Xo(px), Xelgx)) <e VtER.

Mostramos, assim, que para cada € > 0 podemos encontrar dois pontos peridédicos e

hiperbdlicos px e ¢x em Orbitas distintas e uma funcao o € K com
d(Xw@(px), Xilgx)) <e VL ER.

Esse fato contradiz a propriedade de Bowen-expansividade do campo X, e conclui a

demonstracao.

Agora faremos a demonstracao do Teorema B.

Demonstragao (Demonstragio do Teorema B): Supomos, por contradi¢do que nao existe
subconjunto residual com tal propriedade. Seja R o residual dado pelo Lema 2.13. Entao

existe X € R campo vetorial Bowen-expansivo que nao é Axioma A sem ciclos.
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Pelo Lema 2.3, o campo X ¢ nao singular. Pelo Teorema 2.11, para toda vizinhanca
C! de X existem um campo vetorial Y nessa vizinhanca, e um ponto periédico p por
Y que nao é hiperbdlico. Entao o fluxo gerado por Y, Y;, admite 1 como multiplicador
[
2

caracteristico, e isso significa que para todo § > 0, Y; admite um ah($)-f. Isso é uma

contradicao com o Lema 2.13 e a Observagao 2.12.
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Capitulo 3

Especificacao Robusta para Fluxos

3.1 Introducao

Ao longo desta secao voltamos a considerar que a variedade M tem, possivelmente, bordo

nao vazio. Caso o bordo seja vazio, serd explicitado ao longo do texto.

Sejam X campo vetorial em X'(M), e A um conjunto compacto e invariante por X.
Uma especificagdo fraca S consiste de dois intervalos fechados {I; = [a;, b;]}2; da reta

real e uma aplicacao P : I; U I, — A tal que para qualquer tq,t, € I; temos que
X, (P(t1)) = X4, (P(t2)).
Dizemos que S é K -espacado se ay > by + K. Dizemos que S é e-sombreado por x € A se
d(Xi(z),P(t)) <e paratodote I} Uls.

P(l)

e
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Definicao 3.1 Dizemos que um conjunto compacto e invariante A de X tem a pro-
priedade de especificacao fraca se, para qualquer € > 0 existe um numero positivo K =
K(e) € R tal que toda especificacio fraca K-espacada S € e-sombreada por um ponto
em A. Nesse caso, dizemos que o campo vetorial X |5 tem a propriedade de especifica¢ao
fraca. Dizemos que o campo vetorial X tem a propriedade de especificacao fraca se M

tem essa propriedade.

Definicao 3.2 Dizemos que um conjunto isolado A tem a propriedade de especifica¢do
fraca robustamente, se A admite um bloco isolador U e se ewiste uma vizinhanca C*, U,
de X tal que para qualquerY € U, Y|a, ) satisfaz a propriedade de especificacdo fraca.
Nesse caso, dizemos que o campo vetorial X | satisfaz a propriedade de especififcacao fraca
robustamente. Dizemos que o campo vetorial X satisfaz a propriedade de especificacao

fraca robustamente se M satisfaz a propriedade de especificagcao fraca.

O principal resultado desta secao é o seguinte:

Teorema C Seja M wariedade compacta. Se X é um campo vetorial que satisfaz a

propriedade de especificacao fraca robustamente, entao X; ¢ um fluro Anosov.

Nos apresentamos, também, uma versao semi-local para esse resultado:

Teorema D Se A € um conjunto isolado que admite a propriedade de especificacao fraca

robustamente, entao A é um conjunto transitivo seccional hiperbdlico.

Queremos enfatizar aqui que a demonstragao desses resultados segue a linha de [89].
No entanto, as bifurcagoes sao mais complicadas. De fato, temos que lidar também com

a hiperbolicidade das singularidades.
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3.2 Propriedades

Nessa se¢ao nés obteremos algumas propriedades importantes para para fluxos nas hipoteses

do Teorema C.

3.2.1 Mistura Topoloégica

Lema 3.3 Seja X um campo vetorial, e seja A um conjunto compacto e invariante por
X. Se X|a satisfaz a propriedade de especificacao fraca, entao o fluro X; € misturador

topoldogico em A.

Demonstracao: Sejam U e V dois conjuntos abertos em A, g € U e yo € V. Existe
e > 0 tal que Ba.(z9) C U and Ba.(yo) C V. A propriedade de especificagao fraca nos
fornece um K > 0. Fixamos S > 0 e definimos = = xy ¢ y = X_g_5(yo), e escolhemos
n > 0 tal que, se Iy = [0,n] e I, = [K + S, K + S + n] entdo X, (x) C B(zg,e) e
X1, (y) € B(yo,€). isso nos fornece uma especificacio K-espagada. Entao existe z que
e-sombreia essa especificagdo. Pela desigualdade triangular, temos que Xy, s(U)NV # (),

e essa propriedade se mantém para todo S > 0.

O lema anterior garante que qualquer campo que satisfaz a propriedade de especi-

ficacao fraca nao admite pocos ou fontes.

Agora citaremos um resultado de Vivier [98]:

Teorema 3.4 Se X é um campo vetorial C' robustamente transitivo em uma variedade

compacta e sem bordo, entao X nao admite singularidades.

Em particular, se X satisfaz a propriedade de especificacao fraca robustamente em

uma variedade compacta, entao X é Cl-robustamente transitivoe, portanto, nao admite
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singularidades.

3.2.2 Conexoes Heteroclinicas

Teorema 3.5 Seja X um campo vetorial que satisfaz a propriedade de especifica¢do fraca,
entao para quaisquer duas orbitas periddicas e hiperbdlicas distintas O(p) e O(q), as var-

iedades invariantes W*(O(p)) e W*(O(q)) se intersectam.

Demonstracao: Nés ja sabemos que X nao admite pogos ou fontes, portanto p e ¢ devem

ser selas. Lembre-se que existem £(p) > 0 e €(q) > 0 tais que

W p) = X Wi x ) e W(o) = JXuW x (o).

<0 t<0
Seja e = min{e(p),e(q)}, e K dados pela propriedade de especificagdo. Se t > K, entao
tomamos I; = [0,t] e [y = [K + ¢, K + 2t]. Agora definimos P(s) = X;_4(p) se s € I; e

P(s) = Xs_k_+(q) se s € I,. Note que essa é uma especificagdo K-espacada.

Entao, existe x; que sombreia essa especificacao fraca:
d(Xs(zy), P(s)) <eses el Uls.
Usando a mudanga de varidveis u =t — s, para cada u € [0, t] nés temos:
d(X_u(Xe(21)), Xou(p)) = d(Xeul2e), Xou(p)) < €
e usando u = s — K — t, para cada u € [K +t, K + 2t] nés temos
d(Xu(Xicpa(1)), Xulq)) < e

Se y; = Xi(z;), entdo podemos assumir que y; — y. E tomando o limite quando ¢ tende

ao infinito nas desigualdades acima nds obtemos

d(X_u(y), X_u(p)) < e para todo u >0, e
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d(Xu(Xk(y)), Xu(q)) < € para todo u > 0.

A primeira desigualdade nos diz que y € W**(p) C W*(O(p)) e a segunda nos diz que

Xk(y) € W(q), e portanto y € W*(O(q)).

O

Observacao 3.6 No caso em que A é um conjunto isolado que satisfaz a propriedade de
especificacao fraca, entao podemos refazer a demonstracao acima para orbitas periodicas

em A\ usando singularidades no lugar de orbitas periodicas.

3.2.3 Indice

Teorema 3.7 Se X|p € um campo vetorial que satisfaz a propriedade de especifica¢ao
fraca robustamente, entdo o indice de todas as orbitas periodicas em A que sao selas

hiperbdlicas é constante e essa propriedade € robusta com o mesmo indice.

Demonstragao: Seja X |y um campo vetorial que satisfaz a propriedade de especificagao
fraca robustamente, e seja U tal que todo campo em U satisfaz a propriedade de especi-

ficacao fraca robustamente.

Fixando Y € U, sejam 0,7 C Ay (U) 6rbitas periddicas hiperbdlicas para Y; que sao
selas. Entao, existe uma vizinhanga C', Vy C U, de Y tal que para qualquer Z € Vy,

existem continuagoes oz, 77z C Az(U) de o e T respectivamente.

Suponha que index(c) < index(7) (o outro caso é similar). Temos duas hipdteses a

considerar:

1. dim W?*(o) + dim W*(7) < dim M;

2. dim W?(o)+dim W*(7) = dim M.  (esse caso ocorre quando index(7) = index(o)+
1)
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No primeiro caso podemos tomar um campo vetorial Kupka-Smale Z € Vy. Entao

Ws(oz) NW¥(1z) = () uma vez que
dimW?(e) =dimW?(oz) e dimW"(r) = dim W*(ry).

Por outro lado, como Z € U, entdo Z|a, ) satisfaz a propriedade de especificagao, e

entao W#(oz) N W*(1z) # () pelo Teorema 3.5, 0 que é uma contradicao.

No segundo caso podemos tomar, novamente, um campo vetorial Kupka-Smale W &€

Vy. Pelo Teorema 3.5, temos que W#(ow ) N W*(7y) # (). Tomamos x nessa intersegao.

Note que Ow (x) C W?*(ow) e Ow(x) C W* (7). Entdao podemos decompor

T.(W(ow)) = To(Ow(2)) & E

T.(W*(tw)) = To.(Ow(z)) & E*.
Entao,
dim(T,(W?(ow)) & T,(W"(1w))) < dim W?*(ow ) + dim W" (7)) = dim M.

Portanto W*(ow ) nao é transversal a W*(ry ). Isso é uma contradigao uma vez que W é

um campo vetorial Kupka-Smale.
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Observacgao 3.8 Nds podemos trocar orbitas periddicas hiperbolicas por singularidades
do tipo sela no Teorema anterior. Para demonstrar qesse caso € importante observar que:
se p1 e pg sao singularidades, entio W' (O(p;)) = W' (p;), onde r = u,s ei = 1,2 e se
nds supusermos que index(py) < index(ps), o sequndo caso na demostracao anterior ndao

ocorre. Entao o resto da demonstracao € a mesma.

3.2.4 Hiperbolicidade de Orbitas Criticas

O seguinte Teorema garante que todas as Orbitas periddicas de um fluxo que satisfaz a

propriedade de especificacao fraca robustamente sao hiperbélicas.

Teorema 3.9 Sejam X um campo vetorial, A um conjunto compacto e invariante que
satisfaz a propriedade de especificagdo fraca robustamente, e U uma vizinhanga C' de X.

Entao toda orbita periodica de X € hiperbolica.

Demonstracao: Faremos a demonstracao por contradigao. Vamos mostrar que se uma
orbita periédica de X contida em A nao é hiperbdlica, entao existe um campo vetorial
Y € U com duas orbitas periddicas contidas em Ay com indices diferentes, o que é uma

contradicao com o Teorema 3.7.

Sejam U um bloco isolador de A, e V C U uma vizinhanca C! de X tal que para todo
campo vetorial em ) a continuacao de A satisfaz a propriedade de especificagao fraca
robustamente, e ¢ uma érbita peridédica por X em A que nao é hiperbdlica. Tomamos
p€o. Sejamrg > 0e f:1II,,, — I, a aplicacao de primeiro retorno de Poincaré por X.

Como ¢ nao ¢ hiperbdlico, entdo D, f admite um autovalor A com ||A|| = 1.

Seja U uma vizinhanca C! de X contida em ) arbitrariamente pequena, e sejam
g0 = €o(X) > 0 e dy = dp(X) > 0 dados pelo Lema 1.8. Como A é autovalor de D,f,

entao sua forma de Jordan ¢é dada por
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J -~ 0 0

0 -+ J. 0

0O --- 0 B
onde cada J;, ¢ =1, ...,k é¢ um bloco de Jordan, e B é o bloco de Jordan associado ao

autovalor \.

Seja H : N, — N, tal que sua matriz na base associada a J seja dada por

H, -~ 0 0
H = ,

0 -+ Hp 0

o --- 0 B

onde H; = J; se o autovalor associado a J; tem norma diferente de um, e H; = nJ; se o

autovalor associado a J; tem norma igual a um.

Entao, H é um isomorfismo linear tal que se A é real, ele é o iinico autovalor com norma
igual a um, e se ele é complexo, entao A e seu conjugado sao os Unicos autovalores com
norma um. Se tomarmos 7 suficientemente préximo de 1, podemos assumir, também,
que |[|H — D,f|| < é. Podemos tomar 0 < r < 7y suficientemente pequeno tal que
F,(Xy;7;T(p)) C U (ver definicao na Segao 1.2). Pelo Lema 1.8, existe um campo vetorial

Y € U, e que satisfaz a propriedade de especificacao fraca robustamente, tal que:

exp, oH o exp, (), sex € B.y(p) N1L,,
gy () =
(=), se # & Bz, (p) N 1L,

onde gy : II,, — II, ¢ a aplicagao de Poincaré¢ associada ao ponto periédico p por Y.
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Observacao 3.10 Isso significa que, se X € um campo vetorial que satisfaz a propriedade
de especificacao fraca robustamente, e p € ponto periodico nao hiperbolico, entdo arbi-
trariamente prorimo de X € possivel encontrar um campo Y tal que a continuacdao Ay
satisfaz a propriedade de especificacao fraca robustamente, e € tal que a orbita de p ainda
¢ periddica, O(p) € Ay, e X (e seu conjugado, possivelmente) é o inico autovalor de D,gy

com norma um.

Denotaremos a matriz de D,Y na forma de Jordan por

H, 0 0
D)Y = H = 0 H, O , onde
0 0 B
H, - 0 Hpsr -+ 0
H, = e H,=
0o --- H, 0 oo Hy

sao, respectivamente, os blocos de Jordan associados aos autovalores com norma menor
que um, e com norma maior que um. Denotamos por EJ o subespago associado a H, por
E o subespago associado a H,, por Ej o autoespago associado ao autovalor A de Dygy e

por 3 a base de IV, na qual estd a matriz de Jordan. Entao,
T, =E © E,® E).

Seja Vy uma vizinhanca C! de Y tal que todo campo vetorial em Vy é tal que a
continuagao de Ay satisfaz a propriedade de especificacao fraca robustamente. Entao

existem g9 = ¢(Y) e dp = dp(Y") dados pelo Lema 1.8.

o Se dimE; =1:
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No6s vamos supor que A = 1 e o outro caso é similar.

Entao nos temos que
gv(z) =z, V€ exp, (E5) N Beya(p) NIL, .

Como z é um ponto fixo para gy, a 6rbita de x ¢é periddica com periodo T, > 0 e, tomando

x suficientemente préximo de p, nés temos que x € Ay. Fixamos
qe engl(E;) n B€0/4(p> N 1L,

e tomamos r > 0 tal que

F,(Yy;r; T)NF,(Ye; i Tyy) = 0.

Por continuidade da derivada, dado n > 0 suficientemente pequeno, tomando ¢ su-
ficientemente préximo de p, temos que existe uma base de N,, ', préxima da base de

Jordan de D, f, tal que a matriz de D, f é dada por

Js 0 0
J = 0 J, 0 [,
0o o0 X

onde ||Js — Hy|| <, ||Ju — Hul| <me|A=XN|<n.

Podemos, entao, supor que 1 é suficientemente pequeno para que os autovalores de H

sejam menores que um, e os autovalores de H, sejam maiores que um.
Agora temos trés hipéteses a considerar:
Caso 1: 1 =< \.

Nesse caso, ¢ ¢ um ponto fixo hiperbdlico para f, e portanto pertence a uma orbita

periédica hiperbdlica para Y de indice index(q) = m. Entao definimos uma aplicagao
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linear P : N, — N, tal que na base  sua matriz ¢ dada por

0 0 1-—260(Y)
Entao, pelo Lema 1.8, existe Z € Vy tal que a continuacao Ay satisfaz a propriedade

de especificagao fraca robustamente, tal que Z(x) = Y (x) para todo = & F,(Y;,r,T) e tal

que
exp, oP o exp, (), sex € Bzyyy(p) N1y,
9z(x) =
gy (), sex & Beyv) (p) NI,

onde gz : II,,, — II, é a aplicagao de primeiro retorno de Poincaré para Z.

Entao p é ponto fixo hiperbdlico para gz e portanto pertence a uma orbita periédica
hiperbdlica para Z de indice index(p) = m + 1. Como estamos assumindo que p,q € U
segue que p e ¢ pertencem a continuacao Az. Como F,(Yyr;T) N F(YyrT,) = 0,
segue que ¢ ainda é uma 6rbita periddica hiperbdlica para Z de indice index(q) = m.

Encontramos, entao, nossas duas orbitas periddicas de indices diferentes.
Caso 2: 1 =X > ).

Nesse caso, ¢ ¢ um ponto fixo hiperbdlico para f, e portanto pertence a uma orbita
periédica hiperbdlica para Y de indice index(q) = m + 1. Entao definimos uma aplicagao

linear P : N, — N, tal que na base 8 sua matriz ¢ dada por

0 0 146(Y)

Entao, pelo Lema 1.8, existe Z € Vy tal que a continuacao Ay satisfaz a propriedade

de especificagao fraca robustamente, tal que Z(x) = Y (x) para todo = & F,(Y;,r,T) e tal
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que
exp, oP o exp, (), sex € Beyyya(p) N1y,
9z(x) =
gy (), se T & Beyy)(p) N1,

onde gz : II,, — II, é a aplicacao de primeiro retorno de Poincaré para Z.

Entao p é ponto fixo hiperbdlico para gz e portanto pertence a uma érbita periddica
hiperbdlica para Z de indice index(p) = m. Como estamos assumindo que p,q € U segue
que p e ¢ pertencem a continuacao Az. Como F,(Yy;r; T) N F, (Y r; T,) = 0, segue que g
ainda é uma 6rbita periédica hiperbdlica para Z de indice indez(q) = m+1. Encontramos,

novamente, nossas duas érbitas periddicas de indices diferentes.
Caso 8: 1 =X=\.

Nesse caso definimos uma aplicagao linear P : N, — N, tal que na base 3 sua matriz

¢ dada por

0 0 1-g(Y)

Entao, pelo Lema 1.8, existe Z € Vy tal que a continuacao Ay satisfaz a propriedade
de especificagao fraca robustamente, tal que Z(x) = Y (z) para todo « & F,(Y;,r,T) e tal

que
exp, oP o exp;l(x), se x € B.yyyualp) NI,
9z(x) =
gy (z), se & Beov)(p) N1,
onde gz : II,,, — II, é a aplicagao de primeiro retorno de Poincaré para Z.
Entao p é ponto fixo hiperbdlico para gz e portanto pertence a uma orbita periédica

hiperbdlica para Z de indice index(p) = m + 1. Como estamos assumindo que p € U

segue que p pertence a continuagao Ay.
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Tomamos, novamente, uma vizinhanca C' de Z, V; tal que a continuacao de Ay por
todo campo vetorial em V satisfaz a propriedade de especificagao fraca robustamente.

Novamente, o Lema 1.8 nos fornece §y = do(Z) e g9 = €0(Z).

Definimos, também, uma aplicacado linear ) : N, — N, tal que na base ' sua matriz

¢ dada por

0 0 1+6(2)

Entao, pelo Lema 1.8, existe W € V; tal que a continuagao Ay satisfaz a propriedade de
especificagao fraca robustamente, tal que W (z) = Z(z) para todo x &€ F,(Z;,r,T) e tal

que
exp,, o) o exp;l(x), se v € B.yyyalp) N1,
gw(x) =
gv (), se x & Beoyvy(p) N1,

onde gw : II,, — II, é a aplicagao de primeiro retorno de Poincaré para W. Entao g ¢
ponto fixo hiperbdlico para gy e portanto pertence a uma o6rbita peridédica hiperbdlica

para W de indice index(p) = m.

Como estamos assumindo que p,q € U segue que p e ¢ pertencem a continuacao
Aw.Como F,(Zy;r;T) N Fy(Zy;r;T,) = 0, segue que ¢ ainda é uma 6rbita periddica
hiperbdlica para Z de indice index(q) = m + 1. Encontramos, finalmente, nossas duas

orbitas periddicas de indices diferentes.

o Se dimEf) = 2:

Nesse caso A e seu conjugado sao os unicos autovalores de norma 1. Nos vamos

considerar o caso gy (p) = p, o outro caso é similar.
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Pelo Lema 1.8 existe Z € Vy que satisfaz a propriedade de especificacao fraca robus-

tamente e

gz(x) = exp,0D,gy o exp, ' (x), if 2 € Beyiy)a(p).

Entao D,gy age em EJ como uma rotagao. Se essa rotagao ¢ racional, entdao existe
I > 0 tal que Dpg} (v) = v para todo v € exp, ' (ES)N Bz, (p). Fixamos [ o minimo com essa
propriedade. Como no primeiro caso, com uma pequena modificacao C!, nés podemos
encontrar um campo vetorial em Vy tal que a continuacao de Ay satisfaz a propriedade

de especificacao fraca e possui duas érbitas periddicas de indices diferentes.

Se a rotagao ¢ irracional, existe um isomorfismo linear A : N, — N,, tal que
1A = Dypgy | < do(Y)

e A age em E; como uma rotacao racional. Entao existe Z € Vy que ainda satisfaz
a propriedade de especificagio fraca robustamente e tal que D,g%(v) = v para todo
v € exp, 1(Eg) N B.,(p), onde [ > 0 é o minimo com essa propriedade. Novamente,
podemos encontrar um campo vetorial em Vz tal que a continuacao de Ay satisfaz a
propriedade de especificacao fraca e possui duas orbitas periddicas distintas com indices

diferentes.

No caso do fluxo X possuir a propriedade de especificacao fraca robustamente, ou seja,
A = M, como conseqiiencia de Teorema anterior, nés temos que existe uma vizinhanca
C' de X tal que todas as érbitas periédicas de todos os campos vetoriais nessa vizinhanca,

sao hiperbdlicas de mesmo indice..

As versoes analogas para os resultados anteriores sao verdadeiras para singularidades.

Abaixo nods faremos as bifurcacoes necessarias para lidar com elas.
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Teorema 3.11 Sejam X um campo vetorial, A um compacto invariante que satisfaz a
propriedade de especificacio fraca robustamente, e U uma vizinhanca C' de X. Se uma
singularidade de X nao € hiperbolica, entao existe um campo vetorial Y € U com duas

singularidades em Ay com indices diferentes.

Demonstragao: Sejam V C U uma vizinhanca C! de X tal que para cada campo vetorial
em )V a continuacao de A satisfaz a propriedade de especificacao fraca robustamente, e p
uma singularidade de X em A que nao é hiperbdlica. Seja, também, U um bloco isolador
para A. Como o nao ¢é hiperbdlica, entao D, X admite um autovalor A tal que sua parte

real, Re(\), é nula. Seja

J - 0 0
J = ,

0 -+ J. 0

0 -~ 0 Jy

a matriz de D, X na forma de Jordan organizada de tal forma que Jy ¢ o bloco de Jordan

associado a A. Seja [ a base em que se encontra a forma de Jordan.

Pelo Lema 1.6, existem dy > 0 e g9 > 0 tais que se H : T,M — T,,M é uma aplicagao

linear tal que ||H — D, X|| < < dy, entao existe Y € V como no Lema.

Tomaremos, entao 0 > 0 arbitrariamente pequeno, e definimos o isomorfismo linear

H :T,M — T,M dado pela seguinte matriz na base 3.

H -~ 0 0
H = ,

0 H, 0

0 0 Jy
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o

onde H; = J; se o autovalor associado a J; tem parte real nao nula, e H; = — =}

J;, onde n

¢ a dimensao da variedade M, se o autovalor associado a J; tem parte real nula.

Entao ||H — D,X]|| < 0, e portanto, existe um campo vetorial ¥ € V tal que a
continuagdo Ay = MerY;(U) satisfaz a propriedade de especificacao fraca robustamente
e tal que

(Dt (wyeTpp) © H 0 exp, ' (x), sex € Beyu(p)
X(a), se & & Bey(p).

Nesse caso, para & € B, /4(p), temos que

DY -v=D 1y exp,oH oexp ! (z) + D

2 —1
(expy " (2), Dz expy ' v) expy, o © Dy exp,, -0,

expy ' (x)

para qualquer v € T, M e, em particular,
Y(p)=0 e DY =H.

Isso significa que p é uma singularidade para o campo vetorial Y tal que A é o tnico

autovalor com parte real Re(\) igual a zero.

Analogamente ao caso das orbitas periddicas, escreveremos a forma canonica de D,Y

da seguinte forma:

Js 0 0
J = 0 J, 0 [,
0 0 Jy

onde J; ¢é o bloco associado aos autovalores com parte real menor que zero e J, é o bloco
associado aos autovalores com parte real maior que zero. Denotaremos por m a dimensao

da matriz J;.

Denotamos por E; o subespago de D,Y associado aos autovalores com parte real

menor que zero, por EJ o subespago de D,Y associado aos autovalores com parte real
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maior que zero, e por E7 o autoespago de D,Y associado a A. Entao
T,M=E,®E,®E}.
Seja Vy uma vizinhanca C! de Y tal que todo campo vetorial em Vy é tal que a continuacao

de Ay satisfaz a propriedade de especificacao fraca robustamente.

Temos duas hipoteses a analisar:

e Se dim Ef = 1:

Nesse caso A = 0 e, portanto, para cada v € ES, temos Y (exp,(v)) = 0.

Podemos, entao, supor que 7 é suficientemente pequeno para que os autovalores de H,
sejam menores que um, e os autovalores de H, sejam maiores que um. Por continuidade
da derivada do campo, dado n > 0 suficientemente pequeno, podemos assumir que para
todo g = expp(v) tal que v € E tem norma suficientemente pequena, temos que existe
uma base de T,M, (', préxima da base em que estd a forma de Jordan de D, f, tal que

a matriz de DY é dada por :

Qs 0 0
Q= 0 Q. 0 [,
0 0 J

onde [|Js — Qs|| < n, ||Ju — Qul| <n e |N| <n. Novamente temos dois casos a analisar:
Caso 1: Existe q € exp,(E;) suficientemente préximo de p, e hiperbélico para Y.

Nesse caso, o autovalor \’ tem parte real diferente de zero. Vamos assumir que é maior
que zero. Sendo assim, o indice de ¢ é igual a m. O outro caso é analogo.

Pelo Lema 1.6, existem dy = 6o(Y) > 0 e g9 = go(Y") > 0 tais que se Q : T,M — T,M
¢ uma aplicagao linear tal que ||Q — D,Y|| < 0 < dy, entao existe Z € Vy como no Lema.
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Tomando 0 < o(Y) < d(q,p)/2 no Lema 1.6, podemos tomar 0 < § < §y e definir

uma aplicacao linear P : T,M — T,M tal que sua matriz na base ' é dada por

Js 0 0
P = 0 J, O
0 0 —0

Nesse caso ||P — D,Y|| < dp, e portanto existe Z € Vy tal que a continuagdo Ay

satisfaz a propriedade de especificacao fraca robustamente e

(Dempgl(m)expp) oPo effp;:l@)a sex € BEO(Y)/4(p)

Y(l’), se r ¢ Bz—:o(Y)(p)'

Nesse caso, D,Z = P, e portanto, p é uma singularidade hiperbdlica para Y de indice

index(p) = m + 1, e é tal que p estd na continuagao de Ay-.

Como q & B.yv)(p), segue que ¢ ainda é uma singularidade hiperbélica para Z com
indice index(p) = m. Temos, entdo, nossas duas singularidades hiperbdlicas com indices

diferentes.

Caso 2: Para todo q € exp,(E;) suficientemente préximo de p, ¢ nao ¢ uma singular-

idade hiperbdlica para Y.

Nesse caso, o autovalor A\’ tem parte real igual a zero. Agora faremos a mesma per-
turbacao da derivada em p, e depois perturbaremos a derivada em ¢ para produzir uma

singularidade hiperbdlica de indice diferente de p.

Pelo Lema 1.6, existem dy = 6o(Y) > 0 e g9 = ¢o(Y') > 0 tais que se P : T,M — T,M
¢ uma aplicagdo linear tal que ||P — D,Y || < § < ¢y, entdo existe Z € Vy como no Lema.

Podemos assumir que ¢y < d(p, q)/2.

Podemos tomar 0 < § < dy e definir uma aplicagao linear P : T,M — T,M tal que
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sua matriz na base  é dada por

Js 0 0
P = 0 J, O
0 0 —6

Nesse caso ||P — D,Y|| < dp, e portanto existe Z € Vy tal que a continuagdo Ay

satisfaz a propriedade de especificacao fraca robustamente e

(Dengl(z)expp) oPo expgl(x)a sex € BEO(Y)/4(p>

Y(l’), sex & Beo(Y)(p)'

Nesse caso, D,Z = P, e portanto, p ¢ uma singularidade hiperbélica para Y de indice
index(p) = m+1, e é tal que p estd na continuagao de Ay. Além disso, como ¢ ¢ m,
segue que ¢ ¢ singularidade para Z com D,Z = D,Y .

Seja V7 uma vizinhanca C! de Z tal que a continuacio Ay = Nyer(U) satisfaz a
propriedade de especificagao fraca robustamente. Pelo Lema 1.6, existem dy = 6¢(Z) > 0
eep =¢go(Y) > 0tais que se Q : T,M — T, M é uma aplicagao linear tal que ||Q—D,Y|| <
0 < &, entao existe Z € Vy como no Lema.

Tomando 0 < (YY) < d(q,p)/2 no Lema 1.6, podemos tomar 0 < § < &y e definir

uma aplicagao linear @ : T,M — T,M tal que sua matriz na base ' é dada por

Js 0 0
Q= 0 Ju. O
0 0 ¢

Nesse caso ||Q — D,Z|| < do, e portanto existe W € Vy tal que a continuacdo Ay
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satisfaz a propriedade de especificacao fraca robustamente e
(Dempgl(z)expp> © Q © expgl(x% ser &€ BEO(Y)/4(Q)

Z(ZL’), se T ¢ Bao(Y)(Q)'

Nesse caso, D,W = @), e portanto, ¢ ¢ uma singularidade hiperbélica para W de indice

index(q) = m, e é tal que ¢ estd na continuagao de Ay .

Como p & B.(z)(q), segue que p ainda é uma singularidade hiperbdlica para W com
indice index(p) = m + 1. Temos, entdo, nossas duas singularidades hiperbdlicas com

indices diferentes.
e Se dim ES = 2:

Nesse caso D,Y age em ES como uma rotagao. Se essa rotagao ¢ racional, existe [ > 0
tal que D,Y'(v) = v para todo v € E¢. Fixamos [ o minimo com essa propriedade. Como
no primeiro caso, com uma pequena modificacaio C! nés podemos encontrar um campo
vetorial em Vy tal que a continuagao de Ay satisfaz a propriedade de especificacao fraca
robustamente e tem duas singularidades de indices diferentes. Se essa rotagao € irracional,

existe uma rotagao racional Ry : E5 — E¢ arbitrariamente préxima de D,Y |ge.

Pelo Lema 1.6, existem 0y = §o(Y) > 0 e eg = €o(Y") > 0 tais que se P : T,M — T, M
¢ uma aplicagao linear tal que ||P — D,Y|| < § < do, entdo existe Z € Vy como no Lema.

Tomaremos, entao, a aplicacao linear P tal que sua matriz na base § é dada por

Js 0 0
P = 0 J. 0 ;
0 0 Ry

para Ry préximo de D,Y |ge de forma que ||[P — D,Y|| <.
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Entao existe Z € Vy tal que a continuacao Ay satisfaz a propriedade de especificagao

fraca robustamente e

(Dengl(z)expp) oPo €{L‘p;1(l’), sex € BEo(Y)/4(p)

Y(l‘), Se x ¢ Bz—:o(Y)(p)'
Nesse caso a continuacao Ay tem a propriedade de especificacao fraca robustamente e
D,Y age em ES como uma rotacao racional. Dai, como feito anteriormente, podemos
encontrar um campo vetorial arbitrariamente proximo de Z tal que a continuacao de Ay
satisfaz a propriedade de especificagao fraca robustamente e tem duas singularidades de

indices diferentes.

3.3 Hiperbolicidade Seccional

Demonstragao (Teorema C): Primeiro nés lidaremos com o caso global. Como vimos na
secao anterior, se o fluxo X satisfaz a propriedade de especificagao fraca robustamente,
entao pelo Lema 3.3 e pelo Teorema 3.4 nao existem singularidades ou érbitas periddicas
que sao pocos ou fontes. Ainda, pelo Teorem 3.7, toda orbita periddica tem o mesmo
indice. Em particular, pelo Lema 3.9, todas as 6rbitas periédicas sao do tipo sela. Pelo
Teorema 1.11, X é Axioma A sem ciclos, e como X é misturador topoldgico, entao X é

Anosov.

Agora nés lidaremos com um conjunto isolado A que tem a propriedade de especificacao

fraca robustamente.
Mesmo que existam singularidades, novamente nao existem pocos ou fontes, e toda

érbita critica é hiperbdlica. Agora nds estabeleceremos algumas nogoes dadas por [24].

Defini¢ao 3.12 Um conjunto invariante A é fortemente homogéneo de indice i € [0,d —

83



1], onde d é a dimensao de M, se existem vizinhancas U de X e U de A tais que, para

qualquer Y € U e qualquer orbita periodica de' Y em U tem indice 1.

Agora veremos um Teorema devido a Gan, Wen e Zhu [24]. Esse resultado pode ser

encontrado, também, em [62].

Teorema 3.13 Seja A um conjunto robustamente transitivo de X que € fortemente ho-
mogéneo de indice i. Se todas as singularidades em A sao hiperbdlicas, entao elas tém o

mesmo indice e o conjunto A é seccionalmente hiperbdlico.

Isso implica que A é seccional hiperbdlico e completa a demonstracao nesse caso.
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Capitulo 4

Sensibilidade

4.1 Introducao

Dizemos que X ¢é sensivel as condigoes iniciais se existe § > 0 tal que para todo x € M e

toda vizinhanga U de z existem y € U e t > 0 tais que d(X;(z), Xi(y)) > 0.

Exemplos de campos vetoriais que sao sensiveis as condigoes iniciais sao os campos
Anosov. Eles motivam a pergunta se tal propriedade se mantém para sistemas dinamicos
mais gerais como, por exemplo, sistemas parcialmente hiperbdlicos. No entanto, campos
vetoriais parcialmente hiperbélicos em variedades compactas com fronteira nao sao sempre
sensiveis as condigoes iniciais como mostra o exemplo dado pelo produto do campo vetorial

nulo no toro por uma contragao forte.

Esses contra-exemplos sugerem a questao de encontrar quais sao as condigoes necessarias
para que um campo vetorial parcialmente hiperbdlico seja sensivel as condicoes iniciais.
A condicao que levaremos em conta é a de ser seccionalmente expansor, ou seja, expande
area em cada subespaco de dimensao dois do subfibrado central. De fato, estudaremos
fluxos seccional-Anosov [59] em variedades compactas de dimensao trés para os quais o

conjunto maximal invariante coincide com o conjunto nao-errante. Nos mostraremos que a

85



propriedade de sensibilidade em relacao as condicoes iniciais se mantém para todo campo

vetorial C! préximo de X.

Vamos exprimir esse resultado mais precisamente.

Teorema 4.1 Seja X um campo vetorial seccional-Anosov em uma variedade em uma
variedade compacta de dimensdao trés. Se Q(X) = M(X), entao cada campo vetorial

suficientemente proximo de X € sensivel as condigcoes iniciais.

Observe que, diferentemente de fluxos Anosov, a propriedade de Q(X) = M (X) para

campos seccionais-Anosov nao é estavel por pequenas perturbagoes, em geral ([65]).

Como mencionado anteriormente, um conceito relacionado com o de sensibilidade as
condicoes iniciais é a de Komuro-expansividade. No entanto, Komuro-expansividade nao
implica em sensibilidade as condicoes iniciais uma vez que Komuro-expansividade envolve
apenas o conjunto maximal invariante enquanto sensibilidade as condigoes iniciais envolve
toda a variedade M. Um exemplo concreto é um campo vetorial em uma bola de dimensao
trés transversal ao bordo apontando para o interior da bola, cujo maximal invariante é

uma singularidade atratora.

No entanto, [2, Teorema A, pg. 2434] implica que todo fluxo transitivo X; seccional-
Anosov em uma variedade compacta e conexa de dimensao trés, M, é Komuro-expansivo.
Portanto o fluxo restrito ao maximal invariante X | Mm(x) € fracamente sensivel as condigoes
iniciais, ou seja, existe & > 0 tal que para cada x € M(X) e cada vizinhanga U de x em

M existem

ye M(X)NU e teR

tais que d(X;(x), X¢(y)) > d (veja a defini¢ao de sensibilidade em [1, pg. 18], e o argumento
em [1, pg. 20]. Finalmente, nds observamos que, diferentemente do Teorema 4.1, os

resultados em [2] nao consideram nenhuma perturbacao de X.
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Esse capitulo esta organizado da seguinte forma:

Comecaremos com uma condicao suficiente para que um fluxo seja sensivel as condigoes
iniciais. Lembramos que uma singularidade ou uma o6rbita periédica hiperbdlica é do tipo

sela se os subfibrados hiperbdlicos sdo nao triviais, ou seja, nao sdo o subfibrado {0}.

A seguinte proposicao fornece uma condigao suficiente para sensibilidade em relagao

as condicoes iniciais.

Proposicao 4.2 Seja X um campo vetorial em uma variedade compacta M tal que todas
as singularidades sao hiperbolicas do tipo sela. Se cada ponto de M pode ser aproxi-
mado por pontos para os quais o w-limite € uma singularidade, entao X € sensivel em as

condicoes iniciais.

Demonstragao: Como M é compacta, temos que o conjunto Sing(X) é finito. Entao,
existe d > 0 tal que as bolas de raio § centradas nas singularidades de X sao disjuntas
dois a dois. Sejam x € M e U uma vizinhanca de x. Nos temos duas hipdteses a

considerar: x € W*(o) para algum o € Sing(X) ou nao.

No primeiro caso, podemos escolher y € U, fora das variedades estaveis das singular-
idades, uma vez que a uniao de tais variedades nao é densa em nenhum aberto de M.
(Lembramos que todas as singularidades sao do tipo sela.) Pelo Teorema de Hartman-
Grobman, existe uma vizinhanca V' de o onde o campo X ¢ conjugado a sua derivada

D, X. Diminuindo ¢, se necessario, podemos tomar V = Bys(0).

174 Xi(y)

B

Como a érbita positiva de x, OF(z) = {X;(z) : t > 0}, converge para o, existe ty > 0
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tal que

d(X¢(z),0) <6, paratodot > t.

Por outro lado, como a érbita positiva de y nao converge para o, nos eventualmente

encontraremos t >t tal que d(X;(y), o) > 20. Segue que

d(Xe(y), Xi(z)) > 0.

No segundo caso podemos escolher o € Sing(X) ey € W*(o)NU uma vez que a uniao
das variedades estaveis das singularidades é densa por hipotese. Novamente como a orbita
positiva de y converge a o, e a de x nao converge, nés eventualmente encontraremos ¢ > 0

tal que d(X;(z), Xi(y)) > d. Isso prova o resultado.

A Proposicao 4.2 garante que um fluxo que admite uma singularidade hiperbdlica do
tipo sela em uma variedade compacta é sensivel as condigoes iniciais desde que cada ponto
possa ser aproximado por pontos para os quais o w-limite é uma singularidade. Na Secao
4.2 provaremos que, para todo fluxo seccional-Anosov que satisfaz a Propriedade (P) em
uma variedade compacta de dimensao trés, todo ponto pode ser aproximado por pontos

para os quais o w-limite ¢ uma singularidade. Entao, aplicaremos a Proposicao 4.2.

4.2 Sensibilidade as Condicoes Iniciais

Agora introduziremos a notagao que usaremos em seguida.

Seja X um fluxo seccional-Anosov para M. Segue da Teoria das Variedades Invariantes
[38] que o fibrado estavel E}(x) de X pode ser extendido continuamente a um fibrado
estavel Ef; em toda uma vizinhanca U de M (X). Como o fluxo X; contrai M em M (X),

nos podemos assumir que tal vizinhanca é a propria variedade M. Por outro lado, temos
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que a soma direta £, @ E3; é tangente a folheagao singular estdvel W*. Podemos usar
isso para definir uma folheagdo continua unidimensional F* = {F*(z, D) : x € D}, em
cada secao transversal D, intersectando as folhas de W* com D. Dizemos que D é um
retangulo folheado se ele é difeomorfo & [0, 1] x [0, 1] e as folhas de F* tém a forma * x [0, 1]
a menos de uma identificagdo. Nesse caso, existe uma fronteira vertical 9* D formada por

folhas de F* e uma fronteira horizontal 0" D transversal a F*.

Teorema 4.3 Se X ¢é um campo vetorial seccional-Anosov que satisfaz a Propriedade
(P) em M e x € M nao pode ser aproximado por pontos para os quais o w-limite é
uma singularidade, entdo w(x) admite uma parti¢ao singular de diametro arbitrariamente

pequeno.

Para a demonstracao desse fato nds precisaremos do seguinte resultado.

Lema 4.4 (Improved Sectional-Anosov Closing Lemma) Todos os pontos
nao-errantes de um fluzo seccional-Anosov em uma variedade compacta, conexa e de
dimensao trés podem ser aproximados por pontos periodicos ou por pontos para 0s quais

0 w-limite € uma singularidade.

Para a demonstracao veja [60].

Demonstragao (Teorema 4.3): Pela Proposicao 1.15 nds temos que provar que para todo
z € w(zx) \ Sing(X) existe uma se¢ao transversal de didmetro pequeno ¥, tal que z €

Int(3,) e w(z) NOX, = 0.

Afirmamos que w(x) N W*¥(z) tem interior vazio em W**(z) para todo z € w(x). De
fato, suponha por contradigao que isso nao é verdade. Entao w(z) contém uma variedade
estavel forte W5*(y) passando por algum y € w(z). Agora nés temos duas hipdteses a

considerar, ou w(x) admite alguma singularidade, ou nao. Se nao, entao w(z) é hiperbdlico

[64] e entdao temos que x € w(x) usando a variedade estavel por W (y). Segue do
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Improved Sectional-Anosov Closing Lemma (Lema 4.4) que x pode ser aproximado por
orbitas periddicas ou por pontos para os quais o w-limite é uma singularidade. Como esses
pontos sao acumulados por pontos para os quais o w-limite ¢ uma singularidade, segue
do Lema 1.13 que o proprio x pode ser aproximado por pontos para os quais o w-limite é
uma singularidade. Isso é uma contradi¢do. Se w(x) admite uma singularidade, teremos
uma contradi¢do tomando a dérbita negativa de W?*(y) como em [58]. Essas contradigoes

completam a afirmacao.

Pela afirmagao podemos tomar, para todo z € w(x) um retangulo folheado de diametro
pequeno RY tal que z € Int(R?) e w(x) NO"RY = (). Se a érbita positiva de x intersecta
F*(z, R?) infinitas vezes, nés teremos que w(x) é uma érbita periédica, e nesse caso o
resultado é trivial. Portanto, podemos assumir que a orbita positiva de x nao intersecta

F*(z, R%). Entao, ela intersecta uma das componentes conexas de R? \ F*(z, RY).

Se a oOrbita positiva intersecta somente uma componente, podemos escolher algum
ponto z’ da érbita positiva dentro dessa componente, um ponto z’ na outra componente e
definir ¥, como o subretangulo de R? limitado por F*(2', RY) e F*(2’, R?). Como a érbita
positiva nao passa pela componente conexa de R?\ F*(z, RY) contendo 2/, nds temos que
w(q) N F5(2', RY) = (). Agora suponha, por enquanto, que existe h € w(x) N F*(2', RY).
Como w(z) C Q(X), o Improved Sectional-Anosov Closing Lemma [60] e o Lema 1.13
implicam, como antes, que h é acumulado por pontos para os quais o w-limite é uma
singularidade. Como as variedades estaveis tem tamanho grande nds temos que x’ também
¢ acumulado por pontos para os quais o w-limite é uma singularidade. Isso implica que
o mesmo vale para z, o que é uma contradi¢ao. Portanto w(x) N F*(a’, RY) = (. Como
oIy, C 0"RY e 0°Y, = F*(2,R%) U F*(2', R%) nds temos que ¥, tem a propriedade

requerida.

No caso da érbita positiva intersectar ambas as componentes de R? \ F*(z, R?) nds
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podemos escolher dois pontos x’, z” nessa dérbita, em cada componente conexa e definir
¥, como o retangulo de R limitado por F*(z/, R}) e F*(z”, R%). Repetindo o argu-
mento acima, nés temos que w(x) N (F*(z', RY) U F*(z", RY)) = () e entdao %, satisfaz as

propriedades da tese do Teorema.

O seguinte teorema ¢ uma nova versao para [16].

Teorema 4.5 Seja X; um fluzo seccional-Anosov em M que satisfaz a Propriedade (P).
Entao, todo ponto de M pode ser aprorimado por pontos para os quais o w-limite € uma

singularidade.

Demonstracao: Suponha por contradicao que existem um fluxo seccional-Anosov X; que
satisfaz a propriedade (P) em uma variedade compacta e conexa de dimensao 3, M e x €
M que nao pode ser aproximado por pontos para os quais o w-limite é uma singularidade.
Em particular w(z) ndo € uma singularidade. Como X, satisfaz a Propriedade (P) nds

podemos aplicar o Teorema 4.3 para encontrar uma parti¢ao singular S = {Sy,---,S,}

de w(z).

Por outro lado, como x nao pode ser aproximado por pontos para os quais o w-limite
¢ uma singularidade, podemos fixar um intervalo aberto I em torno de (e préximo a) x

tangente a F° e ortogonal a EX tal que:

I nao intersecta a variedade estavel de nenhuma singularidade.
Por outro lado, como w(x) nao é uma singularidade, podemos fazer a seguinta afirmagcao:

Afirmacao 4.6 E possivel encontrar S € R, uma seqiiencia x, € S de pontos na orbita
positiva de x e uma seqiencia de intervalos J, C S na orbita positiva de I com x,, € J, tal

que J e J sao componentes conezxas de J, \ {x,} entao ambas seqiiencias { Comp(J) :

91



n=123--}e{Comp(J):n =123} estio uniformemente limitadas por 0.

Aqui Comp(+) denota a operagcao comprimento.

Deixaremos a demonstracao dessa afirmacao para o final.

Tl W
Variedade estavel das
I | singularidades
4 .
Ponto de intersecao
Figura

Tomamos um ponto limite w € S de z,. Entdo w € w(z) N Int(S) uma vez que S
é uma particao singular. Como [ é tangente a E° seque que a seqiiencia de intervalos
J,, converge a um intervalo J tangente a ES N T,S na topologia C'. Temos que J nao é
trivial pois {Comp(J") : j =1,2,3,---} e {Comp(J;) : j =1,2,3,-- -} sdo limitadas por
0. Isso se da por que o tunico jeito do intervalo contrair é se tomarmos ele inteiramente
contido na variedade estavel de uma singularidade, e isso pode ser evitado, uma vez que
w(z) ndo é uma singularidade. Segue desses limitantes inferiores e de x; — w que J,
intersecta W*(w) para algum n suficientemente grande. Agora, como w é ndo-errante,
segue do Improved Sectional-Anosov Closing Lemma [60] e do Lema 1.13 que w pode ser
aproximado por pontos para os quais o w-limite é uma singularidade. Segue, entao, da
dependéncia continua nas partes compactas das variedades estaveis que existe um ponto
de intersegao entre J, e a variedade estavel de uma singularidade (veja a figura acima).

Como as variedades estaveis das singularidades sao invariantes pelo fluxo temos que:

I intersecta a variedade estdvel de uma singularidade.

Isso contradiz a escolha de I. Agora, para completar a demonstracao do Teorema 4.5
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basta provar a Afirmacao 4.6.

Vamos supor momentaneamente que S nao possui singularidades. Como S é uma
familia finita de secdes dois a dois disjuntas, podemos definir S" = (J4.5 S, e a aplicagao

de primeiro retorno Il : Dom(IT) € &' — &', por

I(y) = Xy (v),

onde t(y) ¢ o primeiro nimero positivo tal que X, € S

Como S ¢ dois a dois disjunta, temos que existem « e [ ntimeros positivos tais que

B < t(y) < a, para todo y €Dom(IT).

Nos devemos usar, também, o fluzo de Poincaré associado a X: dado y € M tal que
X(y) # 0, sejam N, = (X(y))* C T,M o complemento ortogonal a X(y) em T,M e

® :T,M — N, a projecao ortogonal a dire¢cao do campo. Definimos
Li(y) = ®x,(y) © DXi(y).
Segue que, para quaisquer y € M \ Sing(X) e s,t € R temos
Lo(y) = Li(Xs(y)) o Ls(y)-

A familia {L;}scr é o chamado fluxo de Poincaré associado a X.

O fluxo de Poincaré é usado para calcular DII. Para isso, iremos assumir

T,8'=N, Vyed. (4.1)

Nesse caso, afirmamos que

DII"(y) = nggol D) (y), (4.2)

onde yo =y e Y; = II'(y) parai=0,...,n — 1.
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Agora vamos demonstrar a afirmagdo acima. Derivando (4.2) com respeito a y e

usando (4.1), temos que

DII*(y) - v = (#'(y) - ) X (I(y)) + DXy (y),

para todo v € T,,§’. Agora a equagao (4.1) nos fornece que ®(X) = 0. Portanto

Crig) (DI(y) -v) = (#'(y) - v)Png) (X (1)) + Py (D Xig) () - v)

= Pnp) (DX (y) - v).

Como DIl(y) -v € T,8 = N, ndés temos que P, (DIl(y) - v) = DII(y) - v.

Substituindo na equacao acima, nés temos que

DII(y) - v = Prigy) (D Xyy) (y) - v).

Portanto a definicao do fluxo linear de Poincaré implica em DII(y) = Ly (y) para todo
yedS.
Agora basta usar induc¢ao matematica para completar a prova da afirmacao no caso

em que S nao possui singularidades.

Observagao 4.7 Agora, como estamos supondo que w € w(X) nao € uma singularidade,
entdo o fluxo de Poincaré em uma vizinhanga de w nao € exatamente a derivada da trans-

formacao de retorno e sim parecida pois as caixas de fluxo estam longe das singularidades.

Por outro lado, como E°¢ expande volume, se definirmos F, = E{ N N, para todo
z € M\Sing(X) e tomarmos U uma vizinhanca de w € w(z) tal que U N Sing(X) = 0,
entao existem K', A > 0 tais que

IX (X))

Z K/ekt’
X ()]

m(L(z))
para todo z € U. Entao podemos tomar K > 0 dependendo de U tal que

m(Li(2) |r.) = Ke¥, (4.3)
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desde que Xpp C U.

Se definirmos zy = z e z,, = II"(x), temos que z,, € Dom(Il) para todo n > 1.
Podemos definir, entao, uma sequencia k, € {1,....r} tal que z, € S, para todo n € N

suficientemente grande.

Afirmamos que existe > 0 que independe de n tal que

Bs(x,) N Sk, C int(Dom(Il)).

De fato, para todo y € w(z) N .S; existe ¢, > 0 tal que

Bs,(y) N S; C int(Dom(1I)).

Como w(x)NS; é compacto, existem yy, ..., y; € w(x)NS; tais que w(x)NS; C V;, onde
Vi=Bs, (y1)U---UBs, (y1).
Note que V; é uma vizinhanca de w(z) N .S; tal que

V:N.S; Cint(Dom(11)).

Entao existe 6 > 0 tal que

max d(w(x) N S;, V;) > 40.

2

Por definicao de w-limite, para n suficientemente grande temos que
x, € Sk:n N an e d(ZL‘n,aan) > 20.

Logo

Bg(l’n) N Skn C an N Skn - mt(Dom(H)),

para n suficientemente grande, o que completa a afirmacao.
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Diminuindo 1, se necessario, podemos assumir que I C Bs(xg) N Sk,. Agora, como [
¢ tangente a E° e ortogonal a direcdo do campo, a Observacao (4.7) em conjunto com
a equagao (4.3) implicam que Comp(I,) — oo quando n — o0, se todo o intervalo I,
estiver definido para todo n € N. Entao, existe ng suficientemente grande para o qual I,
nao esta definido para todo n > ny. Em particular, para todo n > ngexiste um subarco

Jn C I, NSy, que é fechado e que une z,, a um ponto b, € dBs(x,). Portanto I(.J,) > 0.
O

Demonstracao (Teorema 4.1:): Seja X; um fluxo seccional Anosov em uma variedade
compacta e conexa M tal que 2(X) = M(X). Se X nado admite singularidades, entao
M(X) é uma atrator hiperbdlico, e entdo é conhecido que a sensibilidade as condigoes
iniciais se mantém para campos vetoriais suficientemente proximos de X. Portanto pode-
mos supor que X admite uma singularidade. Em particular, cada campo vetorial de
C! préximo a X também admite uma singularidade. Pelo Corolario 1.18 temos que
cada campo vetorial C' préximo a X temos que todo campo vetorial suficientemente
C! préximo a X também satisfaz a Propriedade (P). Como todos esses campos vetori-
ais também sao seccional-Anosov, temos pelo Teorema 4.5 que todos eles satisfazem a
propriedade de cada ponto ser aproximado por pontos para os quais o w-limite é uma sin-
gularidade. Como as singularidades de um fluxo seccional-Anosov sao todas hiperbdlicas
do tipo sela, podemos aplicar a Proposicao 4.2 para concluir que todos esses campos

vetoriais sao sensiveis as condigoes iniciais.

Apéndice

Nesse Apéndice nés demonstraremos o Teorema 1.16. A prova é similar a dada em [60],

com a diferenca que usaremos o seguine lema ao invés da hipotese de transitividade usada
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em [60].

Lema 4.8 ([60], Corolario 1) Seja X; um fluzo seccional-Anosov com singularidades
em M que satisfaz Q(X) = M(X). Entdo, todo ponto nao-errante de X pode ser aprozi-

mado por pontos cujo w-limite é uma singularidade.

Demonstracao: Escreveremos W5 (-), W3#(+), etc para indicar a dependéncia sobre os
fluxos X;. As notagoes Cl(-) e Bs(+) denotam o fecho de um conjunto, e a §-bola de um
ponto ou conjunto, respectivamente. Uma singularidade o ¢ dita do tipo Lorenz se ela
admite trés autovalores reais \i, A9, A3 satisfazendo Ay < A3 < 0 < —A3 < Ay a menos de

alguma ordenacao.

Suponha por contradicao que existe um fluxo seccional Anosov X; em M satisfazendo
Q(X) = M(X), e além disso X; é limite de uma seqiiencia de fluxos X', onde cada X'
exibe um atrator sem singularidades A™. Segue que cada um desses atratores é hiperbdlico

para o fluxo correspondente, [64].

Nos afirmamos que

Sing(X)N Cl < U A”) 0.

nelN

Do contrario, existe 6 > 0 tal que

Bs(Sing(X)) N (U A”) =} (4.4)

nelN

Definimos

H = ()X, (M\ Bsa(Sing(X))) .

teR

Nesse caso temos que Sing(X) N H = () e portanto H é um conjunto hiperbélico. Deno-

tamos por E°® EX @ E* a decomposicao hiperbdlica do fibrado tangente correspondente.

Pela estabilidade dos conjuntos hiperbélicos, podemos fixar uma vizinhanca W de H
e € > 0 tais que se Y é um campo vetorial C" préximo a X e Hy é um cinjunto compacto

e invariante em por Y em W, entao:
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(H1) Hy é hiperbdlico e sua decomposigao hiperbdlica E*Y @& EY & E“Y satisfaz

dim(E") = dim(E*Y), dim(E*®) = dim(E*").

(H2) As variedades instaveis fortes Wi (z, €), € Hy, sdo unidimensionais de tamanho

uniforme e.

Como X" — X, nés temos que

() X7"(M \ Bsp(Sing(X)) € W

teR

para todo n suficientemente grande. Mas A™ C M\ B;/»(Sing(X)) para todo n por (4.4).
Como A™ é X"-invariante, podemos concluir que A" C W para todo n suficientemente

grande.

Agora, (H2) implica que W% (2", €) tem tamanho uniforme € para todo 2™ € A™ e n.
Tomamos " € A" convergindo para algum = € M, e portanto = pertence a H. Note que

~ n
os vetores tangentes da curva W% (2", ¢) em ¢ € W¥ (2", €) estao em E“X".

Como X" — X, nds temos que o angulo entre as direcoes E“X" e E* tendem a
zero quando n — oo. Portanto as variedades Wi (z, €) e W (2™, €) sdo quase paralelas

quando n — oco. Como x™ — x podemos concluir que
Wi (", e) = Wy (z, €)

no sentido das C'! variedades.
Fixamos um intervalo aberto I C W¥*(z, €) contendo z. Entao I C M(X).

Como Q(X) =M(X) eI C M(X), nés temos que I C Q(X). Entao, pelo Lema 4.8,
cada ponto de I pode ser aproximado por pontos no w-limite de uma singularidade. Como
I é um intervalo e as variedades estdaveis tém tamanho uniformemente grande, segue que

I intersecta a variedade estavel de uma singularidade em algum ponto ¢. Entao existe
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T > 0 tal que

Xr1(q) € Bs5(Sing(X)).

Assim, existe um conjunto aberto V, contendo ¢ tal que
X7(Vy) C Bsys(Sing(X)).
Como X" — X, temos que
X1(Ve) C Bsja(Sing(X)) (4.5)

para todo n suficientemente grande. Mas W% (2", €) — Wi (z,¢€), ¢ € I C Wi(p,e),

q € V, e V, sao abertos. Entao,
W™, e)NV, #0
para todo n suficientemente grande. Aplicando (4.5) em X™ para n suficientemente grande
Xp(Wxi(e", €)) 0 Bsa(Sing(X)) # 0.
Como W% (2", €) C Wi, (2") a invariancia de W, (z™) implica em
W (a") 0 Byya(Sing(X)) £ 0.
Mas Wi (z™) C A" ja que 2™ € A" e A" é um atrator, logo
A" N Bs(Sing(X)) # 0
contradizendo (4.4). O que demonstra a afirmacao.

Vamos continuar coma demonstracao do teorema. Pela afirmacao anterior podemos

escolher

o€ Sing(X)NCl (U A”) .

nelN

Aplicando [9, 64] nés temos que o é do tipo Lorenz e satisfaz

M(X)NWg (o) ={c}.
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Sejam St = St e S® = S? secoes transversais singulares associadas a o (conforme a Secio

4 p. 278 em [9]). Em particular,
M(X)n (9"s*uotst) = 0.
Como X" — X nés temos que S*, S® sdo secoes transversais singulares de X" também.
Podemos assumir que o(X") = o, onde o(X™) é a continuac¢do de ¢ = o(X). Além disso,
rulb c Wia(o), Vvn. (4.6)
O subfibrado unidimensional E* de X se extende a um subfibrado invariante contrator

em M. Tomamos uma extensdo continua (mas nao necessariamente invariante) de E°.

Ainda denotaremos por E*® @ E° a extensao anterior.

Pela Teoria das Variedades Invariantes [38], segue que a decomposicao E* & E¢ per-
siste por pequenas perturbacoes de X. Mais precisamente, para todo n suficientemente
grande, o campo vetorial X" admite uma decomposicao E*" @ E™ sobre U tal que E*™" é
invariante e contrator, £*" — E° e F°" — E° quando n — co. Em particular, £*" @ Eo"
¢ definido em S* U S® para todo n suficientemente grande. No que segue denotaremos por

EY o subfibrado de TM gerado por um fluxo Y; em M.
A condicao de dominacao implica que para % = t, b, temos que
T,5° N (E; @ E)) = T,l*,
para todo x € [*.

Denotamos por Z(E, F') o angulo entre dois subespagos. A tltima desigualdade implica
que existe p > 0 tal que
L(T,S*NE T > p,
para todo = € I* (x = ¢,b). Mas E°" — E° quando n — oo. Entao, para todo n

suficientemente grande temos que

L(T,S* N ES™, T,l*) >

[\l )

: (4.7)
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para todo x € I* (novamente * = t,b).

Fixamos * = ¢,b e um sistema de coordenadas (x,y) = (z*,y*) em S* tais que
S*=[-1,1] x [-1,1], "={0} x[-1,1]
com respeito a (z,y).
Denotamos por IT* : S* — [—1, 1] a projegao
*(z,y) ==

e para A > 0 definimos

S8 = [=A, A] x [-1,1].
Definimos o campo de linha F™ em S** por
Fr=T,S*NES", €S2

A continuidade de E“" e (4.7) implicam que 34, > 0 tal que Vn suficientemente grande

a linha F™ é transversal a IT*.

Agora lembramos que A” é um atrator hiperbdlico para X™ para todo n. Segue que
as érbitas periédicas de X™ em A" s@o densas em A". Entdo, como o € Cl(UyenA™),
existe uma seqiiencia de érbitas periddicas O,, € A™ acumulando em o. Segue que existe

ng € IN tal que vale pelo menos uma das duas alternativas:
Ono N Int(SH20) £ (0 ou O, N Int(S*20) # 0.
Como O,,, C A,,, podemos concluir que vale uma das alternativas
A" N Int(SH20) £ 0 ou A™ N Int(S520) £ 0.

Denotaremos Z = X", A = A™ F = F™ por simplicidade.

101



Podemos assumir que A N Int(S420) # (). Note que 9S4 C 9"S* por definicio.
Entao,

ANarsharo = .

Denotaremos S = S420, (z,y) = (2f,y"), | = I' e Il = II* por simplicidade. Note que

AN S é um subconjunto compacto nao-vazio de S. Logo existe p € SN A tal que
dist(I1(S* N A),0) = dist(II(p), 0),

onde dist é a fungao distancia em [—Ag, Ag].

Agora, p € A e entdao WZ%(p) é uma subvariedade bidimensional bem definida. A

condicao de dominacao da propriedade de seccional hiperbolicidade implica que
T.(Wg(p)) = EZ, Vz€ Wg(p).

Logo

T.(Wi(p)NT.S = ENT,S = F,

para cada z € Wx(p) N S.

Como W¥(p)NS é transversal, temos que W% (p)N.S contém uma curva C' cujo interior

contém p. A ultima desigualdade implica que C' é tangente a F'.

Como F é transversal a Il temos que C é transversal a II. Concluimos que II(C')

contém um intervalo aberto I C [—Ay, Ag] com II(p) € Int([). Entao, existe zg € C tal
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que

dist(I1(zp),0) < dist(II(p), 0).

Note que C' C SN A pois A é um atrator para Z. Além disso, p € Ae C C W(p). Como

AN oS = () podemos concluir que

dist(II(S N A),0) = 0.

Como A é fechado, essa ultima desigualdade implica em

ANt #0.

Como I* C Wi(o) e A é um invariante fechado por Z podemos concluir que o € A.
No entanto, isso é impossivel uma vez que A é um atrator hiperbdlico. Isso completa a

demonstracao.
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