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Capitulo 3. Séries e seqiiéncias

Solugao.- Os lados de cada triangulos sao iguais a mitade
do lado do tridngulo anterior. Assim o primeiro triangulo
tem lado L/2 o segundo tem lado L/4 o terceiro tem
lado L/8. Em geral o enésimo tridngulo tem lado igual a
L/2™. Por outro lado, sabemos que a drea de um tridngulo
equilatero de lado a é a’V/3 /4. Portanto a area do enésimo
triangulo é igual a: /3L2 /22"+2. As seqiiéncias das dreas
estd dada por

o = Visiry = VA

92n+2 qn+1-

Calculando o limite quando n — oo,

limxnzlim\/_ =/3L? lim L =0

n— o0 n—oo 922n+2 n—oo 4n An+1

Exemplo 3.3.6 Descreva a sequéncia das dreas dos triangulos equildteros mostrada na
figura e verifiqgue que a) o limite dessa seqiiéncia € zero b) que os triangulos convirgem a
um ponto que concincide com o baricentro do triangulo maior. Considere que o lado de um

triangulo € igual a metade do lado do triangulo anterior.

Solugao.- Andlogamente ao exercicio anterior os triangulos
tem a propriedade de que um tem lado igual a mitade do
lado do tridngulo anterior. Assim o primeiro tridngulo tem
lado L/2 o segundo tem lado L/4 o terceiro tem lado L/8.
Em geral o enésimo tridngulo tem lado igual a L/2". Por
outro lado, sabemos que a area de um triangulo equildtero
de lado a é a2V/3 /2. Portanto a drea do enésimo retangulo
é igual a: \/§L2/22"+1. Assim as seqiiéncias das dreas esta
dada por

L2
T, =3

22n+1

E simples verificar que o limite é zero. De fato

1

lim @, = V3L? lim —— =0
n—oo " n—oo 22n+1

Finalmente, de uma simples inspecao verificamos que todos

os tridngulos da seqiiéncia tem os mesmos baricentros. Por-

tanto concluimos que os triangulos convergem a um ponto

que é o baricentro des triangulos.

Exemplo 3.3.7 Descreva a seqiiéncia das dreas dos quadrados mostrada na figura e veri-
fique que a) o limite dessa seqiiéncia é zero b) Que os quadrados convirgem a um ponto que

concincide com o centro do quadrado maior. Suponha que b = 3a e que todos os lados dos

quadrados preservao a mesma propor¢ao.
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Solugao.- Denotemos por L o lado do primeiro quadrado,
em termos de a e b temos

M L=a+b=4a.

O lado do segundo quadrado é a hipotenusa do triangulo
retangulo de catetos igual L/4 e 3L/4 isto é

L\? [/3L\®> V10
Lo = -] +|— ) =L——.
4 4 4
L3 é a hipotenusa do triangulo retangulo formado pelos

M catetos La/4 e 3Ly /4 isto é

2
Ly\?  [3Ls\? V10 V10
Ls = =) +(—=) =Le—=L|—
4 4 4 4
Anslogamente temos que o lado do cuarto quadrado é dado
por

3
L3\* L3\* Vi V1
Ly = =) 4 3_3 _ L3_0 - I _0
4 4 4 4
Em geral teremos que o enésimo termo é dado por

T e e ()

4

Portanto a seqiiéncia das dreas dos quadrados é

M Tomando limite, encontramos

5 n
lim A, = lim L? (—) =0
n— o0 n— o0 8

Finalmente, como todos os quadrados sao concentricos o
limite dos quadrados serd o centro do quadrado maior.
A seqiiéncia de quadrados define o fractal dado na figura
acima.

Observacao 3.3.1 As seqiiéncias de quadrados estudadas no exercicio anterior pode criar
figuras interessantes, fazendo variar os valores de a.



