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resumo

• motivação física 

• estados coerentes não-lineares

• deformações da distribuição binomial

• deformação assimétrica

• deformação simétrica

• computação quântica com estados não-ortogonais

• volta à computação quântica



coherent states



coherent states

Erwin Schrödinger: "Der Stetige Übergang 

von der Mikro- zur Makromechanik", 

Naturwissenschaften 14 (1926) 664.  


CS is the quantum state whose dynamics 

resembles more the dynamics of the 

corresponding classical system 


Harmonic oscillator

664 SCItRODINGER; Der stetige Ubergang 

v o n d e r  Achse nur  einen Betrag yon 0 " , i 8  er- 
reicht und dem EINSTEINeffekte entgegengesetzt 
ist, so dab die Resultate yon CAMPBELL nicht 
dutch denselben beeintr~chtigt werden. Ich muI3 
nur hinzuffigen, dab der EinfluB der verschiede- 
hen Tubusla.nge anf die Verzeiehnung hierbei 
nicht in Betracht gezogen wurde. 

Aber auch be~ der Ausmessung der Plat ten 
unter Einstellung mit  einem Fadenkreuze kann 
das Vorhandensein des Koronarlichtes auf der 
einen Platte eine Fehlerquelle bedeuten. Bei der 
Ausmessung yon R6ntgenspektrographischen Plat- 
ten hat BKCKLIN im Inst i tute  yon SIEGBAttN 
den Effekt des unsymmetrisehen Kontrastes be- 
obachtet und beschrieben. Die Folge desselben 
ist, dab das Messungsresultat eine falsehe Ver- 
schiebung der Spektrallinie in der Richtung des 
helleren Teiles des Hintergrundes angibt. Dieser 
Kontrasteffekt mug also be~drken, dab das Ko- 
ronarlicht eine falsche Verschiebung des gemesse- 
nen Sternbildes in der Richtung yon der Sonne 
weg zur Folge hat, w~hrend wahrscheinlich richtig 
auf das Vergleiehsbi-ld eingestellt werden kann, 
da dasselbe nicht in der geschw/irzten Schieht 
eingebettet Iiegt. Ob aber diese Verschiebung 
yon einer solchen Gr613enordnung ist, dab sie in 
Betracht kommt, l~f3t sich nicht vorhersagen. 

AuI alle F~tlle erfordert eine m6glichst diffe- 
renfielle Messung, dab die zu vergleichenden 
Photographien mit  Expositionszeiten, die m6g- 
lichst gleiche Sternbilder geben, auf einer und der- 
selben Platte aufgenommen werden, welche zwi- 
schen den Aufnahmen ein wenig um die Achse des 
Objektives in bezug auf das Feld gedreht wird. 

yon  der  Mikro-  z u r  M a k r o m e c h a n i k .  [ Die Natur- 
lwis~enschaften 

Ferner mug ein gleicher Abstand der Platte vom 
Objektiv gesichert werden, was unmit te lbar  vor 
den Aufnahmen vom Platze der Kasette aus nnter  
Benutzung yon Spiegelbildern in den Fl~tchen des 
Objekfives ohne Schwierigkeit ausffihrbar ist. 
Die Korrekfion durch die sog. Plat tenkonstante  
sehlieBt n~imlich nicht die Fehler aus, welche dutch 
die Verschiedenheit der Verzeichnung bei ver- 
schiedener Tubusl~nge bedingt werden. AuBer- 
dem muB die Einwirkung einer Temperatur- 
differenz des Objektives auf das Bild bei der be- 
s t immten Tubusl~nge bekannt  sein. 

Ich habe bier versucht, einige Erscheinungen 
der tatsgchlichen optischen Abbildung auf m6g- 
lichst Ieichtverst~ndliche Weise zu ert~utern. DaB 
der Unterschied der tats~chlichen Verh~ltnisse 
yon den herrschenden Vorstellungen um so mehr 
an Bedeutung gewinnt, je gr6gere Ansprfiche an 
die Exaktheit  bei der Ausmessung optischer 
Bilder gestellt werden, leuchtet ja yon selbst ein. 
Deshalb babe ich diesen Unterschied an den Me- 
thoden der Untersuchung der yon ElXSTEtN 
vorhergesagten Ablenkung des Lichtes im Gravi- 
tationsfelde exemptifiziert und, da diese Erschei- 
nung zur Zeit jeden Gebildeten interessiert, die 
Aufmerksamkeit auf gewisse m6gliche Fehler- 
quellen bei der Untersuchnng gerichtet. Ich betone 
aber ausdrticklich, dab ich keine Meinung dariiber 
ausgesprochen babe, ob diese Fehlerquellen von 
Bedeutung fiir die bisherigen Resultate gewesen 
sind. Im Gegenteil babe ich zeigen k6nnen, dab 
eine der Fehlerquellen in einem Falle ohne Belang 
w a r .  

Der stetige Obergang von der Mikro- zur Makromechanik. 
Von E. SCHRODINGER, Zfirich. 

Auf Ideen DE BROGLIES 1) und EINST1~INS 2) 
ful3end, hab ich zu zeigen versucht3), dab die ge- 
wShnlichen Differentialgteichungen der Mechanik, 
welche die Koordinaten des mechanischen Systems 
als Funkt ionen der Zeit bestimmen wollen, ffir 
, , k l e ine"  Systeme nicht mehr zust~ndig sind; 
an ihre SteIle hat  eine gewisse par t i d l e  Differential- 
gleichung zu treten, welche ein Variable ~ (,,Wellen- 
funktion") als Funkt ion der Koordinaten und der 
Zeit bestimmt. Ahnlich wie bei der Differential- 
gleichung der sehwingenden Saite oder irgendeines 
anderen schwingenden Systems ergibt sich ~ als 
Superposifion yon zeiflich reinharmonischen 
(d. i. , , s i nus f6rmigen" )  Sehwingungen, deren Fre- 
quenzen mit  den spektroskopischen ,,Term- 
frequenzen" des mikromechanischen Systems genau 
fibereinstimmen. Z. t3. Ifir den linearen PLA~CK- 
schen Oszillator~) mit  der ]~nergiefunktion 

1) L. I~I; BROGLIt G Ann. de phys. (IO) 3, 22. t925 
(Th6ses, Paris 1924). 

e) A. EINSTEIN, Berlin. Ber. I925, S. 9ff. 
3) Ann. d. Physik 79, 361, 489, 734. 1926; weitere 

Mittefiungen im Druck. 
~). d: i ,  eha Massenpunkt yon der Masse m, der, anf 

m 
-2- \ d t /  q- 2n%~m q ~  (1) 

ergibt sich, wenn man stat t  der Elongation q die 
dimensionslose Variable 

x = q - 2 ~ l / / m ~  ° (2) 

einffihrt, die Wellenfunktion ~v als Superposition 
der folgenden Eigenschwingungenl). 

_K } 
( 2n+ ,  ) 
v,  2 Vo; n = 0 ,  I ,  2 ,  3 . . . .  

Die H~ sind die nach HERNITE benannten 

einer Geraden beweglich, gegen einen festen Punkt 
derselben gezogen wird mit einer Kraft, die seiner Elon- 
gation q yon diesem Punkt proportional ist; nach der 
gewShnIichen Mechanik fi~hrt ein solcher Massenpunkt 
Sinusschwingungen yon der Frequenz r 0 a~s. 

1) i bedeutet ] [ - - I .  Rechts ist£ wie i~blich, der 
Realteil zu nehmen. 
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coherent states

a|zi = z|zi

Harmonic oscillator
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coherent states - mathematical definition

i) normalizability: 

hz|zi = 1

ii) continuity in the label: 

|z � z0| ! 0, || |zi � |z0i || ! 0

iii) resolution of the identity: 
Z

d2z !(z) |zihz| = 1

- can be defined for any quantum system



coherent states - applications

P (n) = |hn|↵i|2 = hnin exp(�hni)
n!

Roy Glauber, Noble Prize for Quantum Optics Theory, 2005. Quantum state of a laser

hni = |↵|2

|↵i = e�|↵|2/2
X

n

↵n

p
n!
|ni





quantum communication



quantum states for information

binary communication

• nonorthogonal quantum states - codewords 

M0 +M1 = I

(⇢0 and ⇢1)

(POVM)

p(m0|⇢1) = Tr[M0⇢1]

p(m1|⇢0) = Tr[M1⇢0]

p(M0,M1) = ⇠0 p(m1|⇢0) + ⇠1 p(m0|⇢1)

• error probability 

⇠0 : probability to send the state ⇢0
⇠1 : probability to send the state ⇢1

• measurements - operators M0 and M1 



p(M0,M1) = ⇠0 p(m1|⇢0) + ⇠1 p(m0|⇢1)

p(M0,M1) = ⇠1 + Tr[M1 �] � ⌘ ⇠0⇢0 � ⇠1⇢1

• minimizing the error in receiver measurement over all 
possible POVM's (M0 e M1)  -> Helstrom bound 

• projector operator on all 
eigenstates       with negative


 

|�ni
�n

PH ⌘ min
M0,M1

p(M0,M1) = ⇠1 +min
M1

Tr[M1 �]

� =
X

n

�n|�nih�n|

Tr[M1 �] =
X

n

�nh�n|M1|�ni

PH = ⇠1 +
X

�n<0

�nm1,n



|↵i = e�|↵|2/2
X

n

↵n

p
n!
|nilaser ->

Helstrom bound for coherent states 

hni = |↵|2

superposition -> h0|↵i = e�|↵|2/2 = e�hni/2

PH = ⇠1 + �� =
1

2

⇣
1�

p
1� 4⇠0⇠1|h0|↵i|2

⌘

Helstrom bound for perfect detection (efficiency η = 1)
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1

2

⇣
1�

p
1� 4⇠0⇠1e�hni

⌘

A = {|0i, |↵i} ⇢0 = |0ih0| ⇢1 = |↵ih↵|



Helstrom bound for imperfect detection 

(efficiency η < 1)

probability to detect n-photons using a non-ideal 
photodetector (η < 1) 

pn(⌘) =
1X

m=n

✓
m

n

◆
⌘n(1� ⌘)m�npm(⌘ = 1)

pn(⌘) =
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1

2
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p
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- Glauber coherent states -> Poissonian number distribution  

- real lasers -> better discribed by states that lead to 

almost or non-Poissonian distributions  

- binomial distribution       ->       Poisson distribution


- deformed binomial distribution -> non-Poissonian distribution





Helstrom bound for nonlinear coherent states 

|↵;�i =
1X
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p
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Mandel parameter

QM =
hn2i � hni2 � hni

hni =
(�n)2

hni � 1

Poisson

hni = t

h(�n)2i = t

(t = |↵|2)

QM = 0 (Poisson) ! { super-Poissonian QM > 0

sub-Poissonian QM < 0



independent systems



uncorrelated system - binomial distribution

• n independent trials with two possible outcomes - 
“win” or “loss”

p(n)k (⌘) =

✓
n
k

◆
⌘k (1� ⌘)n�k =

n!

(n� k)! k!
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probability to have k wins in n trials - regardless 
the order
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k = ⌘k(1� ⌘)n�k ) $(n�1)

k = $(n)
k +$(n)

k+1

Leibniz triangle rule

⌘ 2 [0, 1]
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Pascal and Leibniz rules



η -> 0 - Poisson
n is large and n η -> t (cte)  
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p (η) finite - Gaussian
n, n η , n (1-η) are large  
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binomial case - SBG
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binomial case - Rényi entropy
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SR is extensive as well!



correlation -> deformation



• in most of realistic models in physics one must take 
correlations into account: events which are usually presented 
as independent, like in a binomial Bernoulli process, are 
actually submitted to correlative perturbations.


• these perturbations lead to deformations of the 
mathematical independent laws. 


• for instance, the deformation of the Poisson distribution upon 
which is based the construction of Glauber coherent states 
in quantum optics leads to the so-called nonlinear coherent 
states. The realization of a special class of these states, 
adapted to this deformation, has been proposed in the 
quantized motion of a trapped atom in a Paul trap. 

deformations and correlations



deformed binomial distribution => 

correlation between events



Laplace - de Finetti modification 
of the binomial law
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limit distribution and extensivity

Hanel, Thurner, Tsallis, EPJB (2009)

⇢(x) = g(x)

Boltzmann-Gibbs entropy is extensive



Rényi 
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two microscopic entropies are extensive 
for the Laplace-de Finetti case

H Bergeron, EMFC, JP Gazeau, Ligia MCS Rodrigues, Physica A 441 (2016) 23 



"more correlated” systems



correlated events - deformed binomial

• n correlated trials with two possible outcomes - 
“win” or “loss”

xn! = x1x2 · · ·xn, x0! ⌘ 1

x0 = 0 xn > xn�1x0, x1, x2, x3, · · · , xn, · · ·

deformed probability to have k wins in n trials - 
induced by correlations
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probabilistic interpretation

qk(⌘) has to be nonnegative for all ⌘ 2 [0, 1]



program

- choose a sequence:  x0, x1, x2, … , xn, … 

- construct the generalized exponential N(t)

- construct the functions qn(η) using 

q0(⌘) = 1

q1(⌘) = ⌘

- construct the function pk(n)(η) 

- this procedure does not work in general!
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example of the wrong route

x0 = 0, x1 = 1� ✏, x2 = 2� ✏, · · · , xn = n� ✏, · · ·

✏ = 0.1
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0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

q2(⌘)

⌘

⌘

q2(⌘)

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

0.001

0.002

0.003

0.004

0.005

0.006
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solving the positiveness problem by 
means of generating functions

↦   symmetric distributions
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8n, k 2 N, 8⌘ 2 [0, 1], p(n)k (⌘) � 0
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8n, k 2 N, 8⌘ 2 [0, 1], p(n)k (⌘) � 0

G(⌘; t) :=
1X
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definitions
definition 1: Σ0 is the set of entire series f(z) = Σn=0 an zn possessing a 

non-vanishing radius of convergence and verifying the conditions 

a0 = 0, a1 > 0 and ⩝ n ≥ 2, an ≥ 0.



definition 2: Σ  is the set of entire series N(t) = Σn=0 an tn possessing a 

non-vanishing radius of convergence and verifying the conditions 

a0 = 1, and ⩝ n ≥ 1, an > 0.



definition 3: Σ+  is the set of entire series N(t) = Σn=0 an tn possessing a 

non-vanishing radius of convergence, verifying the conditions 

a0 = 1, and ⩝ n ≥ 1, an > 0 and satisfying N(t) = exp[F(t)] where F(t) 

belongs to the set Σ0

⌃+ = {N 2 ⌃ | 8⌘ 2 [0, 1[, qn(⌘) > 0} =
�
eF |F 2 ⌃0

 
main theorem: 
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solving the positiveness problem by 
means of generating functions
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(F (t) = a1t+ a2t
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> 0 � 0

↦   symmetric distributions
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eF |F 2 ⌃0

 
main theorem: 

⌃

N (t) = 1 + a1t+ a2t
2 + · · ·

all an > 0, n � 1





example 1 - q-Gaussian 
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Pólya-Markov distribution 

G. Pólya (1923): urn scheme. From a set of b blue balls and 

 r red balls contained in an urn one extracts one ball and 
return it to the urn together with c balls of the same color. 
The probability to select in the urn k blue balls after the n-
th trial is given by           with p(n)k (⌘)

⌘ =
b

b+ r
↵ =

b+ r

c

(special cases: c = 0; c = �1)
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asymptotic behavior at large n 
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Wigner law -> q-Gaussian (q=(α-4)/(α-3) and β=2(α-2))

limiting distribution after centering
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Boltzmann-Gibbs and Sq entropies
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example 2 - Abel-type polynomials 
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asymptotic behavior at large n 
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extensive entropies 
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Rényi entropy 
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asymmetric deformations 

deformed probability to have k wins in n trials - 
regardless the order - induced by correlations
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limit distribution 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.05

0.10

0.15

x k
x n

lim
it
di
st
ri
bu

ti
on

n = 1000, 2000hxkin = xn�



a=1, r=4 
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back to Helstrom bound
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blue: s=2; red: s=10



blue: s=2; red: s=10
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