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Geometria	da	Informação:
• Nasce	do	estudo	de	invariantes	geométricos	envolvido	na	inferência	
estatística.	

• Em IG, tem-se uma métrica Riemanniana e uma conexão afim (em
geral não-Riemanniana) sobre uma variedade imersas no espaço das
distribuições de probabilidades sobre algum espaço amostral.

• Tais estruturas diferenciáveis podem ser obtidas a partir de uma
divergência (que quantifica dissimilaridades entre dois pontos da
variedade estatística)



Variedades Diferenciáveis



Modelos Estatísticos

Cada shape	é um	ponto de	S



Dist.	Gaussianas



Distribuição Categórica



Misturas de	Probabilidades



Famílias Exponenciais

Alguns exemplos



Famílias Exponenciais



Espaço das	Densidades Positivas

Se S = {p⇠ | ⇠ 2 E} ⇢ P (�) é um modelo estat́ıstico, S̃ = {⌧p⇠ | ⌧ > 0 e ⇠ 2 E} ⇢ Dens+(�)

Modelo estat́ıstico não-normalizado



Métricas Riemannianas

Notação de	Einstein:	indices	consecutivos em cima
e	em baixo são considerados somados



Aplicações	diferenciáveis entre	variedades

A	diferencial	é	uma	aplicação	linear	
entre	os	planos	tangentes,	logo	
não depende	das	cartas	locais

Diferenciabilidade	é	uma	noção	local,	
logo	podendo	ser	definida	via	cartas	
locais.



Métricas Riemannianas



Métricas de	Informação de	Fisher



Um	pouco	da	história.

• 1945	– C.R.	Rao	acreditava	ser	o	primeiro	a	observar	que	a	matriz	de	informação	
de	Fisher	define	uma	métrica	Riemanniana.	No	mesmo	artigo,	ele	apresenta	o	
famoso	Teorema	de	Cramer-Rao.

• Recentemente,	foi	descoberto	um	artigo	de	Harold	Hotelling (não	publicado,	mas	
apresentado	no	AMS	meeting	de	1929),	mostrando	o	caráter	Riemanniano da	
matriz	de	Fisher	e	provando	que	a	variedade	estatística	de	uma	location-scale
family possui	curvatura	constante.

• 1946	– Jeffreys usou	a	forma	elemento	de	volume	desta	métrica	como	uma	
distribuição	a	priori	sobre	o	modelo	estatístico	(logo,	deve	ser	invariante	por	
mudança	de	coordenadas).



Teorema de	Cramer-Rao



Divergência entre	dois pontos

Em geral

(a) D[P : Q] 6= D[Q : P ]. Defina D⇤
[P : Q] = D[Q : P ] divergência dual de D;

(b) Em geral, não vale a desigualdade triangular.



Exemplos

D[P : Q] =
1

2
|P �Q|2 =

1

2
�ij(P

i �Qi)(Qj �Qj) 

KL[p : q] =

Z
p(x) log(

p(x)

q(x)

)dµ(x)�
Z
(p(x)� q(x))dµ(x)

Distância Euclideana: P,Q 2 Rn

Distância de Mahalanobis: P,Q 2 Rn  D[P : Q] =
1

2
(P �Q)TA (P �Q)

Divergência de Itakura-Saito: p, q 2 Dens+(�)  D[p : q] =

Z
[

p(x)

q(x)

� log(

p(x)

q(x)

)� 1]dµ(x)

 
KL[p : q] =

Z
p(x) log(

p(x)

q(x)

)dµ(x)Divergência de Kullback-Leibler: p, q 2 P (�)

I-divergencia: p, q 2 Dens+(�)  

f-divergencia: p, q 2 P (�)  
Df [p : q] =

Z
p(x)f(

q(x)

p(x)
)dµ(x) ( f : (0,1) ! R convexa

com f(1) = 0.)



p(x), q(x) 2 P (�)  KL[p : q] =

Z
p(x) log(

p(x)

q(x)

)dµ(x)

Se p = N (x | 0, 1) e q(x) =

1
⇡(1+x

2) então KL[p, q] < 1 e KL[q, p] = 1.

Divergência de Kullback-Leibler:

Escrevendo ⇠q = ⇠p + d⇠ então

KL[p : q] = 1
2gij(⇠p)d⇠

id⇠j +O(|d⇠|3), com gij = Ep[@i(ln p⇠)@j(ln p⇠)] (Métrica de Fisher)

KL define uma divergência

A) Desigualdade de Gibbs: KL[p : q] � 0 e vale ”= 0” () p = q.

KL não é simétrica

B) Se p, q 2 S = {p⇠} é um modelo estat́ıstico (em P (�) ou Dens+(�)).

onde r =

1
2 (p+ q)Divergencia de Jensen-Shannon: JS[p : q] = 1

2 (KL[q : r] +KL[p : r]),



Divergências de	Bregman
Seja ' :

¯U ⇥ U ! R estrit. convexa, com U ⇢ Rn
aberto convexo.

= 1
2 (x� y)Tr2'(y)(x� y) +O(|x� y|3)

D' define uma divergência

Defina D'[x : y] = '(x)� '(y)� hr'(y), (x� y)i



Exemplos

Distância Euclideana D[x : y] = 1
2 |x� y|2 é um divergência de Bregman

'(z) =
1

2
|z|2 =

1

2

X

i

z2i r'(z) = z
D'[x : y] =

1

2
[|x|2 � |y|2 � 2yT (x� y)]

=
1

2
[|x|2 + |y|2 � 2xT

y]

=
1

2
|x� y|2

  

(Distância Euclideana)



Exemplos

'i(z) = log zi + 1

D'[x : y] =

X
[x

i
log x

i � y

i
log y

i � (log yi + 1)(x

i � y

i
)]

=

X
[x

i
log x

i � x

i
log y

i � x

i
+ y

i
]

=

X
[x

i
log(

x

i

y

i
)� (x

i � y

i
)]

= KL[x : y]

'(z) =
X

zi log(zi) = �H[z]

(H = Entropia de Shannon)

(Divergência de Kullback-Leibler)



Exemplos

'(z) = �
X

log(zi) 'i(z) = � 1

zi

D'[x : y] =

X

i

� log(xi) + log(yi) +
1

yi
(xi � yi)

=

X

i

xi

yi
� log(

xi

yi
)� 1

= IS[x : y]

(Divergência de Itakura-Saito)

(-' = Entropia de Burg)



Informação de	Bregman

E[D'[X : ⌘]]� E[D'[X : ⌘⇤]] =
X

i

(D'[xi : ⌘]�D'[xi : ⌘
⇤])p(xi)

= '(⌘⇤)� '(⌘)�
X

i

p(xi)(r'(⌘)(xi � ⌘))�r'(⌘⇤)(xi � ⌘

⇤))

= '(⌘⇤)� '(⌘)� (r'(⌘)(
X

i

p(xi)xi � ⌘))�r'(⌘⇤)(
X

i

p(xi)xi � ⌘

⇤))

= '(⌘⇤)� '(⌘)� (r'(⌘)(⌘⇤ � ⌘))�r'(⌘⇤)(⌘⇤ � ⌘

⇤))

= D'[⌘
⇤ : ⌘]

Proposição: 9! minimizador de I[X] dado por ⌘

⇤
= E[X] =

P
i xip(xi).

I[X] = E[D'[X : E[X]]] 

Não depende de '

I[X] = min
⌘

E[D'[X, ⌘]] = min
⌘

X
D[xi : ⌘]p(xi)



Informação de	Bregman

Variância é uma informação de Bregman.

E[X] = argmin
⌘

E[D'[X : ⌘]]

I[X] = min
⌘

E[D'[X : ⌘]] = E[D'[X : E[X]]]

'(z) = |z|2  D'[x : y] = |x� y|2

I[X] = E[D'[X : E[X]]] = E[|X � E[X]|2] = V [X] 



Informação de	Bregman

I[X;Y ] = KL[p(x, y) : p(x)p(y)] =

X

x,y

p(x, y) log(

p(x, y)

p(x)p(y)

)

=

X

x

p(x)

X

y

p(y|x) log(p(y|x)
p(y)

) =

X

x

p(x)KL[p(y|x) : p(y)]

Seja Z

x

a v.a. que toma valores p(y|x) = (p(0|x), . . . , p(k|x)) 2 S

k

para cada x 2 �, com probab. p(x).

Note que E[Z

x

] =

P
x

p(x)Z

x

=

P
x

p(x)p(y|x) = p(y) 2 S

k

.

=
X

x

p(x)KL[Z
x

: E
x

[Z
x

]] = I[Z
x

]

Informação mutua entre X e Y é uma informação de Bregman.



Informação de	Bregman

Seja X a v.a. cujos valores são os vetores x

(i)
= (x

i
1, . . . , x

i
k) 2 Rk

+,

com i = 1, . . . , N , distribuidos uniformemente

média aritmética E[X] = µ = 1
N

PN
i=1 x

(i)

média geométrica g = (g1, . . . , gk), com gj = (⇧

N
i=1x

(i)
j )

1
N
.

I'[X] =

X

i

p(x

(i)
)IS[x

(i)
: µ] =

1

N

NX

i=1

kX

j=1

(

x

(i)
j

µj
� log(

x

(i)
j

µj
)� 1)

=

1

N

kX

j=1

NX

i=1

(

x

(i)
j

µj
� log(

x

(i)
j

µj
)� 1) =

kX

j=1

(

µj

µj
� 1

N

NX

i=1

log(

x

(i)
j

µj
)� 1)

= � 1

N

kX

j=1

NX

i=1

log(

x

(i)
j

µj
) =

kX

j=1

(log(µj)�
1

N

NX

i=1

log(x

(i)
j ) =

kX

j=1

log(

µj

gj
).

(associada à divergência de Itakura-Saito)



Desigualdade de	Jensen	e	Informação de	Bregman

Logo, E['(X)] � '(E[X]), e vale ”= 0” () X é constante.

E['(X)]� '(E[X]) = E[D'[X : E[X]]] = I'[X]

E[D
'

[X : E[X]]] =
X

x

p(x)D
'

[x : E[X]]

=
X

x

p(x)('(x)� '(E[X])� hr'(E[X]), x� E[X]i)

= E['(X)]� '(E[X])� hr'(E[X]),
X

x

p(x)(x� E[X])i)

= E['(X)]� '(E[X])

E[X]� E[X] = 0



Clusterização com	Divergências de	Bregman

MacQueen (1967)

Dhillon, Mallela and Kumar (2003)



Clusterização com	Divergências de	Bregman

Considere uma partição {�h}kh=1 de � (i.e. subconj disjuntos que cobrem �)

Medida de qualidade da clusterização

Considere X

h

a v.a. que toma valores em �

h

com prob. p(x|h) = p(x)
⇡h

Considere µ

h

:= E[X

h

] =

P
x2�h

x p(x|h) o repres. de cada cluster.

Em cada cluster, considere ⇡

h

=

P
x2�h

p(x).

Considere M a v.a. que toma valores em M = {µh}kh=1 com prob. ⇡h.

E

X

[D
'

[X : M ]] :=
kX

h=1

X

x2�h

p(x)D
'

[x : µ
h

] =
kX

h=1

⇡

h

X

x2�h

p(x|h)D
'

[x : µ
h

]

=
kX

h=1

⇡

h

I

'

[X
h

] = E

⇡

[I[X
h

]] (Inf. Bregman esperada de um cluster)



Se k = 1 então ⇡ =

P
x

p(x) = 1 e o representante µ = E[X].

 I'[M ] = E[X]

Se k = |�| então cada �h é unitário  

I'[M ] = I'[X]

inf. inter-cluster

�h = {x}  D'[x : µh] = 0  I'[Xh] = 0

Medidas da	Qualidade de	uma Clusterização

Clusterização ótima: Fixado  k  |�|, obter uma partição {�h}kh=1 de �
tal que M = argminM 0 E[D'[X : M 0

]]

Considere a seguinte medida de qualidade da clusterização:

L[M ] := I'[X]� I'[M ]



I

'

[X] =
X

p(x)D
'

[x : µ] =
X

p(x)('(x)� '(µ)� hr'(µ), x� µi)

=
X

h

X

x2�h

p(x)('(x)� '(µ
h

)� hr'(µ
h

), x� µ

h

i)

+
X

h

X

x2�h

p(x)('(µ
h

)� '(µ) + hr'(µ
h

), x� µ

h

i � hr'(µ), x� µi)

=
X

h

X

x2�h

p(x)(D
'

[x : µ
h

] +D

'

[µ
h

: µ])

= E

X

[D
'

[X : M ]] +
X

h

⇡

h

D

'

[µ
h

: µ]

= E

⇡

[I
'

[X
h

]] + I

'

[M ]

Prova:

Teorema. E⇡[I'[Xh]] = L'[M ] := I'[X]� I'[M ].



Algoritmo:	Bregman k-means

A) Input: Dados � = {x1, . . . , xn} ⇢ U ⇢ Rk
munido de uma prob. p(x),

Divergência de Bregman D'[x : y], com x 2 ¯

U e y 2 U , num. de clusters k.

B) Output: Clusterização {�h}kh=1 que minimiza loc. E[D'[X : M ]].

Inicio: Escolha µ1, . . . , µk 2 U (podendo ser aleatóriamente)

Passo 1: Para cada x 2 �, associe x 2 �h com h = argminh D'[x : µh].

Repita até a convergência:

(Novos clusters foram formados)

Passo 2: Escolha novos representantes µ

h

=

P
x2�h

x p(x|h)
(Representantes de cada cluster foram escolhidos)

(centro mais próximo)

com p(x|h) = p(x)
⇡h

, sendo ⇡

h

=

P
x2�h

p(x).



Algoritmo:	Bregman k-means



Algoritmo:	Bregman k-means

Dados µ1, µ2, o conjunto {x | D'[x : µ1] = D'[x : µ2]} é um hiperplano.

x 2D'[x : µ1] = D'[x : µ2] () '(µ1) + hr'(µ1), x� µ1i = '(µ2) + hr'(µ2), x� µ2i
() hx,r'(µ1)�r'(µ2)i = '(µ2)� '(µ1) + hr'(µ1), µ1i � hr'(µ2), µ2i

que é um hiperplano.

Assim, as partições geradas pela clusterização são regioes planas, chamadas de

diagrama de Voronoi.



Algoritmo:	Bregman k-means

https://www.youtube.com/watch?v=cF0hlD_bmdc

https://www.youtube.com/watch?v=KrUFrMOpPEk



Algoritmo:	Bregman k-means

(a) ocorre pois µ

(t+1)
h

= argmin

⌘

P
x2�

(t)
h

p(x)D

'

[x : ⌘].

(b) ocorre pois x 2 �

(t)
h não pertencerá a �

(t+1)
h se x estiver mais próximo do

centro µ

(t+1)
h0 de outro cluster �h0

, logo, na soma de todos os cluster, diminuirá.

L

'

[M (t)] = E

X

[D
'

[X : M (t)]] =
X

h

X

x2�

(t)
h

p(x)D
'

[x : µ(t)
h

]

(a)
�

X

h

X

x2�

(t)
h

p(x)D
'

[x : µ(t+1)
h

]
(b)
�

X

h

X

x2�

(t+1)
h

p(x)D
'

[x : µ(t+1)
h

]

Afirmação. L[M t
] decresce monotonicamente a cada iteração (t).



Algoritmo:	Bregman k-means

A complexidade em cada iteração é Nk, onde N = |�|. Isso porque, a todo

elemento x procura o centro {µh}kh=1 mais próximo.

No caso de dados mistos, pode-se usar uma divergência de Bregman

proveniente de uma combinação linear de funções convexas.



Transformada de	Legendre

Seja ' : U ! R função estritamente convexa, definida num aberto convexo

U ⇢ Rn
. Considere ' a função �(⌘) = sup✓02U (h✓0, ⌘i � '(✓0)). Então, valem

os seguintes itens abaixo:

(i) Se ⌘ = r'(✓) então ✓ = r�(⌘).

(ii) �(⌘) = h⌘, ✓i �  (✓), com ✓ = r�(⌘).



Transformada de	Legendre

Consequências: Seja S = {p✓} um modelo estat́ıstico (normalizado ou não),

parametrizado por ✓ 2 E. Se p, q 2 S então

(a) D'[✓p, ✓q] = D�[⌘q, ⌘p] (Divergencia Dual)

(b) D'[✓p, ✓q] = '(✓p) + �(⌘q)� h✓p, ⌘qi (Desigualdade de Frenchel)

(c) D'[✓p : ✓r] = D'[✓p : ✓r] +D'[✓r : ✓q]� h✓p � ✓r, ⌘q � ⌘ri. (Teo. Pitagoreano)

'-projeção. Seja r = argmins2C D'[p, s]. Seja C ⇢ S um

subconjunto ⌘-convexo então para todo q 2 C, vale

D'[p : q] � D'[p : r] +D'[r : q].

Se C é ⌘-afim então vale a igualdade.



Divergencia de	Bregman e	Famílias exponenciais

Considere p

✓

(x) = e

h✓,xi� (✓)
, ✓ 2 E ⇢ Rk

uma familia exponencial natural.

Temos o seguinte:

(i)

@
@✓i log(p✓(x)) = xi �  i(✓)  r (✓) = Ep✓ [x];

(ii)

@2

@✓i@✓j log(p✓(x)) = � ij(✓)  r2
 (✓) = �Ep✓ [

@2

@✓i@✓j log(p✓(x))] (Matriz de Inf. de Fisher)

 (✓) é convexa

= E[hx, ✓i �  (✓)] = E[log(p✓)]

 �(⌘) = h⌘, ✓i �  (✓), com ⌘ = r (✓) = Ep✓ [x].

D�[x : ⌘] = �(x) +  (✓)� hx, ✓i p

✓

(x) = e

�D�[x:⌘]+�(x) 

(Teo. (A.Banerjee, 2003) Existe uma bijeção entre FE e Div. Bregman)

(conj. de Legendre)





p

✓

(x) = e

�D�[x:⌘]+�(x)

(Teo. (A.Banerjee, 2003) Existe uma bijeção entre FE e Div. Bregman)



p

✓

(x) = e

�D�[x:⌘]+�(x)

(Teo. (A.Banerjee, 2003) Existe uma bijeção entre FE e Div. Bregman)



Bregman Soft k-means Algorithm:

Ińıcio: Tome pesos e representantes {⇡h, µh}

Repita até a convergência:

E-passo: Para todo x e h considere:

p(h|x) = ⇡

h

e

�D�[x:µh]

Z(x)
(constante normalizadora)

M-passo Para todo h:

⇡

h

=
1

n

X

x

p(h|x)
µ

h

=

P
x

p(h|x)xP
x

p(h|x)



Bregman Soft k-means Algorithm:



Bregman Soft k-means Algorithm:


