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Geometria da Informacao:

* Nasce do estudo de invariantes geométricos envolvido na inferéncia
estatistica.

* Em IG, tem-se uma meétrica Riemanniana e uma conexao afim (em
geral nao-Riemanniana) sobre uma variedade imersas no espaco das
distribuicoes de probabilidades sobre algum espaco amostral.

e Tais estruturas diferenciaveis podem ser obtidas a partir de uma
divergéncia (que quantifica dissimilaridades entre dois pontos da
variedade estatistica)



Variedades Diferenciaveis

~ these maps are or

defined on the shs
regions, and must
smooth there.



Modelos Estatisticos

S={pe: X = (0,00) | £ € E aberto de R" e /pg(:v)dp,(x) =1}

€ uma variedade cuja parametrizagao pode ser dada por (€ E—ps €S

Cada shape é um ponto de S
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Distribuicao Categorica

X variavel aleatéria com X ={0,1,...,n}

Defina: p; = P[X = i]

l

Sn={p=(Po,---,pn) |Pi >0 e » p; =1}

n=(pi,...,Pn)

Coordenadas: P
0 = (91, Ceey Hn) com 6; = lOg(pz'/po)

p(z) = p16(z — 1) + ... + prd(z — k) I—sz z—0



Misturas de Probabilidades

Sejam P, ..., P, dist. de probabilidades sobre x L.i. ¢

pn(x) = (1= ni)Po(x) + mPi(z) + ...+ mkPr(x)

n=M,...,nx)comn; >0 e > .n <Ll R

Sk = {pn} € um modelo estatistico de dimensao k. \

Multinomial: ~ p(z) = p16(z — 1)+ ...+ prd(z — k) + (1 — quz)(S(w —0)



Familias Exponenciais

Sejam C, Fy, ..., Fi : x = R funcoes, tais que 1, F},..., F} sejam l.i.

Considere py(z) = eC@)H0:F(@)—4¥0) onde F = (Fy,...,F;) e € E

E = {8]4(0) i=log( | cCCHOF@)) < o)

Alguns exemplos

Ll Ts—1(p : _ I'(atP) a—1(1 _ \B-1
Normal: N(z | p,¥) = 2((2 u))klzll( 2 Beta: f(z | o, 8) = soyrye®  (L—2)7
TT) 2 2
. Dirichlet: f(xq,...,2k | @1,...,0) = Piﬁ?l“?&?) Tz

Exponencial: f(z |A) = Xe
Bernoulli: f(z | A) = (1 —\)1~®

Gamma: f(x | «a,fB) = B~_gpa—le—Pa,
(@] ) ) Binomial (com N fixo): f(z | A) = (3)A (1 - AN

: . AT
Poisson: f(x | A\) = 1 € *. Categoérica: P[X =i | (po,--.,pk)] = pi



Familias Exponenciais

Como pg(z) = s(F(z);0)t(x) ~ F é uma estatistica suficiente.
po(z|F(x)) independe de 6.

Y =F(X)v.a. ~py(y) = fF(w):y po(x)dp(z) = elf¥)—¥0) fF(m)Iy eC @ dyu(z)

T

S = {po(y) = ¥ ~¥D} sobre (F(x), du(y)) du(y)

T

Familias exponenciais naturais

Coordenadas: 6 (coordenadas candnicas)

n = E,,|ly] = V¢ (0) (coordenadas experadas)



Espaco das Densidades Positivas

Px)={p:x— (0,00) | / p(x)du(x) =1}  (Espacgo das dist. de probabilidade positivas sobre x)

Dens,(x) =4{p: x — (0,00) | /p(w)d,u(a:) < oo} (Espago das densidades positivas sobre x)

x ={0,1,...,k} ~ Pix)=Sk={p=(o,...,px) |[pi>0e > p;i=1}

Densy(x) =Rk, = {£ = (m1,...,mg) € R*| m; >0}

Se S = {pe | £ € E} C P(x) é um modelo estatistico, § = {tpe | T>0e& € E} C Densy(x)

Modelo estatistico nao-normalizado



Métricas Riemannianas E um produto interno em cada plano tangente: g, = (-, -)p : TpS X T,S — R
que varia suavemente com o ponto p.

£ =(&,...,£M) coordenadas locais de S

0; = 3‘9-, 1 =1,...,n, campos coordenados

9i;(p) = (0s, 0;)p varia suavemente com o ponto p.

(9ij(p)) é uma matriz positiva-definida, em cada ponto p.

g = g;; d¢'dg?

)

A | ~ . T . .
u,v € TpSa escrevendo u = u'0; e v = Ujaj Notacao de Einstein: indices consecutivos em cima
e em baixo sao considerados somados

Entdo, g(u,v) = (u,v) = u'vg;;



Aplicacdes diferenciaveis entre variedades

M N
. F .

__L_ ¢ (U) (V)
YoFog!
< o ¢D Y (p) Q |
Diferenciabilidade é uma nocao local, A diferencial é uma aplicacao linear
logo podendo ser definida via cartas entre os planos tangentes, logo

locais. nao depende das cartas locais



Métricas Riemannianas E um produto interno em cada plano tangente: 9p = (- )p : TS X TS — R
que varia suavemente com o ponto p.

/\)//\

Comp. de uma curva « : [a,b] = S: |a| = f; V{a/(t),a/(t)) dt

: _ — 1¢1 n independe do sistema de coordenadas
forma elem. de volume de S: dS = \/det gi;d¢’ A ... A dE escolhido (logo, estd globalmente definida)

Volume de um Lebesgue-mensurdvel: vol(B) = [, dS

Integral de uma fungao: |, s fdS



Métricas de Informacao de Fisher

S = {pe(z) }ce g modelo estatistico sobre x = X (£2)

£=(&,...,£™) € F um sistema de coordenadas

s (70) 5 (15 pe(z) dia)

914(€) = Epcl01(1npe)d;(1npe)] = |

X
(i) é uma matriz positiva-definida em cada ponto & € E;
(ii) varia suavemente com &

(iii) Seu = u'd;,v =v79; € T,S entdo g(u,v) = u'v?g;; = p[%%] nao depende
do sistema de coordenadas £ escolhido.

Logo, define uma métrica Riemanniana sobre S. Priori de Jeffrey: n(§) = ﬁ‘?s).

independe do sist. de coordenadas escolhido



Um pouco da historia.

e 1945 — C.R. Rao acreditava ser o primeiro a observar que a matriz de informacao
de Fisher define uma métrica Riemanniana. No mesmo artigo, ele apresenta o
famoso Teorema de Cramer-Rao.

* Recentemente, foi descoberto um artigo de Harold Hotelling (nao publicado, mas
apresentado no AMS meeting de 1929), mostrando o carater Riemanniano da
matriz de Fisher e provando que a variedade estatistica de uma location-scale
family possui curvatura constante.

* 1946 — Jeffreys usou a forma elemento de volume desta métrica como uma
distribuicao a priori sobre o modelo estatistico (logo, deve ser invariante por
mudanca de coordenadas).



Teorema de Cramer-Rao

S = {pe(z) }ce g modelo estatistico sobre x = X (£2)

é =&(z1,...,%,) : X — R”™ estimador ndo enviesado de ¢

A

e, E,n[E] =¢ Entdo, Vv [€] > 5 (9i5(6) ™
Além disso, vale a igualdade <= S é uma familia exponencial da forma

pe(x) = eC (@) +(0:£(2))—w(0)
onde £(z) = E_v-1[€(x, Xa,...,XN)] e £ = Vp(6) (coordenadas esperadas).
Pe

Neste caso, vale que g% (£) = g;;(0) = Var[f] = V2 (6).



Divergéncia entre dois pontos  Sejam P e @ dois pontos numa variedade diferencidvel M.

A divergencia D[P : Q)] é uma funcao satisfazendo:

(i) D[P : Q] > 0;
(i) D[P: Q]| =0 <= P =Q;

(iii) Se P, @ estao proximos e &€p e g = Ep + d€ sao as coordenadas de P e Q)
respectivamente, entao vale a expansao de Taylor:

D[P : Q] = %gij (Ep)dEtde? + O(|dE|®) onde (g;;(£p)) é uma matriz positiva-definida.

Em geral

(a) D[P : Q| +# D|Q : P]. Defina D*[P : Q] = DI|Q : P] divergéncia dual de D;

(b) Em geral, nao vale a desigualdade triangular.



Exemplos

1 1 : . . ,
Distancia Euclideana: P,QQ € R" ~» D[P:(Q]= §]P — Q) = iéij(PZ —Q')(Q — )
Distancia de Mahalanobis: P,Q € R" ~+ D[P :Q]= (P Q)'A(P - Q)

Divergéncia de Itakura-Saito: p,q € Dens (x) ~» Dlp:q] = /[M — log(@) — 1]du(x)

q(7) q(x)
Divergéncia de Kullback-Leibler: p,q € P(x) ~ KL[p:q|= /p(x) log(z(—g)du(az)
Ldivergencia: p.q € Dens: ()~ KLlp:al = [ pla)log("duta) ~ [(0(o) - a(o))du)
f-divergencia: p,q € P(x) ~ D¢[p:ql = /p(x)f(@)d,u(:v) ( f:(0,00) — R convexa
p(z) com f(1) =0.)



Divergéncia de Kullback-Leibler:

p(x
paha@ € PO~ KLpid= [ ple) g du(z)
KL nao é simétrica Sep=N(x]|0,1)eq(x) = m entao K L|p,q] < oo e KL|q,p] = oc.
Divergencia de Jensen-Shannon: JS[p:¢] = 3(KL[g: 7]+ KL[p:r]), onder=3(p+q)

KL define uma divergéncia

A) Desigualdade de Gibbs: KL[p:q] > 0 e vale ’=0" < p=gq.

B) Se p,q € S = {pe} ¢ um modelo estatistico (em P(x) ou Densy(x)). Escrevendo &, = £, + d¢ entao

KL[p:q] = 39ij(&)d€'de? + O(|d€]?), com gi; = Ey[0i(Inpe)0;(Inpe)] (Métrica de Fisher)



Divergéncias de Bregman Seja ¢ : U x U — R estrit. convexa, com U C R™ aberto convexo.

Defina Dy [z : y] = ¢(z) — o(y) — (Ve(y), (z — y))

= 5(z =) V?e(y)(x —y) + O(lz — )

| d(p (x, y)

I T

L 3
N4

D, define uma divergeéncia



Exemplos

p(z) = —IZ\2

(Distancia Euclideana)

Z’Z o Ve(z) =2 >

Dy (x,y)=73[Ix—y|?

/ h(z)

Distancia Euclideana Dz : y| =

N~ DN~ DN =

z|? = |yI* — 2y" (
z|? + yQ—QxTy]
z—y|?

1 2 7 . ~ .
5|l — y|* ¢ um divergéncia de Bregman



Exemplos (Divergéncia de Kullback-Leibler)

p(z) = Zzz log(z;) = —H|2] pi(z) =logz + 1

H = Entropia de Sh i i o log 1 "y
( ntropia de Shannon) D[z : y] :Z z'logz* — y'logy® — (logy; +1)(z* — y*)]

— Z [z’ logz® — 2'logy" — x" + y']
=> [z log(i)—(ﬂj —y')]
= KL|x : y]

p(z)=zlog z

[ Dy(x,y)=xlog ¥ —x+y

h(z)




Exemplos (Divergéncia de Itakura-Saito)

= - log(=) oif2) =~

(-p = Entropia de Burg)

Dyl 1] = 3 ~logl) + loglus) + yi< .

—Z——lo )—1




Informac¢do de Bregman  [[X] = min F[D,[X,7]] = min Z Dlz; : nlp(z;)
n n

Proposicao: 3! minimizador de I[X] dado por n* = E[X]| = ). z;p(x;).

N

EDy|X :n]] = E|Dy| X : 0] = Z(Dcp[il?z' | — Dylzi : n"])p(x;) Nao depende de ¢



Informacao de Bregman

I1X] = min E[D,[X : 3] = EID,[X : E[X]]

EX]| = argmgnE[Dgo[X : 7)]

Variancia é uma informacao de Bregman.

p(z) = |z|* ~ Dylz:y] = |z —y|?

~  I[X] = E[D,[X : BIX]]| = E[|X — E[X]]"] = V[X]



Informacao de Bregman

Informacao mutua entre X e Y é uma informacao de Bregman.

I1X;Y] = KL[p(x,y) : p(a)p(y)] = chv,y) log().

= X pte) S vt o @(f‘”f = P KLiplle) (o)

Seja Z, a v.a. que toma valores p(y|r) = (p(0|x),...,p(k|x)) € Sk
para cada x € x, com probab. p(x).

Note que E[Z;] =), p(x)Z: = ), p(x)p(ylz) = p(y) € Sk.

— Zp(x)KL[Zx By [ZZEH — [[ZZE]

X



Informacdo de Bregman  (associada a divergéncia de Itakura-Saito)

Seja X a v.a. cujos valores sdo os vetores (9 = (2%, ... ,:132) c R’i,
com ¢ =1,..., N, distribuidos uniformemente

média aritmética F|X| = pu = % fo\; ()

média geométrica g = (g1,...,9k), com g; = (H,filxgi))%.
| | RO )
I [X] =) p")ISEW )= =3 » (—— —log(-) - 1)
i i—1 =1 Hi i
kN (i) (4) k N (%)
1 T T m 1 T
= S () - =30 Y s~ 1)
N;; fj fhj ; fj N; Fj
L (1) k | N k y
=~ 2 Do loa(-1) = 3 (log(u) — 57 D loa(af) = 3 log()
J J



Desigualdade de Jensen e Informag¢ao de Bregman

Elp(X)] = p(E[X]) = E[D,|X : E[X]]] = [,|X]

Logo, Elp(X)] > ¢(F[X]), e vale ’=0" <= X é constante.



Clusterizacao com Divergéncias de Bregman

Convex function Bregman divergence Algorithm

Squared norm Squared Loss KMeans [M'67]
acQueen (1967)

Negative entropy KL-divergence Information Theoretic [DMK'03]
Dhillon, Mallela and Kumar (2003)

Burg entropy  ltakura-Saito distance  Linde-Buzo-Gray [LBG'80]



Clusterizacao com Divergéncias de Bregman
Considere uma particao {xx}¥_, de x (i.e. subconj disjuntos que cobrem )

Em cada cluster, considere 7, = > . p(z).

p(x)

Considere X} a v.a. que toma valores em Yj com prob. p(x|h) = —

Considere pp, := E|Xp] = > ., @p(z|h) o repres. de cada cluster.

Considere M a v.a. que toma valores em M = {u;}¥_, com prob. m,.

Medida de qualidade da clusterizacao

Ex|D,|X ZZP 0Tt i Zﬂthwlh ERNTA

h=1x€EXxn TEXh

Z Thlyo| Xp) = Ex 1| Xp]] (Inf. Bregman esperada de um cluster)



Medidas da Qualidade de uma Clusterizacao

Clusterizagao 6tima: Fixado < k < ||, obter uma partigao {x,}¥_, de x
tal que M = argminyy E[D,[X : M'|]

Considere a seguinte medida de qualidade da clusterizagao: L|M]|:=1,[X]|— I,[M]

/

inf. inter-cluster

Se k=1entdo m =) p(x) =1 e o representante p = E[X]. ~» I, ,|M]|= E[X]

Se k = |x| entdao cada xp é unitdrio ~» Xn ={x} ~ Dylr:pup =0 ~ I, Xp] =0



Teorema. E.|1,(X}]] = Ly | M| := 1, X] — I,[M].

Prova:

X]=> p(x)Dy[x: —Zp ) (p(x) — () = (Veo(n), z — 1))

=> Z p(x p(pn) = (Vo(pn), © — pin))
h T&EXn

+ > > p@)(e(pn) — @) + (Vo(un), z — pn) — (Vo (u), = — )
h T&EXn

=> > p(@)(Dyla : pn] + Dylun : pl)
h T&€Xn

= Ex[D[X : M]]+ 3 mDlpn :
h

= B I, Xp)] + 1, [M]



Algoritmo: Bregman k-means

A) Input: Dados x = {z1,...,2,} C U C R* munido de uma prob. p(z),
Divergéncia de Bregman D[z : y], com z € U e y € U, num. de clusters k.

B) Output: Clusterizacio {x»}F_, que minimiza loc. E[D,[X : M]].

Inicio: Escolha p1,...,ur € U (podendo ser aleatériamente)

Repita até a convergéncia:

Passo 1: Para cada = € x, associe x € xj, com h = argming, D[z : up].

(Novos clusters foram formados) l
Passo 2: Escolha novos representantes pip, = . . @ p(x|h)  (centromais proximo)
(Representantes de cada cluster foram escolhidos) l

com p(z|h) = 22 gendo 7, = D zey, P(T).

7Th7



Algoritmo: Bregman k-means
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Algoritmo: Bregman k-means

Dados p1, pt2, o conjunto {x | Dy|x : p1] = Dy |z @ 2|} € um hiperplano.

x €Dplx s pu] = Dyl : o] <= (1) + (Vo) x — pn) = p(p2) + (V(uz), © — p2)
= (2, V(u1) = Ve(p2)) = p(p2) — o) + (Velp), p) — (Vo(pz), p2)

que ¢ um hiperplano.

Assim, as particoes geradas pela clusterizagao sao regioes planas, chamadas de
diagrama de Voronoi.



Algoritmo: Bregman k-means

https://www.youtube.com/watch?v=cFOhID bmdc

https://www.youtube.com/watch?v=KrUFrMOpPEk




Algoritmo: Bregman k-means

Afirmagao. L[M"] decresce monotonicamente a cada iteracao (t).

A partir dos representantes {,u )} os clusteres {X )} sao formados. Os novos

representantes {uh+ )} sao dados por ,u( ) = arg miny, ) ex(® D,z : 1.
h

L [M®] = Bx[D,[X : M®)]] Y > p(@)Dyla : )]
méng)
() (t—l—l) ®) (t+1)
DIPIE N ED WD DI LA S
QUEXS) azéxgﬂ_l)

(a) ocorre pois ,LL§L+ ) = arg min,, Z:CEXS) p(x) Dyl : 7).

() (t+1)

(b) ocorre pois = € X, se x estiver mais proximo do

nao pertencera a x;

centro ,u( ™ de outro cluster Xn', logo, na soma de todos os cluster, diminuira.



Algoritmo: Bregman k-means

/ . . ’ . . ~ k
Como hé apenas uma quantidade finita de possiveis clusterizacoes {xp}5_; €
L(M®)) é monétona nao-crescente, o algoritmo deve convergir num numero
finito de iteracoes.

A complexidade em cada iteragao é Nk, onde N = |x|. Isso porque, a todo
elemento  procura o centro {uy}¥_, mais préximo.

No caso de dados mistos, pode-se usar uma divergéncia de Bregman
proveniente de uma combinacao linear de funcoes convexas.



Transformada de Legendre

Seja ¢ : U — R funcao estritamente convexa, definida num aberto convexo
U C R”. Considere ¢ a fungao ¢(n) = supg c((8',n) — ¢(0')). Entao, valem
os seguintes itens abaixo:

(i) Se n = Vp(0) entao 6 = Vo(n).
(i) ¢(n) = (n,0) —(0), com 6 = Ve(n).

Consequéncias:

(a) 8 e n = Vp(#) definem mudangas de coordenadas;
(b) VE¢(n) = (Ve(0)) ™



Transformada de Legendre

Consequéncias: Seja S = {py} um modelo estatistico (normalizado ou nao),
parametrizado por § € E. Se p,q € S entao

(a) Dy,|0p,04] = Dglng,np| (Divergencia Dual)
(b) Dy|0p,0,] = ©(0p) + &(ng) — (0p,n4) (Desigualdade de Frenchel)
(c) D,y :0r] = Dylby: 0]+ Dyl0,: 0, — (0, — 6r,my — ). (Teo. Pitagoreano)

p-projecao. Seja r = argmingec Dy, |p, s|. Seja C' C S um

D ¢-projection
subconjunto n-convexo entao para todo g € C, vale

~~~~~~ | Dylp:ql > Dylp: 7]+ Dylr: q).

Se C é n-afim entao vale a igualdade.



Divergencia de Bregman e Familias exponenciais

Considere pg(z) = %= 9 ¢ E c R* uma familia exponencial natural.

Temos o seguinte:

(1) 77 log(pe( ) = zi —9i(0) ~ Vi(0) = Ep,[a];

(ii) 891893 log(pg( )) = —ww(@) ~ Vzw(e) = E [89 7507 log(pg( ))] (Matriz de Inf. de Fisher)

1 (0) é convexa  ~~» (conj. de Legendre) ¢(n) = (n,0) — ¥ (0), com n = Vip(0) = E,, [x].
= El(z,0) —¢(0)] = Ellog(py)]

w  Dylr:n] = (@) +(0) — (2,0) ~ po(z) = e Polrntol)

(Teo. (A.Banerjee, 2003) Existe uma bijecao entre FE e Div. Bregman)



Theorem: For any regular exponential family p,, gy, for all
x € dom(¢),

P(y,0)(X) = exp(—dy(x, p1))by (%),

for a uniquely determined b,, where @ is the natural parameter and v
IS the expectation parameter

Legendre
Duality
Bregman Convex Cumulant Exponential

Divergence Function Function Family



(Teo. (A.Banerjee, 2003) Existe uma bijecao entre FE e Div. Bregman)

pg (x) — €_D¢[$177]+¢(93)

Regular exponential families < Regular Bregman divergences

Gaussian

— Squared Loss
Multinomial o KL-divergence
Geometric - ltakura-Saito distance
Poisson oo l-divergence



(Teo. (A.Banerjee, 2003) Existe uma bijecao entre FE e Div. Bregman)

pg (x) — €_D¢[5B177]+¢(93)

Soft Clustering
# Data modeling with mixture of exponential family distributions
» Solved using Expectation Maximization (EM) algorithm

Maximum log-likelihood = Minimum Bregman divergence
log (s 6) (%) = —ds(x, 1)

Bijection implies a Bregman divergence viewpoint
» Efficient algorithm for soft clustering



Bregman Soft k-means Algorithm:

Inicio: Tome pesos e representantes {7y, up }

Repita até a convergencia:

e—Dolz:pn]

E-passo: Para todo x e h considere:  p(h|z) = 73 Z(@) (constante normalizadora)

M-passo Para todo h:

N e S (bl
P 2P =



Bregman Soft k-means Algorithm:

a9

aa

a?

ae

as

a4

a3

az

Different cluster analysis results on "mouse" data set:
EM Clustering

Original Data

as’ 3\ {.ﬁ,

\ s wa
ogd’

q gg‘&e
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k-Means Clustering

1
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Bregman Soft k-means Algorithm:

Fig. 1.9 Iterated dual P
geodesic projections (em
algorithm)

Pt+1

Qt+1

P*

Q*\



