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1 – Problema

• Como gerar conjuntos de K pontos uniformemente (regularmente) distribuídos numa
N -esfera?

• Seja x = [x0, . . . , xN−1] ∈ RN , a N -esfera é o conjunto tal que

`2(x) =

(
N−1∑

0

x2
i

)2

= r. (1)

• Como definir uniformidade do conjunto de pontos
{

x(k)}
k=0...K−1

?
� Estocasticamente?
� Geometricamente?
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• O problema de Tammes considera o empacotamento de um determinado número de
pontos na superfície de uma esfera de modo que a distância mínima entre os pontos seja
maximizada.

• Em geometria e teoria de códigos, um código esférico com parâmetros (N,K, r) é um
conjunto de K pontos na hiperesfera unitária em N dimensões tal que o produto escalar
entre os vetores unitários da origem a quaisquer dois pontos do código é menor ou igual a
r.

• O problema do número de beijos (kissing number) considera encontrar K máximo, dado N
para o qual existe um código esférico com parâmetros (N,K, r).

• Repara-se que o problema de Tammes consiste em encontrar um código esférico com r
mínimo para N e K dados.

� Pode ser visto como um caso especial particular do problema generalizado de Thomson de
minimizar a força Coulomb total entre os elétrons em um arranjo esférico.

� Há soluções comprovadas apenas para um pequeno número de círculos: 3 a 14 e 24.
� Há soluções conjecturadas para muitos outros casos, incluindo dimensões superiores.

• Tais conjuntos de pontos possuem diversas aplicações.
• Mas não há solução genérica.
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2 – Em 2D, as Soluções são Triviais

2.1 – Abordagem Geométrica

• Divide-se a circunferência em tantos arcos quantos pontos se deseja, obtendo o
comprimento de arco

θK = 2π
K
.

• Arbitra-se um ponto x(0) sobre a circunferência

x(0) é tal que ‖ x(0) ‖= 1, θ(0) = arctan
(
x0

x1

)
.

• Para k = 1 . . .K − 1
� Posiciona-se o ponto x(k) a θ radianos de x(k−1), i.e., faz-ze

θ(k) = θ(k−1) + θK , com ‖ x(k) ‖= 1.
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2.2 – Abordagem Estocástica

• Se x0 e x1 são VAs Gaussianas i.i.d. (independentes e identicamente distribuídas), então a
VA gerada pelo razão entre elas é uniforme em [0, 2π].

• Assim, sorteando K vetores Gaussianos i.i.d., temos K pontos uniformemente distribuídos
na circunferência no sentido estocástico.

• Mas não há garantia de regularidade nem de minimização da energia (maximização do
ângulo ou do arco, distância, entre dois pontos quaisquer).

⇒ Claramente as distribuições são distintas e com sentidos distintos!
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2.3 – Visualizando em 3D
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3 – Abordagens Geométricas

• Há algumas abordagens geométricas assintoticamente ótimas para N = 3.
• Mas não há método generalizado para N > 3.

Alocação de 6 pontos via Equilíbiro de elétrons
espirais generalizadas Células de Dirichlet

Bola de football
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4 – Abordagens Algébricas

• Para algumas quantidades de pontos K e dimensões N específicas há soluções obtidas a
partir de camadas de reticulados regulares.

Packing: Alocação de K pontos sobre a N -esfera de forma a maximizar a distância mínima entre eles
(ou equivalentemente o ângulo mínimo entre eles).

O empacotamento procura por arranjos de esferas sobre uma superfície, de modo que não
ocorra nenhuma sobreposição e tal que se qualquer círculo for ampliado ocorrerá sobreposição.

Covering: Alocação de K pontos sobre a N -esfera de forma a minimizar a distância máxima entre um
ponto qualquer sobre a N -esfera e ponto mais próximo dentre K pontos alocados.

A cobertura procura por arranjos de esferas sobrepostas que cobrem todo o espaço.

Packing Covering
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5 – Abordagens Estocásticas

• Para N = 3 e N = 4 há métodos usando distribuições uniformes, testes de valores das
coordenadas do vetor, seguido de transformações.

• Extensão do método 2D para N = 3 e N = 4 usando distribuições uniformes.
� x0 . . .xN−1 são VAs Gaussianas i.i.d.
� Normaliza-se os vetores usando

1√
x2

0 + · · ·+ xN−1


x0
x1
...

xN−1


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6 – Nosso Método

6.1 – Representação em Coordenadas Polares

• Um ponto p na sobre a N -esfera é dado por

p = (1, ω1, ω2, . . . , ωN−1)

com
{

0 ≤ ωn ≤ π, n = 1 . . . N − 2
0 ≤ ωn ≤ 2π, n = N − 1
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6.2 – Ideia Central

• Quando K é suficientemente grande, temos um revestimento da N -esfera por hipercubos
de dimensão N − 1.

• Se o comprimento do hipercubo é δ temos as relações

δ = ∆ω1,

δ = ∆ωj
j−1∏
i=1

sinωi, j = 1 . . . N − 1 [6].

• A partir do que, podemos obter os comprimentos do arcos que geram o hipercubo de
dimensões N − 1 de lado δ.
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• Logo, dado δ e um ponto (1, ω1, ω2, . . . , ωN−1) qualquer, podemos obter, recursivamente,
K pontos via
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6.3 – Determinando δ

• δ depende de K entre a área da N -esfera.
• A princípio, podemos aproximá-lo via

AN = KδN−1

δ =
(
AN
K

) 1
N−1

.

• As assunções de revestimento são somente assintoticamente válidas.
� Assim, não obtemos o K exato, mas K′;
� Iteramos o procedimento fazendo

δ ← δ

(
K′

K

) 1
N−1

,

até obtermos K′ = K.
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6.4 – Exemplos

V.A.s IID Gaussianas Nosso método
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• Comportamento dos ângulos máximo, médio e mínimo entre dois xk mais próximos em
N = 3 para K = 3 . . . 90.
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6.5 – “Treinamento” Estocástico

• Pode-se treinar os K pontos usando L >> K.
• Aplica-se um algoritmo de clusterização/aprendizado: o algoritmo de Linde-Buzo-Gray

(LBG).

• Ainda assim, L deve ser muito muito grande, e cresce com N .
• Não é efetivo.
• Podemos encontrar alguma distribuição inicial que facilite o trabalho do LBG?
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7 – Aplicações

• O problema de encontrar arranjos de K pontos “uniformemente” distribuídos sobre
N -esferas tem muitas aplicações além da que me motivou nesse estudo.

• Em simulações computacionais, muitas vezes devem se considerar contornos de modelos e
um contorno usando uma N -esfera é isotrópico.

• Algumas aplicações tem usado tais distribuições para obter amostragem esférica:
� Varredura do interior do modelo a partir de raios oriundos dos pontos desses arranjos.
� Amostragem para obtenção de estatísticas confiáveis de experimentos confirmatórios.
� Simulação direcionada com direções determinísticas.
� Obtenção de tesellations (mosaicos).
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I Exemplo de mosaico obtido.
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• Algumas aplicações no espaço SO(3) de K orientações discretas distribuídas quase
uniformemente na 3-esfera (amostragem esférica):

� Reconstrução de vírus e culturas de bactérias a partir de experimentos de difração de
partículas e raios-X emitidos a partir dos pontos de tais arranjos;

� Cristalografia;
� Modelagem de cones do sistema visual humano;
� Caracterização de câmeras;

• Definição de rotações regularmente uniformes no espaço para:
� Modelagem da interações e contatos entre objetos sólidos;
� Modelar as conformações de entidades vivas;
� Avaliação dos encaixes e interações entre proteínas e fármacos (moléculas).

• Outras aplicações:
� Livros de códigos para decomposição não-redundante de tensores.
� Arranjos de pontos de energia mínima.
� Pontos de partida para otimização por enxame de partículas.
� Modelagem de receptores com diversidade.

Lisandro Lovisolo Distribuições Regulares de Pontos sobre Superfícies de Hiperesferas



19/25

• Pixel Embeddings (para separação de classes)
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7.0.1– Hyperspherical Prototype Networks

• Advoga-se que usar hiperesferas como os protótipos de espaços de saída para problemas de
classificação e regressão.

• Os protótipos de saída não são obtidos a partir de exemplos.
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8 – Contexto Histórico (meu)

• Comecei a me interessar por este problema no estudo da codificação/quantização vetorial
por aproximação sucessiva.

• Seja vetor x num espaço N dimensional que devem ser representados por uma soma de
vetores predefinidos de um livro-código (codebook)

CN,K = {yk}k=1...K , ‖ yk ‖= 1, ∀k

• Aproximamos x através de

xI =
I∑
i=1

αiyki , 0 ≤ α ≤ 1
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• Tal representação só é útil se
lim
I→∞

‖ x− xI ‖ = 0

• Seja

Θ(CN ) = max
‖x‖=1

{
min

yk∈CN

arccos(x · yk)
}
,

então, a quantização vetorial por aproximações sucessivas converge se

α

{
≥ 1

2 cos Θ(CN ) se Θ(CN ) ≤ π
4

≥ 2 sin Θ(CN ) se Θ(CN ) ≥ π
4

e
‖ x− xI ‖≤ BαI .

• Quanto menor Θ(CN ), menor o α que garante a convergência e menor o erro após I
passos aproximativos.

• Para reduzir Θ(CN ) podemos:
� Aumentar K;
� Distribuir os K vetores o mais uniformemente possível na N -esfera.

I No sentido de que os arcos que os ligam tenha o maior comprimento possível!
I Isto é, que os ângulos entre eles sejam maximizados.

� O conceito de uniformidade não está bem definido, obviamente, e este problema equivale à
melhor cobertura da N -esfera por N − 1-esferas.
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9 – O que Pretendemos Fazer a Seguir?

• Favorecer o processo de treinamento usando pontos mais uniformemente distribuídos
capazes de prover embeddings mais separáveis.

• Na camada l temos Kl neurônios, que têm tantas entradas quantos neurônios Kl−1
existem na camada anterior (l − 1).

• Gerar os pesos dos neurônios da camada l a partir de uma distribuição regular de Kl

pontos sobre a Kl−1-esfera.
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Muito obrigado!

lovisolo@eng.uerj.br
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