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Prelúdio: A Fascinação da Turbulência 

W. Heisenberg: 

Depois da segunda guerra mundial, Heisenberg foi detido em 

Farm Hill, perto de Cambridge, pelos aliados. Impossibilitado de 

frequentar bibliotecas e grupos científicos, decidiu investigar 

(apenas em companhia de Weizsacker) o problema da 

turbulência, caracterizado, àquela época, por poucos resultados 

consolidados. 

H. Lamb (1932): 

“I am an old man now, and when I die and go to heaven there are  

two matters on which I hope for enlightenment. One is quantum  

electrodynamics and the other is the turbulent motion of fluids.  

And about the former I am rather optimistic”. 

R.P. Feynman: 

“…the most important, unsolved problem of classical physics”. 
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K. Wilson: Nobel Lecture (1982). 

“Theorists have difficulties             

with this kind of problem because 

they involve very many 

degrees of freedom. (…) the entire 

problem of fully developed 

turbulence, many problems in 

critical phenomena and (…) 

strongly coupled quantum fields 

have defeated analytic techniques 

up till now” 

 

E. Fermi: 

A última página das suas notas 

de Termodinâmica e Física 

Estatística (1951-52). 
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• Estruturas de largas escalas decaem 

lentamente na turbulência. 

• Fluxos turbulentos podem ser 

representados como a superposição de 

movimentos principais e flutuantes. 

Leonardo da Vinci 

1452-1519 

         Criador do termo 

            “Turbolenza” 

Turba = multidão desordenada 

I. INTRODUÇÃO 
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``Observe the motion of the surface of the water, which resembles that of hair, 

which has two motions, of which one is caused by the weight of the hair, the other 

by the direction of the curls; thus the water has eddying motions, one part of which 

is due to the principal current, the other to random and reverse motion.'' (Leonardo 

da Vinci) 
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V1 

 

V2 

 

V2 

 

V1 < V2 

Experimento de Reynolds (1883) 
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Número de Reynolds: 

R = LV/

Seja:  

L = Diâmetro do Cilindro       

V = Velocidade do Escoamento 

no Infinito 

 Viscosidade Cinemática 

na água em unidades 

cgs

bserve que 

R = LV/ L2 L V

d c 
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“Lei da Parede” da Camada Limite Turbulenta 

Prandl, 

von Karman 

~1930 

Lam. 

Turb. 

Lam. 
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Boundary Layer Modelling 

L.M. PRE 2009 

r
v
 = ay 

y 

a = 1.0, V=1.0 

(y) = 2  /(1+y2) 
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Constant Temperature Anemometry 

Parâmetros do fio quente: comprimento = 1.2mm;  diâmetro = 0.5 m 

Como se mede Turbulência? Três métodos essenciais: CTA, PIV, LDA 
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     Large Scale Intermittency in the  

     Atmospheric Boundary Layer. 

                     

http://www.ethlife.ethz.ch/articles/tages/turbulenzmaloja.html 

 

G. Gulitski, M. Kholmyansky, W. Kinzelbach, B. Luthi, A. Tsinober, 

And S. Yorish – JFM 2007 (three papers). 
 

multi-hot-wire probe 



 
 
Gradientes 
de velocidade, 
 
Aij= ivj
 
são descritos  
por distribuições  
não-gaussianas 
de probabilidade. 
 
 
 

 
 
Resultados modelados em: 
 
M. Kholmyansky, L. M., R.M. Pereira, and A. Tsinober 
Phys. Rev E 80, 036311 (2009). 



Laser Doppler Anemometry 



Particle Image Velocimetry 



19 

Termo não-linear de  

convecção, dominante  

a escalas intermediárias 

Dissipação viscosa, 

dominante a escalas 

pequenas 

Força externa, definida 

a grandes escalas; 

Vínculo de incompressibilidade: 

 

 

Equações de Navier-Stokes 
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x            Lx     

t             (L2/ t   

v            Vv 

P            ( V/ L  P 

 

Equações Adimensionais de Navier-Stokes: 

Escoamento turbulento: sistema dinâmico (teoria de 

campos) de acoplamento extremamente forte. 

QED: g ~ 1/137;    QCD:   g ~ 1;  Turbulência: g = R ~ 107 
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Cascata de Richardson 

(1922) 

“Big whorls have little whorls 

that feed on their velocity, 

and little whorls have lesser whorls 

and so on to viscosity 

-- in the molecular sense.” 
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II. A TEORIA K41 

A.N. Kolmogorov (1941) 

Primeira observação: Grant, Stewart e Moillet (1962) 

Teoria para o 

espectro de energia 
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I 

II 

III 

“Espaço k” (número de onda) 

I: 0 < k <  k0~ 1/L 

    Injeção de Energia 

II: k0 < k < k ~1/

   Transporte de Energia 

III: k > k ~1/

    Dissipação de Energia 

taxa de transferência de energia
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Vamos supor que na faixa inercial tenhamos

 

               E = E( ,k) = Cko k

Análise Dimensional: 

 

[E] = L3T-2                                   2/3                

[ ] = L2T-3           

[k] = L-1                                                    

 

 

De fato, L3T-2 = (L2T-3)2/3(L-1)-5/3 
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A teoria fenomenológica de Kolmogorov prevê 

que 

 ~ 

                   ~  V2/T ~ V3/L  

                   R ~ LV/ ~ (L/ )4/3                        

Simulações numéricas diretas (DNS) exigem 

redes com (L/ )3 ~ R9/4  sítios. 

Adicionalmente, para as “funções de 

estrutura”, 

 

 

com                 .   Crítica de Landau: flutua

Desvios são observados! (década de 1980). 
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III. O FENÔMENO DA INTERMITÊNCIA* 

N. Cao et al., PRL 76, 616 (1996). 

* Flutuações intensas, não-gaussianas de observáveis como               

gradientes/diferenças de velocidades, vorticidade, circulação, etc. 

P. Tabeling et al., PRE 53, 1613 (1996). 

O fenômeno da intermitência foi descoberto por Batchelor e Townsend em 1949  

[G.K. Batchelor and A.A. Townsend,  Proc. R. Soc. London A 199, 238 (1949)].   

Ainda hoje é um dos tópicos centrais de pesquisa em turbulência. 
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Z.S. She et al., Proc. R. Soc. London  

Ser. A 434, 101 (1991).  

Simulações Numéricas Diretas 

M. Farge et al., PRL 87, 054501 (2001). 

Análise de Wavelet de dados via DNS 

Caracterização quantitativa da intermitência: 

• Funções de Estrutura Sq = < |O(r)|q > 

(ii) Densidades de Probabilidade  

      O(r)] 

     

O(r) é algum observável, como [v (r )-v (0)]n

r r n

v (r ) 

v (0) 
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                 FILMES 

           Turbulência 2D  

           Turbulência 3D 

 

vorticity_carto - Copy.mpg
vorticity_carto - Copy.mpg
vorticity_carto - Copy.mpg
Vorticity in fully developed turbulence.mp4
Vorticity in fully developed turbulence.mp4
Vorticity in fully developed turbulence.mp4
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Further Direct Numerical Simulations (Earth Simulator) 

 

M. Yokokawa, K. Itakura, A. Uno,  T. Ishihara, 

and Y. Kaneda – Phys. Fluids 15, L21 (2003). 

 

40963 grid points;  R ~ 700 
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Seja 

 L = Escala Integral; 

Escala Dissipativa de Kolmogorov; 

Para L >> r >> (a “faixa inertial”) temos Sq~ r q
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                        O Modelo -Randômico 

 

O processo de fragmentação de “eddies”gera um conjunto 

geométrico com dimensão de Hausdorff D = 3. 

FRACTAIS: Conjuntos Geométricos Auto-Similares  

 

O que significa dizer que determinada estrutura geométrica possui  

d dimensões? 

 

Resposta A: Parametrização (x1, x2,…, xd) 

 

Resposta B (mais geral): Pode-se cobrir um objeto geométrico de 

dimensão linear L com N ~ (L/ )D objetos menores de dimensão linear . 

 



37 

 

D = Log(N)/Log(L/ 

“Dimensão de Hausdorff” 

N = 16, L/ D = 2 
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Há um número enorme de exemplos onde D não é um número 

inteiro!!! (Multi)fractais são onipresentes:  

 

Costas continentais, perfis topográficos, bolas de papel amassado,  

materiais porosos, física das nuvens, cosmologia, interfaces rugosas, 

transições de fase, transições quânticas metal-isolante, involuções 

cerebrais, árvores, raízes, bronquíolos, sistema circulatório, sistema 

nervoso, dispersão de poluentes, fraturas, polímeros, trajetórias no 

espaço de fase de sistemas dinâmicos, mapeamentos analíticos não-

lineares, turbulência, flutuações de índices financeiros, etc. 

Veja o livro de B. Mandelbrot “The Fractal Geometry of Nature” 
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L0=1,   N0=1,  =1 

Curva de Koch 
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L1=4/3,   N1=4,  =1/3 
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L2=16/9,   N2=16,  =1/9 

Dessa forma, após n iterações, 

Ln=(4/3)n,   Nn=4n, n=(1/3)n 

Dimensão Fractal: 

(L0/ n )
D = Nn               D = Log3(4)1.26 
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Esponja de Menjer 

N
n
= 20n = 3nD                   D = Log

3
(20) = 2.7268...        
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0=3/4 

1=3/4, 1 

2=1/2, 3/4, 1 

Número de “eddies” 

Fragmentados: 

N(1/2)=4 

N(3/4)=6 

N(1)=4 

Ntot=1+3+10=14 

Fator de Redução de Escala: a=2 

L      L/a      L/a2 … 

etc… 

O Modelo -

Randômico 
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Número de “eddies” 

Fragmentados: 

N(1/2)=4 

N(3/4)=6 

N(1)=4 

Ntot=1+3+10=14 

 

Probabilidades 

Estimadas: 

P(1/2)=4/14=2/7 

P(3/4)=6/14=3/7 

P(1)=4/14=2/7 

 

Fator de Redução de Escala: a=2 

L      L/a      L/a2 … 

O Modelo -

Randômico 
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Ln Ln+1 

Eddy Pai Nn+1 Eddies (filhos) 

n (Ln)
3(Vn)

2/Tn 

(Ln)
3(Vn)

3/Ln 

n+1 Nn+1(Ln+1)
3(Vn+1)

2/Tn+1 

Nn+1(Ln+1)
3(Vn+1)

3/Ln+1 

Mas n n+1  … 
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(1984) 



IV. Modelagem Lagrangeana 
 
We work in a lagrangian framework where a local 
closure procedure can be implement, the so-called  
“Recent Fluid Deformation Closure” (RFDC)  

 
 
 

lagrangian trajectory               principal directions of strain 



In the particular case of the RFDC model, we may write, for the 
conditional probability density function, 
 
 
 
 
 
where the boundary conditions are given by 
 
 
 
and 
 
 
 
 
We are interested to compute the above path-integral in the large   
limit in order to obtain the vgPDFs. That is, we assume that there are  
no long-range memory effects associated to arbitrary choices of the  
initial conditions. 
 
L. M., R. Pereira e L.S. Grigorio, JSTAT 2014. 
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V. CONCLUSÕES 

• Apesar dos problemas fundamentais em turbulência ainda estarem 

essencialmente abertos, têm ocorrido progressos sem paralelo 

histórico em anos recentes, principalmente relacionados à 

compreensão do fenômeno da intermitência e à física da camada limite 

turbulenta; 

• Há uma forte conexão com outros tópicos fronteiriços de pesquisa, 

como localização eletrônica, turbulência quântica, cosmologia, física 

de hadrons, e até mesmo econofísica; 

• O problema da turbulência homogênea e isotrópica pode ser 

formulado na linguagem de teoria de campos. Trata-se de um sistema 

dinâmico em regime altamente não-perturbativo; 

• O formalismo lagrangeano apresenta-se como um caminho 

promissor no contexto da teoria estatística da turbulência. 
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• A pesquisa em turbulência é altamente interdisciplinar, envolvendo a 

interação entre engenharia, física, matemática, meteorologia; atividade 

experimental e numérica intensa; 
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