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Grafos aleatérios

Modelo G(n, p): grafo com n vértices em que cada aresta é incluida
independentemente com probabilidade p. Para um grafo G de n vértices e
m arestas, temos P(G(n,p) = G) = p™(1 — p)"~™.

Modelo G(n, m): grafo escolhido aleatoriamente e uniformemente dentre
todos os grafos com n vértices e m arestas. Para qualquer G nessa familia
de grafos, temos P (G(n, p) = G) = 1/(%), onde N = (3).
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Contando tridngulos em G(n, p)

Namero esperado de triangulos: p3(3).
Desvio padrao: ©(n?).

Barber, Karonski, Rucinski (1989): distribuigdo assintoticamente normal.
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Grandes desvios no nimero de triangulos em G(n, p)

Representamos o namero de cépias isomoérficas de um grafo F em um grafo

G por Ne(G).
Problema: determinar o comportamento de

r(3,p, n) := —logP (NA(Gp) > (1 +6)p*(n)s) -

Vu(2001), Janson e Rucinski (2002):
c(8)p®n® < r(8, p, n) < C(6)p?n®log(1/p) para constantes c(d), C(6).

DeMarco, Khan (2011):
c(8)p®n?log(1/p) < r(8, p,n) < C(8)p*n*log(1/p).
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Grandes desvios no nimero de triangulos em G(n, p)

Lubetzky, Zhao (2016): Se n~1/*?logn < p < 1 entdo

2/
r(d, p,n) = (14 o(1)) min {(523, i} p*n?log(1/p)

Harel, Mousset, Samotij (2019): A expressio acima vale para p > n~1/2,
Além disso, para n~! < p < n~1/2,

52/3
(6.p.n) = (1 + o(1)) 5P log(1/p).

Também encontraram o valor assintético de r(d, p, n) no caso em que
p’n — c € R.
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Desvios moderados no nimero de tridngulos em G(n, p)

Déring, Eichelsbacher (2009): Se p~1/2n~! <« §, < p” entdo

—ppn®

r(d, p,n) = 36(1—p)

+ 0(62pn?)

No caso denso em que p € (0,1), Féray, Méliot e Nikeghbali (2013)
encontraram a probabilidade assintética de desvio.
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Contando tridngulos em G(n, m)

Consideramos Na(Gp,), cuja esperanca é dada por

_ (n)(n—1)(n—2)m(m —1)(m - 2)
Lo(m) = N(N — 1)(N — 2)

e desvio padrio é da ordem ©(n%/?).

Para desvios pequenos, de ordem até a do desvio padrdo, Janson (1994)
provou um teorema central do limite que garante que a distribuicdo de
Na(Gp,) € assintoticamente normal.
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Desvios moderados no namero de triangulos em G(n, m)

Seja t = m/N a densidade de arestas em Gp,. O caso denso (em que t é

constante) foi tratado em trabalho de Goldschmidt, Griffiths e Scott
(2020).

Theorem (Goldschmidt, Griffiths e Scott)
Seja o, uma sequéncia tal que 1 < a, < n'/2. Seja t € (0,1) constante e

m = |tN]. Entdo

F <DA(G’") = a”"3/2) — o (_ 12t30(z,1,(1 J;)s((ll)i 2t)> '
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Desvios moderados no namero de triangulos em G(n, m)

Consideramos os casos em que G, é esparso. Mais precisamente,
gostariamos de determinar o comportamento de

r(0,t,n) = —log® (NA(Gm) > (1 +6)t3n?)
quando n*2(logn)'/? < t < 1 e t73/2p73/2 < § < t73/2,
Dizemos que ocorre localizacio se o desvio acontece devido a presenca de

um certo objeto no grafo, ao invés de simplesmente ser causado pela
presenca de mais arestas.
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Causas dos desvios

Considere t = n” e § = n’. A figura a seguir mostra diferentes regies
separadas pelas suas causas de desvio.

10/35



Causas dos desvios

Tomando b = b(n) uma sequéncia pensamos em qudo grande pode ser um
desvio com probabilidade e~? de ocorrer. Definimos

DEVA(b, t) = min{x : P(Da(m) > x) < exp(—b)}.

Seja ¢ = log(1/t). Dependendo de b e t, o desvio no nimero de tridngulos
pode ter diferentes causas:

o Regime normal: N(b,t) := b'/2t3/2p3/2,
_ bt
o Estrela: S(b,t) := ngbSnf

bt
@ Bipartido: H(b,t) := TnlenZ
b3/2
o Clique: C(b,t) := Ve

11/35



Causas dos desvios

Considere t = n” e b= n". Obtemos a figura correspondente para esse
caso.

-0.1

—-0.2

—-0.3

—0.4

i
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Resultado principal

Theorem (Alvarado, Griffiths, O.)

Existem constantes absolutas c, C tais que vale a seguinte afirmac3o. Para
todo t > Cn~'/2(log n)'/? e 3logn < b < tn( vale

cM(b, t) < DEVA(b, t) < CM(b, t)

onde M(b, t) = max{N(b, t),S(b, t), H(b, t), C(b, t)}.
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Hoeffding-Azuma

Seja (5;)7; um martingal com incrementos (X;)” ;. Entdo
2
P(Sm—S >a)<exp|———p——
235 ¢

para todo a > 0, onde ¢; = || Xj||oo-
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Freedman

Melhores cotas do que Hoeffding-Azuma no caso em que os incrementos X;
sdo tipicamente muito menores do que seus respectivos supremos.

Para um martingal (5;)7, com incrementos (X;)!; definimos
J
Vj = ZE [Xiz‘Fi_l] .
i=1

Para o > 0, definimos 7, = min{1 <j < m:5; — S > a} com 7, = m
caso esse conjunto seja vazio.

Definimos T, = V,_, que representa a variancia condicional acumulada até
o momento que o martingal ultrapassa «, caso isso ocorra.
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Freedman

Theorem (Freedman (1975))

Seja (S;)™, um supermartingal com incrementos (X;)™,. Seja R > 0 tal
que |Xi| < R g.c. para todo i. Entdo, para todos «, 3 > 0 vale

o2
P(Tho<B)<exp|—o—" ).
SEERE Xp< 2(5+Ra))
Caso aR < b < a* também vale que

P(Ta < f) = exp <042(12+B°(1)))
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Cota superior

Nosso resultado principal utiliza fortemente as desigualdades de martingais.

Vejamos uma ideia de como provar a cota superior, ou seja, que existe uma
constante C tal que

P (Dp(Gm) = CM(b, t)) < exp(—b)

para todo t > Cn~/2(logn)}/? e 3logn < b < tn?(.
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Processo de Erdés-Reényi

O processo de Erd6s-Rényi & uma sequéncia de grafos aleatérios (G,-),’-V:0
que comeca com Gy sendo o grafo vazio com n vértices. A cada passo,
adicionamos uma aresta escolhida uniformemente dentre todas as possiveis.

De maneira equivalente, podemos definir G; como o grafo com arestas

{e1,...,€e} onde e1, e,..., ey &€ uma permutacdo aleatéria das arestas de
K.

Em ambos os casos, G,, ~ G(n, m).
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Representacdo martingal

Agora os martingais entram em cena. Considere
Ar(G;) = Ne(G;) — Ne(Gj—1) como o namero de cépias isomérficas de F
criadas com a adicdo da i-ésima aresta.

Definimos Xr(G;) = Ar(Gi) — E [AF(G))|Gi-1].

As variaveis Xg(G;) funcionam como incrementos de um martingal, pois
E [Xe(G))|Gi-1] = 0.

Goldschmidt, Griffiths e Scott mostraram a seguinte representacio
martingal para o desvio no nimero de tridngulos em G;:

N [Wmma(m=i) oy (N=m)s o
Da(Gn) = 32 | PR X6 + e el
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Truncamento

Temos um martingal para Da(Gp,)! Basta controlar as variancias
condicionais dos incrementos, aplicar Freedman e obter o resultado...errado!

Problema: os incrementos podem ser muito grandes, prejudicando as cotas
obtidas.

Como resolver? Fazemos um truncamento e analisamos de modo separado
os incrementos grandes.
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Truncamento

Definimos

M
K/\(b, t) =

Fazemos entdo

XA(Gi) = Xa(G)1x, (c)<kn & XA(Gi) = Xa(Gi)lx, (6)<Kn -

Definimos também

ZN(Gi) = Xa(Gi)lx, (6)>kn € Z0(Gi) = XA(Gi)lx, (6)>Ka -
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Truncamento

Finalmente, definimos

u o (N,
E[ (N—/) XG) T+ N XA(G')}

w6 - $5 [0 ) O

Assim, DA(Gm) = D)x(Gm) + NX(Gm). Controlamos esses termos
separadamente.
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Controlando D} (Gp,)

Como DA(Gp,) € um supermartingal, controlamos usando Freedman. Para

isso, precisamos encontrar cotas adequadas para os incrementos e para a
soma das variancias.

Escrevemos X' para os incrementos de D) (Gp,). Notamos que os
coeficientes que multiplicam X (G;) e X (G;) sdo menores que t e 1,
respectivamente. Considerando o truncamento, obtemos

2M
X} < (bbt)

e [X]|? < 22| X0 (G + 2| XA (G
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Varidncia condicional dos incrementos

Lemma

Existe uma constante C tal que a seguinte afirmacdo é verdadeira. Sejam
Cn_l/z(log n)l/2 <t<1/2eb>n. Entio

P (iE [(X))?Gi—1] > C(bt?n? + b2t)> < exp(—b).

i=1
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Varidncia condicional dos incrementos

Temos E [X/\(G,')z‘G,'_l] = Var(A/\(G,-)\G,-_l). Se e = uw, entao
An(G)) = 2d,(Gj-1) + 2dyw,(Gj—1). Como e; & selecionado uniformemente
entre as N — j + 1 arestas de K|, \ G;_1 é possivel mostrar que

E [XA(G)?|Gi—1 <—ZD

De maneira anéaloga,

E[ ( |GI 1 ZDUW(GI 1
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Desvios dos graus

Proposicao

Existe uma constante C > 0 tal que a seguinte afirmacdo é verdadeira.
Sejam t > 2n~tlogn e b > tn. Para todo i < m, vale

P (Z Du(G;)? > Ck(b, t)) < exp(—b)

onde

tn?

tn < b < t1/2n¢
k(b,t) = < B2/2  t12n0 < b < nl

bn/¢ nl < b < tn?¢.
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Desvios dos cograus

Proposicao

Existe uma constante C > 0 tal que a seguinte afirmacdo é verdadeira.
Sejam t > Cn_1/2(|og n)1/2. Para todos n < b < t?n? e i < m, vale

P (Z Duw(Gi)? > Cbt2n2) < exp(—b)

uw

e para todo b > t?n? temos

uw

P (Z Duw(Gi)? > Cb2> < exp(—b).
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Varidncia condicional dos incrementos

Assim, existe uma constante C>0 tal que com probabilidade 1 — exp(—b)
temos

b, t)t> n max{bt?n?, b*}

Ck
P <2621%3,(G)P + 2ixa(6)P < <48 -

O restante da prova do lema segue observando que
k(b, t)t> < max{bt?n?, b?} e aplicando a cota da unigo.
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Controlando NX(Gp)

Essa é a contribuicdo dada pelos incrementos que possuem valor alto.
Nesse caso, observamos que

m

NA(Gm) < ) tZ(G)) + Za(G).
i=1
Utilizando a definicdo, é possivel mostrar que >°. Z(G;) < 3=, D,(Gm)?.
Segue que existe uma constante C > 0 tal que ), tZ(G;) < Ctr(b, t)

com probabilidade minima de 1 — exp(—b). Como tk(b, t) < M(b,t), esse
termo esta controlado.
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Controlando NX(Gp)

Note que ocorre um aumento em Za (G;) quando, ao adicionarmos a aresta
e; criamos muitos tridngulos. Isso acontece quando o cograu de e; em G;_3
é muito alto. De fato,

D Za(G) <6 dei(Gi1)lid, (G,1)>Ka/6}-

i=1 i=1
Dizemos que ¢; é ruim se

|De;(Gi-1)| = 100£(|Du(Gj-1)| + [Dw(Gi-1)])-

Finalmente, controlamosa soma de maneira separada para arestas ruins e
ndo ruins.
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Cota inferior

Também provamos que existe uma constante c tal que
P(Da(Gm) = cM(b, t)) = exp(—b)

para todo t > cn~Y?(log n)'/2 e 3logn < b < tn?(.

No caso do regime normal, usamos a reciproca da desigualdade de

Freedman. Fazemos uma leve alteracdo no supermartingal truncado
/ .
D (Gm) para que tenhamos novamente um martingal.

Nos outros regimes, a prova segue construindo uma estrutura especifica
que é a responsavel pelo desvio naquela regido.
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De volta ao modelo G(n, p)

Podemos deduzir resultados para o modelo G(n, p) utilizando o fato que
G(n, p) € uma média dos modelos G(n, m):

N
ZIP’ (Bin(N, p) = m)Pp(E)
m=0

Estendemos os resultados de Déring e Eichelsbacher (2009):
Theorem

Let n=1/2logn < p < 1 and let 5, be a sequence satisfying
p V0! <« 5, < p3/4(|og n)3/4, n_1/3(log n)2/3 + plog(1/p).
Then
n?
(G o) = (1+0(1)) 227
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Sobre cerejas

Usando as mesmas ferramentas, obtemos resultados para cerejas (caminhos
de tamanho 2). Definimos

DEV(b, t) = min{x : P(Dr(m) > x) < exp(—b)}.

Nesse caso, temos apenas trés possiveis causas para o desvio:
o Regime normal: N(b, t) := b'/?tn3/2.
2

b
o Estrela: S(b,t) := ﬁlbgnz

b
e Bipartido: H(b,t) := 7n1b2nf

Theorem (Alvarado, Griffiths, O.)

Existem constantes absolutas ¢, C tais que vale a seguinte afirmac3o. Para
todo t > Cn~?(log n)}/? e 3logn < b < tn?( vale

cM(b, t) < DEV,\(b,t) < CM(b, t)

onde M(b, t) = max{N(b, t),S(b, t), H(b, t)}.
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E agora?

Algumas possibilidades de trabalho futuro:
@ Encontrar a versdo assintética de r(4, t, n).
o Estender os resultados para qualquer grafo H, como no caso denso.

e Estudar progressdes aritméticas em subconjunto esparso B, C Z, (ver
Griffiths, Koch, Secco (2020)).
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Fim

Obrigado!
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