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O modelo parabólico de Anderson (PAM)

Solução positiva para o problema de Cauchy:

∂tu(t, x) = ∆u(t, x) + ξ(x)u(t, x), t > 0, x ∈ Zd ,

u(0, x) = 10(x), x ∈ Zd .

ξ = (ξ(x))x∈Zd i.i.d., ∆f (x) =
∑
y∼x

f (y)− f (x).

∆ + ξ operador de Anderson.
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Um modelo populacional

Sistema de part́ıculas:

1 Uma única part́ıcula no tempo t = 0, situada na origem;

2 independentemente, cada part́ıcula localizada em x ∈ Zd :

- dá origem a uma nova part́ıcula com taxa ξ(x)+;
- desaparece com taxa ξ(x)−;
- se move para y ∼ x com taxa 1.

u(t, x) = E [número de part́ıculas presentes em (x , t)].

Interpretação: Zd espaço de fenótipos, ξ(x) aptidão do
fenótipo x , movimento representa mutação.
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Intermitência

u(t, x)

Z2
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Intermitência em termos de momentos

U(t) =
∑
z∈Zd

u(t, z) massa total.

Gärtner-Molchanov ’90: intermitência via ‖U(t)‖p.

Gärtner-Molchanov ’98, comportamento assintótico de
Biskup-König ’01, logU(t) e log ‖U(t)‖p.
Hofstad-König-Mörters ’06.

Caudas duplamente exponenciais:

Prob(ξ(0) > u) = e−eu/% , % ∈ (0,∞).
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Caudas duplamente exponenciais

Gärtner-König-Molchanov ’07 (caudas DE):

Existe um subconjunto aleatório Γt ⊂ Zd com |Γt | = to(1)

satisfazendo: ∀ ε > 0, ∃ R > 0 tal que

lim inf
t→∞

1

U(t)

∑
z : d(z,Γt)≤R

u(t, z) ≥ 1− ε quase certamente.

Também: perfis de u e ξ na vizinhança de Γt .
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Caudas pesadas

Pareto: Prob(ξ(0) > u) = u−α, α > d .

Lacoin-König-Mörters-Sidorova ’09 (caudas Pareto):

Existe Zt ∈ Zd tal que

lim
t→∞

u(t,Zt)

U(t)
P
= 1 (localização completa) (1)

“Duas cidades”: versão q.c. de (1) com 2 śıtios Z 1
t ,Z

2
t .

Caudas Weibull: Lacoin-Mörters, Sidorova-Twarovski,
Fiodorov-Muirhead.
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Concentração de massa para caudas DE

Teorema (Biskup-König-S. ’17) (caudas DE)

Existe Zt ∈ Zd satisfazendo: ∀ ε > 0, ∃ R > 0 tal que

1

U(t)

∑
z : |z−Zt |≤R

u(t, z) ≥ 1− ε

com probabilidade tendendo a 1 quando t →∞.
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Limite de escala e envelhecimento

Teorema (Biskup-König-S. ’17) (caudas DE)

1)
(d log t)(log log log t)

%t
Zt =⇒ 1

2d
e−|z|dz .

2)
1

t
inf {u > t : Zu 6= Zt} =⇒ Θ (> 1 q.c.)
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Extensões: BAM

Modelo de Bouchaud-Anderson: substituir ∆ por ∆σ−1 onde
σ é um campo aleatório iid positivo (modelo de Bouchaud).

Interpretação populacional: σ(x) = estabilidade do fenótipo x .

Teorema (Muirhead, Pymar, S. 18)

BAM com ξ, σ independentes, ξ DE e

essinfσ(0) > 0, esssupσ(0) =∞.

Existe Zt ∈ Zd tal que

lim
t→∞

u(t,Zt)

U(t)
P
= 1 e lim

t→∞
σ(Zt)

P
=∞.
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σ é um campo aleatório iid positivo (modelo de Bouchaud).

Interpretação populacional: σ(x) = estabilidade do fenótipo x .
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Extensões: outros grafos

Exemplo: substituir Zd por uma árvore de Galton-Watson GW
com distribuição de descendência D uniformemente limitada.

Teorema (den Hollander, König, S. ’20).

PAM em GW , ξ DE. Então, q.c. quando t →∞,

1

t
logU(t) = % log

(
%tE [D]

log log t

)
− %− χ(%) + o(1).

χ(%) obtida de um problema variacional.

Para % grande, sugere concentração em sub-árvore com
graus ḿınimos.
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Ferramentas: fórmula de Feynman-Kac

z ∈ D ⊂ Zd .

uD,z(t, x) solução do PAM em D,
condições de fronteira zero e cond. inicial 1z .

Representação de Feynman-Kac:

uD,z(t, x) = Ez

[
e
∫ t

0 ξ(Xs)ds
1{τDc>t,Xt=x}

]
.

UD,z(t) = Ez

[
e
∫ t

0 ξ(Xs)ds
1{τDc>t}

]
.
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Ferramentas: expansão espectral

z ∈ D ⊂ Zd , D finito.

uD,z(t, x) solução do PAM em D,
condições de fronteira zero e cond. inicial 1z .

Representação espectral:

uD,z(t, x) =

|D|∑
k=1

etλ
(k)
D ϕ

(k)
D (x)ϕ

(k)
D (z),

λ
(k)
D , ϕ

(k)
D autovalores/autofunções do operador

de Anderson em D com c.f. zero.
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Estratégia para a cota inferior

U(t) ≥ E0

[
e
∫ t

0 ξ(Xs)ds
1Ωt

]

Ωt =
{

atingir zD em tempo s < t

e ficar em D até o tempo t
}
.

U(t) ' (custo de atingir zD em tempo s)

× (recompensa por ficar em D por tempo t − s) .
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Estratégia para a cota inferior

Recompensa por ficar em D por tempo t − s: ≈ e(t−s)λ
(1)
D .

Custo de atingir zD em tempo s: ≈ e−|zD | log
|zD |
s .

Contribuição total: ≈ etλ
(1)
D −sλ

(1)
D −|zD | log

|zD |
s .

Otimizando em s: ≈ exp{tλ(1)
D − log λ

(1)
D |zD |}.
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Definição do ponto de concentração

Ψt(D) := λ
(1)
D − log λ

(1)
D

|zD |
t
.

Dt := arg max
D∈Dt

Ψt(D).

Zt := zDt .
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Convergência de um processo pontual

Com escalas dt = %/(d log t), at ∼ % log log t:{
λ

(1)
D − at
dt

: D ∈ Dt

}
⇒ PPP(e−λdλ).

Equiĺıbrio: λ
(1)
D − log λ

(1)
D

|zD |
t
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