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Figura: Modelagem da quantidade de chuva no Rio de Janeiro

em janeiro de 2000.



Notacdo Basica

Espaco Euclideano S, i.e. S = R% onde d = 1,2, ou
3. Enfase no caso d = 2;

Ponto arbitrarioem S, s € S;

Regido de interesse, A C S.
Localizagdes espaciais com dados sq, - - - , Sy,
s,e DCACS
e observado;
e n3o necessariamente distintos, pode haver
replicacGes nas localizacoes.
Observagdes (resposta, dados)
Y(s1), -+, Y(sn). Em geral sdo multivariados.
Mas, na literatura, maior €énfase no caso univariado.

Covariaveis X(s1),- -+, X(sp).
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Principais Objetivos em Geoestatistica

@ Estimacdo - inferéncia sobre pardmetros de um
modelo estocastico;

@ Previsdo (interpolagdo) - inferéncia sobre a
realizacao do processo em localiza¢des ndo-medidas

de interesse;

@ Planejamento de uma rede - onde colocar uma nova
estacdo? qual retirar?
(Ruiz, Ferreira & Schmidt (Tech. Rep. 2006))
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Dois tipos importantes de estrutura espacial sdo

estacionariedade e isotropia. Intuitivamente

(a) Estacionariedade - propriedade em que o processo é
similar ao longo de A. lIsto significa que

e a estrutura de grande escala é constante;
e estrutura de pequena escala depende das localiza¢Ges
apenas através das suas posicoes relativas;

(b) Isotropia - o processo é estaciondrio E a estrutura de
pequena-escala depende das localizagbes espaciais
apenas através da distancia euclideana entre elas =
invariante sob rotacdo e translacio das localizacdes.
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Estacionariedade Intrinseca
E definida através das primeiras diferencas:

E(Y(s+h)-Y(s)) = 0,
Var(Y(s+h) —-Y(s)) = 2vy(h)

A quantidade 2+(h) é conhecida como variograma.

7(.) é conhecido como semi-variograma.

Em geoestatistica, 2+(.) é tratada como um pardmetro
do processo aleatério {Y(s) : s € D} (porque descreve a
estrutura de covariancia).
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Estacionariedade de Segunda Ordem I
Um processo que satisfaca: Ll R

Heterogéneos Univ.
Introducio

E(Y(s)) = pu VseD
Cov(Y(s),Y(s")) = C(s—5s') Vs,se€D

¢é definido como estacionario de segunda ordem. E mais,
se C'(s —s') é um fung3o apenas de || s —s’ || (ndo é uma
fungdo das localizagdes) entdo C(.) é dita isotrépica.
C(.) é conhecida como covariograma.



Deformacao Espacial

@ Paul Sampson e Peter Guttorp, da Universidade de
Washington, foram pioneiros ao propor uma
aproximacgdo para o problema de heterogeneidade
espacial.

@ A idéia principal: transformag¢do n3o-linear do espaco
amostral (espago G de geografico) para um espaco
latente D (D de dispersdo), no qual a estrutura
espacial é estaciondria e isotrdpica.

e obtenc3o dos pontos observados via MDS; Em
outras palavras, eles estimam as localizagdes
medidas no espaco D de modo que as correlagdes
observadas se ajustem a distancia euclideana entre
os pontos em D.

e Interpolagdo das localizagGes ndo medidas via
thin-plate spline.
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Abordagem Bayesiana Mt Essmdel @

(Schmidt & O'Hagan (JRSS, Series B, 2003)) Espaso-Tempora
Assumimos que Y, = Y(s;,t), i =1,...,ne AM. Schmict
t=1,...,T. Seja Yy = (Y11, Yor, ..., Yir) para -
L= 17 e ’T' Inter—cl:ls?c?tl:::ional
Yi,...,Ypsdoiid. Np(p,X) Abril 2007

O interesse principal estd na estima¢do da matriz de Heterogéneos Univ.

A . . Introdugdo
covariancias verdadeira, X. Deformagio

Versio Bayesiana




Abordagem Bayesiana
(Schmidt & O'Hagan (JRSS, Series B, 2003))

Assumimos que Y, = Y(s;,t), i =1,...,ne
t=1,...,T. Seja Yy = (Y11, Yor, ..., Yir) para
t=1,...,T.

Yi,...,Ypsdoiid. Np(p,X)

O interesse principal estd na estimacio da matriz de
covariancias verdadeira, X.
A verossimilhanca para 3 tem a forma da Wishart

S« =[5 exp{—g tr sz—l}.
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Abordagem Bayesiana

(Schmidt & O'Hagan (JRSS, Series B, 2003))
= Y(Si,t), 1= 1,...
(Yig, Yor, . ..

Assumimos que Yj;

t=1,...,T. Seja Y, =
t=1,...,T.
Yl,...,YT sdo i.i.d.

O interesse principal estd na estimacio da matriz de

Ni(p, X)

covariancias verdadeira, X.

A verossimilhanca para 3 tem a forma da Wishart
T -1
fS]12) x| 2| 2exp —EtrSE .
A proposta é modelar cada elemento de 3 como

Cov (Y (s4,t),Y (s5,t)) =

onde para todo ¢

,ne

, Yor) para

v(si)v(sj)ca(si, s5),
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Abordagem Bayesiana Mt Essmdel @

(Schmidt & O'Hagan (JRSS, Series B, 2003)) Eepaco-Tempora!
Assumimos que Yt = Y (s;,t),i=1,...,ne AN, Sehmidt
t=1,...,T. Seja Yy = (Y11, Yor, ..., Yir) para
t=1,...,T. iter ntpucionl
Yi,...,Ypsdoiid. Np(p,X) Abrl 2007
O interesse principal estd na estima¢do da matriz de Heterogéneos Uriv.
covariancias verdadeira, X. Deformacso

Versio Bayesiana

A verossimilhanca para 3 tem a forma da Wishart
T -1
fS]12) x| 2| = exp —EtrSE . (1)
A proposta é modelar cada elemento de 3 como
Cov (Y (s4,1),Y (s5,t)) = y/v(si)v(sj)eal(si, sj),  (2)

onde para todo ¢

v(s) = Var (Y(s,t)) e cq(s,s') = Corr (Y(s,t),Y(s,1))



Especificacdes das prioris

A priori,

o(s) [T f ~ GI(T*(f-2).f), s€G, (3)

7r(7'2) x 772,

Mapeando a Correlacdo Espacial

O mapeamento das estacdes medidas ocorre através da
func3o de correlagdo definida como

ca(si, s5) = g(I| d(si) — d(s;) 1), (4)

onde g(.) é uma fungdo mondtona.
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Especificagdo da Fun¢do de Correlagdo g(.)
Similarmente a S&G,

g(h) = arexp(—byh?).

K deve ser, de acordo com os dados, o menor possivel.
Os parametros de alcance by e os coeficientes ay sido
desconhecidos e satisfazem a

° Z§:1ak:1;
@by >by>...>bg,ar,>0eb,>0k=1,....K.

Um efeito pepita pode ser introduzido permitindo que

by — oo em (5).
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O Processo Latente d(.)

Modelagem Espacial e

Atribuimos como priori para fungdo d(.) um processo At
gaussiano: A Sehmide
d() | m(), 02 Ra(.,.) ~ PG(m(),02Ra(.,.)),  (6) o

Inter-Institucional

Abril 2007

7

e m(.) é a fungdo média a priori;
. . H & Univ.
° ofl é uma matriz 2 x 2; o eroseieos Ul

Introdugdo
@ Ry(.,.) mede a correlagdo a priori entre as estacgdes, _

tq Rd(s, S) -1 Prioris




O Processo Latente d(.) Modelagem Espacial e
. , . . ~ E: - T |
Atribuimos como priori para fun¢do d(.) um processo .

H . A.M. Schmidt
gaussiano: VAT
2 2 -
d(.) | m(.), o5, Ra(.,.) ~ PG(m(.),05Ra(.,.)), (6) Coléquio
Inter-Institucional
; . o L Abril 2007
e m(.) é a fungdo média a priori;
, . Het: & Univ.
° a’fl € uma matriz 2 x 2; Iit?'::lguecré?s "
~ .. ~ Deformagao
@ Ry(.,.) mede a correlagdo a priori entre as estacgdes, Vers3o Bayesiana

Prioris

tq Ry(s,s) = 1.
Em particular,
e D= (dy,...,d,), onde d; = d(s;), é uma matriz
2 X n contendo as coordenadas das estacoes
monitoradoras no espaco D;
e m= (m(s1),...,m(sy))
e R, uma matriz n X n com elementos R;(s;, 55),

(D | m, U?l: Rd) ~ N(2><n) (m7 U?l: Rd) Oou
vec(D) | vec(m), ad,Rd) N(Qn)(vec(m),a?i ® Ry)



Especificacdo de Ry e o

o R;:
Os elementos de Ry(.,.) sdo modelados de acordo
com uma fun¢do de correlacdo gaussiana

Ry(s,s') = exp (—bd || s—s ||2) ,

onde by controla, a priori, a forma da configuracdo
das estacdes medidas em D.

Sugestdo : Fixar by igual a % onde a é o quadrado
de uma distancia tipica entre localizacbes medidas
em G.
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Especificacdo de Ry e o
o R;:
Os elementos de Ry(.,.) sdo modelados de acordo
com uma fun¢do de correlacdo gaussiana

Ry(s,s') = exp (—bd || s—s ||2) ,

onde by controla, a priori, a forma da configuracao
das estacdes medidas em D.

Sugestdo : Fixa_r bq i.gual a % ond.e aéo qua.drado
de uma distancia tipica entre localizagbes medidas

em G.
° cr?l :
o Parametro é n3o identificavel no sentido de Dawid
(1979).

e S traz informag3o sobre as distancias no espaco D,
trazendo informagdo, no maximo, sobre os
autovalores de o2;

o 02 é modelada como uma matriz diagonal, e
0'3“ ~ IG(,Bi,Oli), 1= 1,2
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Procedimento de inferéncia

m(ar, .., aK,b1,. ..

K K
,bK\K)cxHTrk(bk) com Zakzleb1>...
k=1 k=1

> bk,

De acordo com o teorema de Bayes, a posteriori de 6 é
proporcional a
(f —2)7?
2v;

%exp{*ztrsz } ﬁ —(f+2)/2 exp | —
2

i=1

D {ﬁ LP{M}}
k=1 bk

1
X |0'3 |7n/2\ Ry \71 exp{—g tr (D —m)’

(0] 8) | = |7

agz(n_m)agl}

x (0311)*(51+2)/2 exp {_ 2:;1 } x (0322)*(52+2)/2 exp{ 2 } .

202
d22
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Procedimento de inferéncia

K K
bK\K)(xH-rrk(bk) com Zakzleb1>‘..
k=1 k=1

m(ay, .., aK, b1, ...,

> bk,

De acordo com o teorema de Bayes, a posteriori de 6 é
proporcional a
(f —2)7?
2v;

%exp{*ztrsz } ﬁ —(f+2)/2 exp | —
2

i=1
(nf=2) [ K 1
X T 2 — exp
{1}31 b

{ —(Iog(bm — up)? }}

1
X |0'3 |7n/2\ Ry \71 exp{—g tr (D —m)’

(0] 8) | = |7

052(D_m)agl}

x (0311)*(51+2)/2 exp {_ 2:‘21 } x (0322)*(52+2)/2 exp{ 2 } .

202
d22

Posteriori n3o tem forma analitica fechada — uso de
MCMC para obten¢do de amostras de 7(6 | S).
Cuidado ao sortear d e b.
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Exemplo - Dados Simulados

@ Fixamos as coordenadas de n = 6 estacdes no
espaco G

o Fixamos 72 =2, f = 12,by = 0.25,a; = 0.1, a9 =
0.9,03,, = 0.25,03,, = 0.375, and by = 0.5;

@ Depois de gerar as localizagbes no espaco latente D,
a "verdadeira” matriz de covariancias foi gerada.
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Exemplo - Dados Simulados Modelagem Espacial e
. ~ Espaco-Temporal
@ Fixamos as coordenadas de n = 6 estacdes no

A.M. Schmidt
espaco G IM-UFRJ
o Fixamos 72 =2, f = 12,by = 0.25,a; = 0.1, a9 = o
oléquio
0.9,05  =0.25,05 = 0.375, and by = 0.5; inter Isttuciona
. . ~ ri
@ Depois de gerar as localizagbes no espaco latente D,
a "verdadeira” matriz de covariancias foi gerada. e e T
ntroducdo

Deformagao

Versao Baiesia na

Exemplos
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Figura: Superimposi¢do de Procrustes da configuragdo média
em D (s;) sobre as localizagBes originais no espaco G (G;). (a)
by = 0.25 e E(04,,) = 0.5, E(04,,) = 0.75. (b) bg = 1.0 e
E(Udu) = ]..0, E(Udu) = 1.5.




Exemplo - Dados Simulados

(b)

Second Coordinate
00 02

02

Second Coordinate
00 02

02

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
First Coordinate

Figura: Mapeamento de uma grade regular de 200 pontos do
espaco G para o espaco D. (a) by = 0.25 e E(a?iu) = 0.5,

E(03) = 0.75. (b) by = 1.0 e E(

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

2
Ody,

First Coordinate

) =10, B(02 ) =1.5.
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Exemplo - Dados de Radia¢do Solar Misrham Epede
Espaco-Temporal

@ n = 12 estagdes monitoradoras;

A.M. Schmidt
@ Dados referentes a primavera-verdao, de 22 de marco O
a 20 de setembro, de 1980 a 1983 — T' = 732. Coléquio
Inter-Institucional
Abril 2007

() (b)

Heterogéneos Univ.

%
100

=8
T 8es Introdugdo
° o p

8 E o0 % S Deformagio
2 3 S . °°g 2 3 - .
8 S e o S Versdo Bayesiana
& o s1 ° ° o
s S s1 ° ° o ° S
5 < s s1 o, 5 <
S osbes °81 ¢4 S
= oo 3 gl
2 = s1 05450 e = Exemplos
2 s1 © oo 2

s =
S 8] <1 S &

=4 =

2] s1 2

S S

o 2 4 6 8 8
Distances in G space Distances in D space

Figura: (a) Distancias geograficas versus as correlagdes obser-
vadas dos dados de radiagcdo solar. (b) Média a posteriori es-
timada (linha sélida) e o intervalo de 95% de credibilidade a
posteriori (linha tracejada) da fun¢o de correlacdo para os da-
dos de radiac3o solar.




Exemplo - Dados de Radiag3do Solar

(@) (b)
<« 1 < s1
o I
s N T N
3 - 2 mam
2 S 52 -
§ G% s7T—G7 § T
o oG o <
g \G\N\” o0 g s RSN
3 3 | AW
@ @ JPBE 1 LA
o o
Gsi s5
-2 o 2 4 -2 o] 2 4
First Coordinate First Coordinate

Figura: (a) Superimposicdo de Procrustes da média a posteriori
das localizagBes no espaco D (s;) sobre a as localizacdes da
configuragdo original no espaco G space (G;). (b) Mapeamento
de uma grade regular de 200 pontos do espaco (G para o espaco
D.
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Parte |1

Covariancia para processos

espaciais multivariados
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Seja {Y(s) :s € D C IR* Y € RP} um campo aleatério
multivariado (ex. Y(s) pode ser (O3, CO3, PM;g)(s)),

p = 3).

¥ 1)

¥ 22

Y_plz)
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Modelagem Espacial e

Seja {Y(s) :s € D C IR* Y € RP} um campo aleatério Espaco- Temporal
multivariado (ex. Y(s) pode ser (O3, COqz, PMio)(s)), AM. Schmict
p = 3).
Coléquio
Inter-Institucional
Abril 2007

Heterogéneos Multiv.
Introducdo

¥ 1)

Y_2(z) \\\

Y_plz)

z

E preciso descrever a covaridncia dentro e entre as estacdes.



Seja {Y(s) :s € D C IR* Y € RP} um campo aleatério
multivariado (ex. Y(s) pode ser (O3, CO3, PM;g)(s)),

p = 3).

¥ 1)

¥ 22

Y_plz)

E preciso descrever a covaridncia dentro e entre as estacdes.
Objetivo: propor uma estrutura de covariancia valida

e flexivel.
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Modelos Separéveis Modelagem Espacial e
Espaco-Temporal

@ Seja p uma fun¢do de correlagdo espacial vélida;

A.M. Schmidt
@ Seja T uma matriz p x p, positiva definida. IM-UFRJ
a ia i H ~ Coléquio
Entdo a covariancia do processo entre duas localizagoes TR e v e
Abril 2007

quaisquer s e s’, pode ser descrita por
Heterogéneos Multiv.

AN / Introdugdo

0(37 S ) - P(37 S )T . (9) Separaveis

Coregionalizagio

Considerando o empilhamento do vetor observado em n
localizacdes, Y, a matriz de covariancias resultante é
dada por

Y=R®T, (10)

Num modelo mais geral, poderiamos incluir uma
componente latente, para descrever a estrutura de
covaridncia acima, por exemplo, v(s), de modo que

Y (s) = X(s)B + v(s) + €(s), (11)



Considerando o modelo em (11), e empilhando as
observagdes num vetor Y de dimensdo np, a
verossimilhanca terd a seguinte forma

FOY [ 3,8) ) By [ exp {5 (Y - X057 (Y - X0

onde ¥y = (R®T) + (I, ® D) e I, é a matriz
identidade de dimensao n.
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Vantagens e Desvantagens do modelo separdvel

o Z|=|RPIT"eS =R 1T}
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Vantagens e Desvantagens do modelo separdvel
o Z|=|RPIT"eS =R 1T}
o cov(Yi(s),Yr(s')) = cov(Yy(s),Yi(s)), VI,l',s e s;
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Vantagens e Desvantagens do modelo separdvel
o Z|=|RPIT"eS =R 1T}
o cov(Yi(s),Yr(s')) = cov(Yy(s),Yi(s)), VI,l',s e s;
@ se p é simétrica e estritamente decrescente, entdo o

alcance espacial é o mesmo para as componentes de
Y();
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Vantagens e Desvantagens do modelo separdvel RLLER
o P n -1 _ p—1¢ —1. Coléquio
‘E‘ o |R‘ ’T‘ € E o R ® T ' Inter-Institucional
Abril 2007

cov(Yi(s), Yy (s")) = cov(Yy(s),Yi(s"), VI,I',s e s
se p é simétrica e estritamente decrescente, entdo o
alcance espacial é o mesmo para as componentes de
Y ()

se p é estacionaria, a correlagdo generalizada, é tal
que

Heterogéneos Multiv.

Separdveis

COU(Y‘(S) Yir(s+h)) _ Ty
Veou(Y(s), Y (s + h))cov(Yy (s), Yy (s + b)) /T Tyrj

independente da posic3o s e vetor h.
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Y(s) = Aw(s)

Heterogéneos Multiv.

~ e e e , Introdugdo
Ww(s) sdo processos espaciais i.i.d.’s. e

Coregionalizacdo

= Yi(s) = Yj_; ayjwj(s) e

Cov(Y (s), Y(s) = p(s — /5 &) T
comT =AAT Apxk ek<p.

T é conhecida como matriz de coregionalizac3o.



Modelo Bayesiano de Coregionaliza¢do Linear Wlsd b Espmdel @

Schmidt & Gelfand (JGR, 2003) e Espago-Temporal
Gelfand, Schmidt, Banerjee & Sirmans (Test, 2004) AN, Schmidt
Seja
p Coléquio
Yi(s) = aywi(s), 1 =1,2,-+- ,p. A 2007
j=1

Heterogéneos Multiv.
Introdugdo

mas agora assuma que w;(.) sdo i.i.d's com varidncia 1, e Separdveis
~ o . S
funcdo de correlagdop(s — s'; ¢;). Entdo e aso

Cov(Yi(s), Yu(s')) =
p
= > ajarp(s — s’ 9;)
=1

Considerando n localizagGes espaciais, temos que
AA’  AD;,A’ - AD;,A’

ADg,lAl AA’ . ADQ,nAI
Yy = . . . .

AD, A’ AD,,A’ -~  AA
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Calculando o alcance de Yj(s)

Definicdo : distancia para a qual a correlagdo entre Yj(s)
e Y;(s’) torna-se 0.05.

O alcance, r1, de Yi(s) soluciona pi(ri;¢1) = 0.05.
Mais geralmente, o alcance r;, de Yj(s) soluciona

aipi(r; ¢1) + - 4 aZp(ry; b;)

O lado esquerdo é descrescente em r.
Usualmente os p;'s sdo fungGes paramétricas — r; é uma
funcdo paramétrica que n3o estd disponivel

explicitamente.

Sob o enfoque bayesiano, a distribuicdo a posteriori de A
e dos pardmetros em p(.;.) fornece meios para obter a
distribuicdo a posteriori de r;.

2 2
ajl—i- +a”

Modelagem Espacial e
Espaco-Temporal

A.M. Schmidt
IM-UFRJ

Coléquio
Inter-Institucional
Abril 2007

Heterogéneos Multiv.
Introdugdo
Separéveis

Coregionalizagio




Modelo Multivariado Geral

= p(s) + v(s) + €(s) (12)

com

€(s) ~ ( Do), (Do)j; =75
v(s) = Aw(s) seguindo a especificacdo anterior, e

wj( s) sdo PG, com média 0 e varidncia 1 e fungdo
de correlagdo p;(.);

o pu(s) sdo obtidos a partir de p;(s) = X1 (s)3;.
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Modelo Hierdrquico

lo Estégio:

Y(si)18;, {v(si)}; De ~ N(p(si) + v(si), De).
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Modelo Hierdrquico

lo Estégio:

Y(si)|85, {v(si)}; De ~ N(p(si) + v(si), De).

20 Estagio:
v(s1)
V= NN(()’Zg:le@Tj)

v(sn)
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|\/|0de|o Hieré quiCO Modelagem Espacial e
Espaco-Temporal

lo Estégio: _
Y (s:)[8;,{v(si) }, De ~ N(pa(si) + v(si), De). o
20 Estagio:
- = Colo’guio_
v (S 1 ) ) Inte;ll)r:isltlztgg;onal
V= : ~ N(O’ Zj:l R] ® TJ) Heterogéneos Multiv.
V(Sn) Introdugdo

Separéveis
Coregionalizacdo

Concatenando os Y (s;) num vetor, np x 1, Y,
similarmente p(s;) num vetor u, podemos marginalizar
com respeito a v para obter

f(Y|{/63}= D, {pj}7 T) =
p
N ) (Hj ® T;) + Inwn ® D,
j=1

A especificacdo bayesiana se completa associando
distribuicdes a priori para {83, }, {sz}, T e os pardmetros
em pj.
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p(Y1(s), Ya(s), Ya(s)) = p(Y1(s))p(Ya(s) | Y1(s))p(Y3(s) | Ya(s), Y1(s))
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Parametrizagdo Condicional

Assuma, por exemplo, p = 3, sabemos que

p(Y1(s), Ya(s), Ya(s)) = p(Y1(s))p(Ya(s) | Y1(s))p(Y3(s) | Ya(s), Y1(s))

Gelfand et. al (2004) propdem o uso de uma
parametriza¢do condicional para o modelo em (12)

Y1 (s)
Ya(s) | Yi(s)
Y3(s) | Y2(s), Y1(s)

B1X(s) + o111 (s)
B5X(s) + aYi(s) + o2z (s)
B3X(s) + a1Y1(s) + a2Ya(s) + o3ids(s) + €3(s)

S3o discutidas, também, vantagens e desvantagens de
uma parametriza¢ao com relagdo a outra.
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MCL variando no espaco
Substitui-se A por A(s), assim

— MCL com variagdo espacial (MCLVE).
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L - AM. Schmidt
Substitui-se A por A(s), assim IM-UFRJ
A 13 Coléquio
= Inter-Institucional
v(s) = Als)wis) (13) e
— MCL com varia¢do espacial (MCLVE). Heterogéncos Mutiv.
ntroducao
Seja T(s) = A(s)A(s)”. Novamente, por conveniéncia, e
A(s) pode ser assumida triangular inferior. Agora MCL Espaco

C(s,s') é tal que

C(s,s") =Y pi(s —sa;(s)a] (s). (14)
J




MCL variando no espaco
Substitui-se A por A(s), assim

v(s) = A(s)w(s) (13)

— MCL com variagdo espacial (MCLVE).

Seja T(s) = A(s)A(s)”. Novamente, por conveniéncia,
A(s) pode ser assumida triangular inferior. Agora
C(s,s') é tal que

C(s,s") =Y pi(s —sa;(s)a] (s). (14)
J

Assim v(s) ndo é mais um processo estacionario nem
separavel.

Fazendo s — s’ — 0, a matriz de covaridncias de v(s) é
T(s).
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Modelagem Espacial e
Espago-Temporal

Possiblidades de modelagem de A(s) AN Sk
Modelar A(s) através da correspondéncia 1 a 1 com HUFRS
T (S) . Coléquio
Inter-Institucional
Abril 2007
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Possiblidades de modelagem de A(s)
Modelar A(s) através da correspondéncia 1 a 1 com
T(s).
No caso univariado, escolhas para o(s) incluem:

e o2%(s,0), isto é, uma funcdo paramétrica ou uma
superficie de tendéncia em funcdo da posicdo
geografica;
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Possiblidades de modelagem de A(s)
Modelar A(s) através da correspondéncia 1 a 1 com

No caso univariado, escolhas para 02(s) incluem:

02(s,0), isto é, uma funcdo paramétrica ou uma
superficie de tendéncia em funcdo da posicdo

o %(z(s)) = g(x(s))o? onde x(
utilizada para explicar Y(s) e
g(z(s)) é tipicamente x(s) ou x

lguma covarlavel
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Possiblidades de modelagem de A(s)
Modelar A(s) através da correspondéncia 1 a 1 com
T(s).
No caso univariado, escolhas para 02(s) incluem:

e 02%(s,0), isto é, uma funcio paramétrica ou uma
superficie de tendéncia em funcdo da posicdo
geografica;

o %(z(s)) = g(x(s))o? onde z(s) é alguma covaridvel
utilizada para explicar Y(s) e g(.) > 0 (entdo

Lo 20 )
g(z(s)) é tipicamente x(s) ou z°(s));

@ ou 02(s) é em si, um processo espacial (por

exemplo, log o2(s) pode ser um processo gaussiano).
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Possiblidades de modelagem de A(s)
Modelar A(s) através da correspondéncia 1 a 1 com
T(s).
No caso univariado, escolhas para 02(s) incluem:

e 02%(s,0), isto é, uma funcio paramétrica ou uma
superficie de tendéncia em funcdo da posicdo
geografica;

o %(z(s)) = g(x(s))o? onde z(s) é alguma covaridvel
utilizada para explicar Y(s) e g(.) > 0 (entdo

Lo 20 )
g(x(s)) é tipicamente z(s) ou x*(s));

@ ou 02(s) é em si, um processo espacial (por

exemplo, log o2(s) pode ser um processo gaussiano).

Segunda possibilidade, fazermos T(s) = g(z(s))T.
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Possiblidades de modelagem de A(s)
Modelar A(s) através da correspondéncia 1 a 1 com
T(s).
No caso univariado, escolhas para 02(s) incluem:

e 02%(s,0), isto é, uma funcio paramétrica ou uma
superficie de tendéncia em funcdo da posicdo
geografica;

o %(z(s)) = g(x(s))o? onde z(s) é alguma covaridvel
utilizada para explicar Y(s) e g(.) > 0 (entdo

Lo 20 )
g(x(s)) é tipicamente z(s) ou x*(s));

@ ou 02(s) é em si, um processo espacial (por

exemplo, log o2(s) pode ser um processo gaussiano).
Segunda possibilidade, fazermos T(s) = g(z(s))T.
Terceira possibilidade, T(s) é um processo espacial
matriz-variado.
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Modelagem de T(s)

o Definicio da Wishart, @ = TZZ'TT ~ W, (v,ITT)
seZ=(Z1,...,2Z,) épxvcom Zj;iid. N(0,1),
l=1,...,v,5=1,...,p.
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Modelagem Espacial e
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Modelagem de T(s) AM. Schmidt

IM-UFRJ

o Definicdo da Wishart, @ = TZZ'T" ~ W, (v, TT") .
se Z=(Z,. .‘.,Z,,) épxvcom Z;iid N(0,1), Inter Intitucions|
l=1,...,v,5=1,...,p.
. Heterogéneos Multiv.
@ Suponha que temos vp processos espaciais Introdusio
. . ;o . L. epardveis
gaussianos, estaciondrios, independentes, com média | Coregionalizacio
~ ~ / MCL Espaco
0 tal que Zj;(s) tem fungdo de correlagdo p;(s — s').
Isto é, temos p processos espaciais independentes,
diferentes e v replicacdes de cada um.
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Modelagem de T(s) AM. Schmidt

IM-UFRJ

o Definicdo da Wishart, @ = TZZTT” ~ W, (v,I'TT) .
seZ=(Z1,...,2Z,) épxvcom Zj;iid. N(0,1), Inter-Institucional

. Abril 2007
l=1,...,v,5=1,...,p.
Heterogéneos Multiv.

@ Suponha que temos vp processos espaciais Introdugdo
. . ;o . L. Separéveis
gaussianos, estaciondrios, independentes, com média Coregionalizagio
MCL Espaco

0 tal que Z;;(s) tem fungdo de correlagdo pj(s — s').
Isto é, temos p processos espaciais independentes,
diferentes e v replicacdes de cada um.

o Defina Q(s) = T'Z(s)Z" (s)T'T, dizemos que (s) é
um processo espacial estaciondrio Wishart
matriz-variado, Q(s) ~ SW,(v, T’ pi, ... , Pp)-
Resulta num processo n3o estacionario e
nao-gaussiano.
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Procedimento de Inferéncia - MCL Conjunto Modelagem Espacial e
Espago-Temporal

o 02({/6]}7D7{pj}7T)7.]=17 » D- AM. Schmidt

@ Assumindo independéncia ao longo de j, temos R
m(0) = [1; p(8;) p(p;) p(77) p(T). cosuie
Ao 2007
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Procedimento de Inferéncia - MCL Conjunto

° 0= ({6]’}7D7 {pj}vT)y .7 = 1: Y 2B
@ Assumindo independéncia ao longo de j, temos
7(0) = [, 2(8;) p(p;) p(17) p(T).

@ Portanto,

m(8]Y) oc fF(Y{B;}, D, {p;}, T) 7(6).
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Procedimento de Inferéncia - MCL Conjunto Modelagem Espacial e
Espago-Temporal

e 02({5j}’D7{pj}7T)7j=1"" » - AM. Schmidt

@ Assumindo independéncia ao longo de j, temos R
m(0) = [1; p(8;) p(p;) p(77) p(T). cosuie

@ Portanto, Abril 2007

Heterogéneos Multiv.
Introdugdo

m(8]Y) oc fF(Y{B;}, D, {p;}, T) 7(6).

Inferéncia

@ Prioris
° B~ N(0,V), V matriz diagonal, com elementos
grandes;



Procedimento de Inferéncia - MCL Conjunto

° 0= ({5]}7D7 {pJ}7T)7 .] = 1: Y 2B
@ Assumindo independéncia ao longo de j, temos
7(0) = [, 2(8;) p(p;) p(17) p(T).

@ Portanto,

m(8]Y) oc fF(Y{B;}, D, {p;}, T) 7(6).

@ Prioris

° B~ N(0,V), V matriz diagonal, com elementos
grandes; R

o 77 ~ IG(2,b) b, tal que E(77) = b =17,

o
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Procedimento de Inferéncia - MCL Conjunto

° 0= ({5]}7D7 {pJ}7T)7 .] = 1: Y 2B
@ Assumindo independéncia ao longo de j, temos
7(0) = [, 2(8;) p(p;) p(17) p(T).

@ Portanto,

m(8]Y) oc fF(Y{B;}, D, {p;}, T) 7(6).

@ Prioris
° B~ N(0,V), V matriz diagonal, com elementos
grandes;

o 77 ~IG(2,b) b, tal que B(r?) =b =72,

o Sep; = exp(—¢j d), ¢ ~ Ga(ay,b1), tq % = dn?ax
e variancia fixa;
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Procedimento de Inferéncia - MCL Conjunto

° 0= ({/6]}7D7{pj}7T)7 .] = 17 Y 2B
@ Assumindo independéncia ao longo de j, temos
7(0) = [, 2(8;) p(p;) p(17) p(T).

@ Portanto,

m(8]Y) oc fF(Y{B;}, D, {p;}, T) 7(6).

@ Prioris

° B~ N(0,V), V matriz diagonal, com elementos
grandes; R

o 77 ~IG(2,b) b, tal que E(77) =b=17;

o Se p; = exp(—¢;d), ¢ ~ Ga(ar,b1), tq 2_11 = dn?ax
e variancia fixa;

o Relagdo um a um entre os elementos de T e a
matriz triangular inferior A; T ~ W~1(A,v) tq os
elementos da diagonal poderiam ser obtidos de EMQ
de um modelo independente para cada elemento de
Yi(s), j=1,---,p, e v pequeno.
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Procedimento de Inferéncia - MCL Conjunto

@ Procedimento de inferéncia feito através do uso de
MCMC = Amostrador de Gibbs com passos do
Metropolis-Hastings.
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Procedimento de Inferéncia - MCL Conjunto

@ Procedimento de inferéncia feito através do uso de
MCMC = Amostrador de Gibbs com passos do
Metropolis-Hastings.

@ Maior desafio é sortear eficientemente da distribuic3o
condicional completa de T.

W(TH/B]'}?D){pJ}’Y) O<| Yy |—np/2

exp {5 (¥ = )" B¢ (Y = ) () 15)

onde EY = Z?:l (HJ ® T]) + In><n ®@ D.
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Modelando o preco de venda
e o lucro advindo de imdveis comerciais

O prego de venda de um imével comercial ¢,
teoricamente, dado pelo lucro esperado capitalizado
a alguma taxa de desconto (ajustada pelo risco).

Consideramos aqui um conjunto de dados de blocos
de apartamentos em 3 mercados imobilidrios bem
distintos, Chicago, Dalas, e San Diego.

Chicago é uma cidade antiga, tradicional, onde o
desenvolvimento se expandiu de um centro de
negdcios central.

Dalas é uma cidade mais nova, onde o
desenvolvimento tende a acontecer em
multi-subcentros, com o distrito central sendo menos
importante no comportamento do padrio espacial.

J4 San Diego € uma cidade fisicamente mais restrita,
com um desenvolvimento mais linear ao contrario do
tradicional padrao "circular”.
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Modelando o preco de venda

e o lucro advindo de imdveis comerciais

[

Figura: LocalizagGes dos imdveis nos 3 mercados imobilidrios,

20

Chicago, Dalas e San Diego.

Modelagem Espacial e
Espago-Temporal

A.M. Schmidt
IM-UFRJ

Coléquio
Inter-Institucional
Abril 2007

Heterogéneos Multiv.




Modelando o preco de venda Mot Exdel @
e o lucro advindo de imdveis comerciais At

Objetivo: ajustar um modelo conjunto para o prego de A Sehmide
venda e o lucro liquido e obter uma superficie espacial

associada ao risco, log R = log I — log P. TR
O modelo proposto é Abril 2007
I(s) = sqft(s)Bri + age(s)Bra + unit(s)Brz + vi(s) + e1(s) Hli'fr;‘:ﬁ';‘:’s St
P(s) =

sqft(s)Bp1 + age(s)Bpz + unit(s)Brs + va(s) + e2(s). -

Exemplo



Modelando o preco de venda
e o lucro advindo de imdveis comerciais
Objetivo: ajustar um modelo conjunto para o preco de
venda e o lucro liquido e obter uma superficie espacial

associada ao risco, log R = log I — log P.
O modelo proposto é

I(s) =
P(s) =

sqft(s)Brn + age(s)Brz + unit(s)Brs + vi(s) + €i(s)

@ Modelo 1 é um MCL intrinseco, isto é, ele assume
uma estrutura de covaridncia separavel para v(s);

@ Modelo 2 assume o MCL mais geral para v(s);

@ Modelo 3 é um MCLVE, usando a forma
T(s) = (2(s))YT onde z(s) é unit(s);

@ Modelo 4 utiliza um processo espacial, Wishart
matriz-variado, para T(s).

Comparacao entre diferentes modelos foi feita usando
Gelfand & Ghosh (1998).

5qft(s)Bp1 + age(s)Bpz + unit(s)Brs + v2(s) + e2(s).
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Modelando o prego de venda Mt Essmdel @
. - 7 . .. Espago-Temporal
e o lucro advindo de imdveis comerciais
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Tabela: Resultados do critério de comparacdo do modelo para
(a) todo o conjunto de dados e (b) para a amostra retirando as

Modelando o preco de venda

e o lucro advindo de imdveis comerciais

20 transacdes de cada mercado.
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Heterogéneos Multiv.
Introdugdo
Separéveis

(a) Chicago Dalas San Diego
G P D G P D G P
1 0,1793  0,7299 09092 | 0,1126  0,5138  0,6264 | 0,0886  0,4842
2 0,1772 0,6416 0,8188 0,0709 0,4767 0,5476 0,0839 0,4478
3 0,1794 0,6368 0,8162 0,0715 0,4798 0,5513 0,0802 0,4513
4 0,1574 0,6923 0,8497 0,0436 0,4985 0,5421 0,0713 0,4588
(b) Chicago Dallas San Diego
G P D G P D G P
1 0,0219  0,0763  0,0982 | 0,0141  0,0631  0,0772 | 0,0091  0,0498
2 0,0221  0,0755  0,0976 | 0,0091  0,0598  0,0689 | 0,0095  0,0449
3 0,0191  0,0758  0,0949 | 0,0091  0,0610  0,0701 | 0,0087  0,0459
4 0,0178  0,0761  0,0939 | 0,0059  0,0631  0,0690 | 0,0074  0,0469




Superficies espaciais associadas a variacio espacial de T(s)
para as 3 cidades, Chicago (1a. linha), Dalas (2a. linha) e San
Diego (3a. linha), com as colunas correspondendo,
respectivamente a, T1(s), T2(5) € Toorr(s)

T11(s) T22(s) Teorr(s)

Lattde
Lattde
Latte

ez -se0 -e78 -876 ez -ss0 -o7s -876 a2 -ss0 o7 -876
Longitude Longitudo Longitude

Longitude Longitudo

Lattuge

Lattude
ETRETIE TR )

Lattude
ETETIE TR

“iza onza o -ties Siza onza o -ries cizs o na

Longitude Longitude Longiude
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Superficies espaciais associadas a variacdo espacial de Renda Modelagem Espacial e
1 E: - T |
(1a coluna), Prego (2a coluna) e Risco (3a coluna) para as 3 R

cidades, Chicago (1a. linha), Dalas (2a. linha) e San Diego AL Scbmidt
(3a. linha).
. L4 R Coléquio
¢ Inter-Institucional
Abril 2007
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Heterogéneos Multiv.
Introdugdo
Separéveis
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Sequéncia deste trabalho

@ Modelagem de dados espacialmente desalinhados
(Schmidt & Estrella (em revisdo para RBE));

@ Modelagem de observagdes espago-temporais
(Sansé, Schmidt, & Nobre (Tech Rep, 2006));

© Modelos espaciais multivariados para dados de
contagem (Schmidt & Hoeting, em andamento).
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Parte 111 MultiplasiVazdes

Modelagem de Multiplas Séries de Vazao

como funcao da chuva




Modelagem Bayesiana de Miiltiplas Séries de Vazao

Romy R. Ravines
Alexandra M. Schmidt
Helio S. Migon

Parte da Tese de Doutorado
Defendida em Dezembro de 2006

Instituto de Matematica - UFRJ
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Colocagdo do Problema: bacia do Rio Grande (BA)
Espago-Temporal

A.M. Schmidt
IM-UFRJ
BACIA DO Coléquio
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Miuiltiplas Vazdes
Problema
LEGENDA

— BACIA DO RIO SAO FRANCISCO
—— BACIA DO RIO GRANDE

4 POSTOS FLUVIOMETRICOS
IMITE D ACIAS

© PONTO DE AMOSTRAGEM DE UMIDADE

Figura: Hidrografia e Sub-Bacias do Rio Grande.Postos
A=Taguad, B=Barreiras e

fluviométricos de
C'=Redencio

interesse:
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Abordagem Proposta: uma série de vazao Wlsd b Espmdel @
Espaco-Temporal

Se Y; é a vazdo e X; é a chuva acumulada no tempo ¢ A, S
numa bacia, a relacdo chuva-vazio pode ser representada R
por: Coléquio
Inter-Institucional
Abril 2007
}/;f ~ p(n|/—l’t7¢t)7 = 1727"' (163)
Miiltiplas Vazdes
9(m) = filow, By (16b) RS-
Et = fQ(Et_l,...,Eo,Xt) (16C)

@ Relagdo n3o linear

@ Vazdo do periodo atual depende da
vazdo do periodo anterior e da
chuva passada e corrente.

@ N3o existe uma retroalimentacdo
(feedback) entre vazdo e chuva

@ Vazdo é uma varidvel ndo negativa:
Figura:  Processos fisicos distribuicdo gama, log-normal, etc.

envolvidos na geracdo da @ As séries temporais podem n3o ser
vazao estaciondrias.




Efeito da Chuva: uma fungdo de transferéncia
Com as hipdteses estabelecidas em Migon & Monteiro (1997),
a relagcdo chuva-vazdo pode ser bem representada através de
uma funcao de transferéncia.

Duas Funcoes de Transferéncia:

= peEi 1+ Xy (17a)
= piEr 1 4 [1 — exp(—re X¢)][0 — (s + peEr—1{1L7b)

8 ° 7 1 9-a
3
1) ~ / : A
& 1p=07 ~
P \ o y=03 " 5°
\ )
Sir=08 % N - /
N
Slacent el E ~
° 5 10 15 20 25 2 4 8 10 14 2 8 10 14
tempo Xy Xy
(a) Decaimento Ex- (b) Retornos Pro- (c) Retornos
ponencial porcionais Decrescentes

Figura: Hipdteses sobre as Fungdes de Transferéncia
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Efeito da Chuva: uma fungdo de transferéncia

Interpretacdo dos Parametros

v; . Efeito Instantaneo. Associado a
velocidade de escoamento superficial, taxa
de infiltragdo do solo e /ou interceptagdo
da chuva pela vegetacao.

p¢ - Fator de Recarga. Taxa de memorizagao.

Depende das caracteristicas geoldgicas da
bacia.

«¢ : Fluxo base. Depende do nivel do lengol
fredtico de cada bacia.

Tipos de Efeito Instantaneo
Constante o=
Variando no tempo  : v =1+ 6

Ganho aleatério Loy =740
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Abordagem Proposta: mdiltiplas séries de vazao Wlsd b Espmdel @
Espago-Temporal

@ Dispomos de M séries temporais de vazao _
observadas durante T' periodos de tempo. Seja Y,", AR
a vazao observada na bacia m e tempo ¢, e o
Coléquio
Yt = (}/;1, . ’Y;M)I‘ Inte;ll;isltiztggi?onal

Miiltiplas Vazdes

Modelo proposto




Abordagem Proposta: mdiltiplas séries de vazao Wlsd b Espmdel @
Espaco-Temporal

Dispomos de M séries temporais de vazdo

observadas durante 7" periodos de tempo. Seja Y;, o
a vazao observada na bacia m e tempo ¢, e Cotbanio
Yt = (}/;1, . ’Y;M)I‘ Inte;ll)r:islt;tggi?onal
A distribui¢do conjunta p(Y}), condicionada a um Milltiplas Vazées
vetor de pardmetros ©, pode ser fatorada, por P

exemplo, da seguinte maneira:

p(Y:|®) = p(Y MY M @)p(y My M2 e) -
YAV, @)p(Y;, ©),

onde p(Y;™) é a distribuigdo de ¥;",i =1,..., M.




Abordagem Proposta: mdiltiplas séries de vazao

Dispomos de M séries temporais de vazdo
observadas durante 7" periodos de tempo. Seja Y;,
a vazao observada na bacia m e tempo ¢, e

Y= (Y}!,...,y,M).

A distribui¢do conjunta p(Y}), condicionada a um
vetor de pardmetros ©®, pode ser fatorada, por
exemplo, da seguinte maneira:

p(Y:©) = p(vM VM @p(v Y% e)
p(YPIY, ©)p(Y,, ©),

onde p(Y;™) é a distribuigdo de ¥;",i =1,..., M.

Considerando a chuva

p(YilX:,©) = p(v Y7, X%, @)p(v}|XF, ©)

onde Y; = (YA, V,B), X, = (XA, xB), x'1P =

X/ — XP é a diferenga entre a chuva total da
sub-bacia A e da sub-bacia B.
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Abordagem Proposta: mdiltiplas séries de vazao Wlsd b Espmdel @
. A~ ;o ~ ~ E o |
Caso Particular: trés séries de vazio e funcdo de spaco-Tempora

Ape AM. Schmidt
transferéncia em (17a). M. Schn
Coléquio
A|B Inter-Institucional
YtAlyzB ~ p(py | ’0,24|B) t=1,...,T Abril 2007
By C B|C 2 Maltiplas Vazé
YOI ~ ol 0pi0) Do

Y~ p(uf o) S S
MtAIB = oAlB 4 yAIBYB 4 EA
Mflc — oBIC Jr77B|thc 4 EtB|C

ué =af+ EC m=AB,B|C,C

E = p"EM 4+ "X m| + wt wl ~ N(0, Wi,);

|B

onde |m| denota a drea da sub-bacia m, e é multiplicada por
X}" para representar o volume acumulado de chuva na drea de
drenagem correspondente. Se m = A|B, X{qlB denota a chuva
e |A|B] é a area de drenagem de A sem incluir a drea de
drenagem de B.



Modelando a Chuva: uma bacia
o Seja {Xy(s),s€ BCR?%t=1,2,---} um campo
aleatério. Aqui, X(s) > 0.
@ A chuva numa bacia ou regido B com drea |B|, X,
serd descrita por:

Xt=|B|_1/ X, (s)ds, V¥seB  (18)
B

e X;(s) pode seguir uma distribuicdo normal truncada
e, como sugerido em Sanso & Guenni (2000), pode
ser representada pelo seguinte modelo
espaco-temporal:

_ Jwi(si)? sewy(s;)) >0, s;€B
Xoloo) = {0 se wy(s;) <0 (192)
wi(s) = O(s)+ Zi(s) + &fs) (19b)

Zi(s) ~ GP(0,0%0(||s1, s2]1, V) (19¢)
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Modelando a Chuva: miiltiplas bacias Espaco-Temporal
- ;. . A.M. Schmidt
@ E necessario realizar a troca de suporte: IM-UFRJ
m 1 Coléquio
= — Inter-Institucional
X/ ol Xi(s)ds Vsem (20) 1 Instiuc
m

Miiltiplas Vazdes

onde X;" denota a chuva no tempo ¢ e |m| denota a ' Problema

Modelo proposto

area da bacia m.

e Na prética, a integral em (20) é aproximada por
1 A
X"~ Xy(si)) i=1,...,Nu  (21)

onde N, denota o niimero de pontos de uma grade
de interpolacdo construida dentro dos limites da
bacia m e X,(i) é o valor predito de chuva para a
localizagdo s; dessa grade.




Modelagem Espacial e
Espaco-Temporal

Abordagem Proposta: caso geral

A.M. Schmidt
Nossa proposta consiste em realizar o ajuste do modelo IM-UFRJ
para a vazao em (16) e o modelo para a chuva em —
. Inter-Institucional
(19), simultaneamente. PR
) . Miiltiplas Vazdes
@ Esta proposta pode ser vista como um sistema Problema
. .. . Modelo proposto
simples mas completo e eficiente para ajustar e Inferéncia

prever duas das mais importantes varidveis
hidrolégicas.

o E bastante flexivel. A especificagio do modelo
apresentado envolve vérias subclasses de modelos.

@ Todos os pardmetros tém uma interpretacdo fisica
clara.

@ Toda a incerteza envolvida nos processos fisicos é
explicitamente levada em conta.



Procedimento de Inferéncia (uma bacia) Modelagem Espacial e

) ’ Espaco-Temporal
e SejamY = (Y1,...,Yr) e

X(s) = (Xi(s),..., Xp(s)), onde s = (s1,...,5g). o
Também, Coléquio
X(Sl) = (Xl(si), A ,XT(Si))/, S; € B,i = 1, ey S, '"texlcisltgggi?onal
Xt(S) = (Xt(sl), e ,Xt(SS)),, e
X = (Xy,...,Xr). Ml Vazzes

e A distribui¢do conjunta de Y, X e X(s) é dada por e gt
p(Y,X,X(s)|®) = (le X(s), ®y)p(X,X(s)[®x) (22)

HP(Yt|Xt,Xt » Oy )p(X¢|Xi(s), Ox)
N
H Xt Sz |®X

o A distribuicdo preditiva, necessdria para interpolar a
chuva, X;(s;) é

(X ()X (5)) = / P(X()X(s), @3 )p(@x [X(5))p(@x )dOx
(23)



Modelagem na Pratica
Para Chuva (Sansé & Guenni (2000))

v Distribuicdo: Normal Truncada
v F;=(1,long;,1,0,1,0)

v G =diag(G1,G2). G1 =1, e Gy = dois harmdnicos.

B ) 0
Xu(si) = wy(s;)”  se we(si) >
0 se we(s;) <0
wy =2z +ve, U~ Ny(0, 721)
Zy = F'@t =+ €¢, €p ~ NN(O,O’QVt)

O, =GO+ e, 8¢~ Nk(O,Wt)
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Modelagem na Pratica
Para Chuva (Sansé & Guenni (2000))

v Distribuicdo: Normal Truncada
v F;=(1,long;,1,0,1,0)
v G =diag(G1,G2). G1 =1, e Gy = dois harmdnicos.
Xo(s:) = {wt(si)ﬂ se wt(s;) >0
0 se we(s;) <0
Wi =2+ Vi, Vi~ NN(O,TQI)
7. =F' O, + ¢, €~ Ny(0,0°Vy)
O, =GO, + &y, & ~ Ni(0, W)
Para Vaz&o (Migon & Monteiro, 1997)
v’ Distribuigdo: Log-Normal ou Gama

V' Séries de tempo n3o estaciondarias

v’ Efeito da Chuva: FT de 1la ordem
}/}'Xt Np(y‘t7¢) t= 17"'7T

log(pe) = ay + By
Ey = pEi—1 + %Xt +wye, we ~ N(O, U?g)
oy = Gaatfl +wo¢,t7 Wa,t ~ N(07 Ui)

Ve = GoYem1 + Wayt, Wwaye ~ N(0,07)

Modelagem Espacial e
Espaco-Temporal

A.M. Schmidt
IM-UFRJ

Coléquio
Inter-Institucional
Abril 2007

Miiltiplas Vazdes
Problema

Modelo proposto

Inferéncia




Obtendo Amostras da Posteriori
Maior Desafio: obter amostras da distribuicdo a posteriori
dos pardmetros (©®;) do modelo de vazio.

Modelagem Espacial e
Espago-Temporal

A.M. Schmidt
IM-UFRJ

Coléquio
Inter-Institucional
Abril 2007

Miiltiplas Vazdes

Inferéncia



Obtendo Amostras da Posteriori Wlsd b Espmdel @
. . . . ¢~ . E o |
Maior Desafio: obter amostras da distribuicdo a posteriori A
a~ = A.M. Schmidt
dos pardmetros (©®;) do modelo de vazio. o

Objetivo : obter uma boa distribuicdo proposta para o
Coléquio

passo de Metropolis-Hastings na amostragem de ©. quio
Inter-Institucional
Abril 2007

Miiltiplas Vazdes
Problema

Inferéncia




Obtendo Amostras da Posteriori
Maior Desafio: obter amostras da distribuicio a posteriori
dos parametros (®;) do modelo de vazio.
Objetivo : obter uma boa distribuicdo proposta para o
passo de Metropolis-Hastings na amostragem de ©.

@ Um valor candidato para ®, ®*, serd amostrado de uma
distribuicdo multivariada obtida combinando as idéias de
West, Harrison & Migon (1985) e Frithwirth-Schnater

(1994).
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Obtendo Amostras da Posteriori
Maior Desafio: obter amostras da distribuicio a posteriori
dos parametros (®;) do modelo de vazio.
Objetivo : obter uma boa distribuicdo proposta para o
passo de Metropolis-Hastings na amostragem de ©.

@ Um valor candidato para ®, ®*, serd amostrado de uma
distribuicdo multivariada obtida combinando as idéias de
West, Harrison & Migon (1985) e Frithwirth-Schnater

(1994).

@ Especificamente, a distribuicdo normal multivariada
N(®*|m?*, C*), com média e variancia on-line - m, C -
aproximadas pelo Conjugate Updating, ao invés do Filtro
de Kalman.
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Obtendo Amostras da Posteriori
Maior Desafio: obter amostras da distribuicio a posteriori
dos parametros (®;) do modelo de vazio.
Objetivo : obter uma boa distribuicdo proposta para o
passo de Metropolis-Hastings na amostragem de ©.

@ Um valor candidato para ®, ®*, serd amostrado de uma
distribuicdo multivariada obtida combinando as idéias de
West, Harrison & Migon (1985) e Friihwirth-Schnater
(1994).

@ Especificamente, a distribuicdo normal multivariada
N(®"|m?, C*), com média e variancia on-line - m, C -
aproximadas pelo Conjugate Updating, ao invés do Filtro
de Kalman.

7

@ Cada 0} é amostrado seqiiencialmente de ¢t = T até
t = 1, de suas distribuicGes retrospectivas, dadas pela
fatorizacdo de N(©®*|m?*, C*) em T densidades
condicionais univariadas, de maneira andloga ao caso
gaussiano.

Ver Ravines, Migon & Schmidt (Tech. Rep., 2007) para
maiores detalhes.
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Modelagem Espacial e
Espaco-Temporal

A.M. Schmidt
IM-UFRJ
Modelo Espago-Temporal da Chuva: Resultados (1) i
oléquio
O modelo espaco-temporal selecionado para a chuva tem um intercepto e Inter-Institucional
Abril 2007

um efeito linear da longitude na tendéncia espacial.
Miiltiplas Vazdes
Problema
Modelo proposto

Tabela: Estatisticas a posteriori dos parametros estaticos

Resultados

mean  sd 25% 25% 50% 75% 97.5%
1,732 0,016 1,701 1,722 1,732 1,743 1,764
0,045 0,007 0,033 0,040 0,044 0,050 0,061
0,719 0,040 0,644 0,691 0,718 0,746 0,798
1,100 0,044 1,015 1,070 1,098 1,128 1,191

UL
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Miiltiplas Vazdes
Problema
Modelo proposto

Resultados
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Figura: Trajetdria estimada para os parametros dinamicos.



Modelo Espago-Temporal da Chuva: Resultados (2)

latitude
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(a)
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Dezembro, 2000
Figura: Médias a posteriori de chuva estimadas para dois meses
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(b) Junho, 2002
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Modelagem Espacial e
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Modelo Espago-Temporal da Chuva: Resultados (3)

A.M. Schmidt
IM-UFRJ
o
g B O A=A-B: Tagua
O B'=B-C: Barreiras z .
i m c=C Redeng.’:\o Coléquio
Inter-Institucional
§ Abril 2007

Miiltiplas Vazdes
Problema
Modelo proposto
Inferéncia

Resultados

350
I

250
I

150
I

Figura: Média a posteriori estimada para a chuva acumulada
por sub-bacia.



Modelando a Vaz&do: Resultados (1) Modelagem Espacial e

Tabela: Algumas estatisticas a posteriori Espago-Temporal
média  25% 50% 75% R AR
A|B = Tagua | Barreiras
o™ 1,151 1,022 1,142 1,276 1,008 Coléquio
A Inter-Institucional
Assumimos que 77A 0,915 0,887 0,916 0,945 1,010 Abril 2007
p 0,510 0,387 0,533 0,658 1,001
p(¥;™) € uma 44 0025 0014 0024 0035 1,001 Miliples Vasoes
distribuicio o2, 0,003 0,002 0,003 0,004 1,015 Modelo praposto
log-normal com oo4 0,007 0,006 0,007 0,009 1,040 " Resuirados
pardmetros ui" e B|C = Barreiras | Redencao
o2 e of 0587 0507 0581 0,654 1,006
m = n® 0989 0971 0,990 1,009 1,006
representamos a p? 0743 0,692 0,752 0,806 1,004
relagdo entre Y™ 4% 0,005 0,003 0,005 0,008 1,001
e X" mediante 0%z 0,003 0,002 0,002 0,003 1,005
uma funcio de o2z 0,004 0003 0004 0,005 1,068
A C = Redencao
transferéncia de oC 3543 3525 3544 3561 1,014
primeira ordem. o° 0594 0575 0594 0,613 1,027
4¢ 1,645 1,597 1,645 1,696 1,001
o%c 0,005 0,005 0,005 0,006 1,010
oZc 0,002 0002 0002 0,003 1,107




Modelando a Vazdo: Resultados (2)

Tabela: Variancia e Correlacdo entre as trés séries de vazdo

Parametro média  d.p. 25% 50% 97,5% R
Variancia
o3 0,039 0,006 0,030 0,038 0,049 1,015
0% 0,026 0,007 0,020 0,025 0,035 1,019
ol 0,010 0,001 0,008 0,010 0,013 1,000
Correlagdo
Corr[Y*,Y®] 0750 0,050 0648 0,753 0,846 1,014
Corr[YB,Y®] 0630 0,054 0526 0,630 0,732 1,014
Corr[Y4,Y®] 0473 0,054 0,377 0470 0589 1,017
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Modelando a Vazdo: Resultados (3)

Modelagem Espacial e
Espaco-Temporal

g . B ’ A.M. Schmidt
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/ i Abril 2007
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Miiltiplas Vazdes

(a) A|B (b) B|C () C Modelo proposto
Figura: Valores ajustados de vazdo, usando o modelo condi- Resultados
cional.
Tabela: Modelo Conjunto vs Modelos Univariados
MSE MAE

Modelo Multivariado

A|B 120,684 7,025

B|C 9,060 1,820

C 2,568 1,009

Modelos Univariados Independentes

A 162,991 7,756

B 8,047 1,652

C 2,568 1,009




Modelagem Espacial e

3 E -Te |
Modelando a Vazdo: Resultados (4) spago-Tempora
A.M. Schmidt
IM-UFRJ
Tabela: Estimativas pontuais para o valor da vazao com o calseliia
j i i H Inter-Institucional
modelo conjunto e com os modelos univariados indepen- R

dentes em ¢ = 35, 80, 140, 200.
Miiltiplas Vazdes
Problema
Modelo proposto

Vi real média dp.  25%  50%  97,5% R [nferénda
Modelo Multivariado
t=35 149,37 154,80 17,25 125,11 153,95 194,17 1,0
t=80 241,65 240,09 27,60 192,44 237,72 300,01 1,0
t =140 184,90 190,56 22,03 153,09 189,39 239,06 1,C
t=200 205,73 20542 23,22 161,66 204,97 253,59 1,
Modelos Univariados Independentes
t=35 149,37 156,42 12,96 132,63 155,95 183,32 1,0
t=80 241,65 246,58 20,49 209,10 245,61 290,81 1,C
t=140 184,90 189,07 15,20 161,72 187,89 221,65 1,0
t=200 205,73 20238 17,26 172,35 201,59 237,59 1,0




Modelagem de Mdltiplas Séries de Vazdo
Contribuicdo: Modelagem proposta: abordagem
conjunta com funcoes de transferéncia bastante
adequada para modelar varias séries de vazao de
bacias encaixadas.

@ A idéia base é usar a representacdo condicional da
distribuigcdo conjunta.

@ Mostramos que as estimativas pontuais (média a
posteriori) das séries de vaz3o ficam melhores com o
modelo conjunto do que com modelos individuais
para cada série.

@ Mostramos também que a incorpora¢do ao modelo,
da vazdo de uma bacia menor, permite uma melhor
interpretacdo e discriminac3o dos efeitos de cada
variavel.
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