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Introducao

> {X;;t > 0}: cadeia de Markov irredutivel, em tempo continuo;
» Q: espaco de estados;
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Introducao

{X;; t > 0}: cadeia de Markov irredutivel, em tempo continuo;

Q: espaco de estados;

4
>
> Lf(x) =2 cqr(xy)(fy) — f(x)): gerador;
> ur=P(X; € -);

>

lss: medida estaciondria;

> d(t) = [lne — pssllTv = 5 Ve le(x) — pas(x)].

Queremos estimar d(t).
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Desigualdade log-Sobolev

Uma das técnicas para limitar superiormente a fun¢do d(t) é baseada na
desigualdade log-Sobolev:
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Desigualdade log-Sobolev

Uma das técnicas para limitar superiormente a fun¢do d(t) é baseada na
desigualdade log-Sobolev:

[ gt = € [ 7 rtxn) (VD) - VAR) )

rvf(x)
D(VF)

para qualquer densidade f com respeito a fiss.

» [ e D sdo conhecidos como carré du champ e forma de Dirichlet,
respectivamente.
» A constante log-Sobolev K| s é a maior constante cujo inverso

satisfaz a desigualdade log-Sobolev acima.
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Desigualdade log-Sobolev

» Mas o que isso tem a ver com d(t)?
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Desigualdade log-Sobolev

» Mas o que isso tem a ver com d(t)? Para responder essa questo

definamos
> R0 = g e

> h(t) = [ flog fdjiss.

A desigualdade de Yau diz que

H(t) < -D(/*).

Assim, se combinarmos a desigualdade de Yau com a desigualdade
log-Sobolev, obtemos
H(t) < —Kish(t).

Consequentemente,

h(t) < h(0)e~Kest,
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Desigualdade log-Sobolev

Como a desigualdade de Pinsker diz que

d(t) = llue — pssllrv < Mv

concluimos

d(t) < \/h(0)e Kist/2,
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Processo de exclusao com reservatorios

9 @ Qﬂi
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Processo de exclusao com reservatorios

n€{2,3,...,}: pardmetro de escala;
An:={1,...,n—1}: intervalo discreto com n — 1 pontos;
{1,n — 1}: fronteira de A;

Q, := {0,1}"": espaco de configuracdes

n € Q,: configuracdo de particulas;

vV v v v Vv Y

Diremos que x € A, esta ocupado por uma particula (resp. vazio) na
configuragdo n € Q, se n(x) =1 (resp. n(x) = 0).
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n€{2,3,...,}: pardmetro de escala;
An:={1,...,n—1}: intervalo discreto com n — 1 pontos;
{1,n — 1}: fronteira de A;

Q, := {0,1}"": espaco de configuracdes

n € Q,: configuracdo de particulas;

vV v v v Vv Y

Diremos que x € A, esta ocupado por uma particula (resp. vazio) na
configuragdo n € Q, se n(x) =1 (resp. n(x) = 0).

» Consideraremos os processo em equilibrio, isto é, ambos os
reservatdrios criam particulas com taxa p € (0,1) e destroem
particulas com taxa 1 — p;

» {n:; t > 0}: processo de exclusdo com reservatdrios, no equilibrio.
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Processo de exclusao com reservatorios

» Gerador:

n—2
Laf(n) 1= 1> Vst ()40 Y (p(1=n(x))+(1=p)n(x)) V«f (),

x=1 xe{l,n—1}
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Processo de exclusao com reservatorios

» Gerador:

n—2
Laf(n) 1= 1> Vst ()40 Y (p(1=n(x))+(1=p)n(x)) V«f (),

x=1 xe{l,n—1}

> Viyf(n) =f(r) —f(n), Vxf(n)=Ff(n*)—~f(n),

n(x) if z=y,
Y (z) =9 nly) if z=x,
z) if z#x,y

iy ] 1=n(x) if z=x,
" (Z)_{ n(z) if z#x.
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Processo de exclusao com reservatorios

> Z/Z(_)Z medida Bernoulli produto associada ao perfil u: A, — [0, 1]:

Vo) = TT inGu() + (1 = n(:))(1 = u(x))};

xEN,
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Processo de exclusao com reservatorios

> Z/Z(_)Z medida Bernoulli produto associada ao perfil u: A, — [0, 1]:

Vaiy(n H {n(x —n(x))(1 = u(x))}:

x€EN,

» No equilibrio, 1/;,’ é a medida invariante.

Paracada k >0, n€{2,3,...} e o € (0,min{p,1 — p}], seja U _ a
classe das fung¢des u: A, — [0 1] tais que:

» u(x) € [e0,1 — o] para qualquer x € Ap;
» nju(x +1) — u(x)| < k para qualquer x € {1,...,n—2}.
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Processo de exclusao com reservatorios

Nosso primeiro resultado é:
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Processo de exclusao com reservatorios

Nosso primeiro resultado é:

Theorem
Sejam p € (0,1), eg € (0,min{p,1 — p}] e k > 0O fixos. Existe uma
constante positiva Ky = Ko(p, 0, k) tal que

n 1 n
Hug()(f) :/flog deu() < Vo/rn\/?dlju()

para qualquer u € UL, ,. e qualquer densidade f com respeito a VS(.).
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Indo além...

» ug:[0,1] — [e0,1 — 0] tal que up(0) = wp(1) = p;
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Indo além...

» ug:[0,1] — [e0,1 — 0] tal que up(0) = wp(1) = p;

> ug(x) = uo(x/n);
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Indo além...

> up: [0,1] — [0,1 — 0] tal que up(0) = up(1) = p;
> ug(x) = uo(x/n);

> ul = 1/38(_): medida inicial;
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Indo além...

> 1y : [0,1] — [e0,1 — 0] tal que wp(0) = wp(1) = p;
> ul(x) = uo(x/n);
> ul = 1/38(_): medida inicial;

> un =P, € )
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Indo além...

» ug:[0,1] — [e0,1 — 0] tal que up(0) = wp(1) = p;
> ug(x) = uo(x/n);

> ul = 1/38(_)2 medida inicial;

> pn =Py, €,

» v: medida de probabilidade em $,,;
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Indo além...

up : [0,1] — [e0, 1 — £0] tal que up(0) = up(1) = p;
ug(x) = wo(x/n);

"o = 1/38(_)2 medida inicial;

pi =P(ne €);

v: medida de probabilidade em €,;

() = 4.

vV v.v v Vv Y
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Indo além...

» ug:[0,1] — [e0,1 — 0] tal que up(0) = wp(1) = p;
> ug(x) = uo(x/n);

> g = 1/38(_)2 medida inicial;

> uf =P €-);

» v: medida de probabilidade em $,,;

> 0 = B

Nl = vpllrv = v = vllrv| < luf = vilrv < VH(F).
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Escolhendo v

» Para cada t > 0 definamos uf : {0,1,...,n} — [0,1] como

ney o Eunlne(x)] if x €Ay,
ue (x) { ' Z if x€{0,n}.
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Escolhendo v

» Para cada t > 0 definamos uf : {0,1,...,n} — [0,1] como

oy | Euglne(x)] if x €Ay,
ug (x) = { p if xe€{0,n}.

» A,: Laplaciano discreto definido por
Apf(x) = n?(f(x + 1) + f(x — 1) — 2f(x))

para qualquer x € A,;

» Pela férmula de Dynkin, {uf;t > 0} é a dnica solugdo do problema
de fronteira

4 up(x) = ApuP(x) for t>0and x € A,
ul(x)=p for t >0 and x € {0, n},
ug(x) =uo(%)  for x € A,.
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Escolhendo v

» A conservacdo do equilibrio local diz que para qualquer t > 0 fixo,
as medidas uf and 1/[’]"(,) estdo préximas quando n — oo, se
Lot .
observadas em um intervalo de A, de tamanho fixo.

COLMEA 20 de Maio de 2021 18 /20



Escolhendo v

» A conservacdo do equilibrio local diz que para qualquer t > 0 fixo,
as medidas uf and 1/[’]"(,) estdo préximas quando n — oo, se
Lot .
observadas em um intervalo de A, de tamanho fixo.

» Faz todo sentido escolher Vgn(.) como a medida de referéncia
. t
desejada.

COLMEA 20 de Maio de 2021 18 /20



Escolhendo v

» A conservacdo do equilibrio local diz que para qualquer t > 0 fixo,
as medidas uf and 1/[’]"(,) estdo préximas quando n — oo, se
Lot .
observadas em um intervalo de A, de tamanho fixo.

» Faz todo sentido escolher Vﬂn(.) como a medida de referéncia
. t
desejada.

» De fato, utilizando célculo de correlagdes e a desigualdade
log-Sobolev supracitada, mostramos que a entropia relativa decai
exponencialmente rapido.

COLMEA 20 de Maio de 2021 18 /20



Escolhendo v

» A conservacdo do equilibrio local diz que para qualquer t > 0 fixo,
as medidas uf and 1/[’]"(,) estdo préximas quando n — oo, se
Lot .
observadas em um intervalo de A, de tamanho fixo.

» Faz todo sentido escolher Vﬂn(.) como a medida de referéncia
. t
desejada.

» De fato, utilizando célculo de correlagdes e a desigualdade
log-Sobolev supracitada, mostramos que a entropia relativa decai
exponencialmente rapido.

» Estimando a distancia entre as medidas Bernoulli produto,
concluimos o seguinte:
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Resultado final

Theorem

Seja up : [0, 1] — [0,1] diferencidvel. Assuma que up(0) = up(l) =p e
que up(x) € (0,1) para todo x € [0,1]. Seja c/(ug) := [ uo(x)sin(mlx)dx
o coeficiente de Fourier de ordem ¢ € N do perfil inicial ug. Seja £y € N o
menor inteiro tal que cg,(uo) # 0. Para qualquer b € R,

lim Hu” 1 L v H =G(ye™®),
n—o0 T%|Ogn+ﬂT43b P TV

|cey (o)l

onde y 1= Voir) e G : R — [0,1] € o perfil Gaussiano definido por

G(m) = [N (m. 1) ~ N0, 1)y = 3E[[e™F — 1]] = err(;2;).

onde X é uma varidvel aleatéria com lei N'(0,1) e erf é a fungdo erro de
Gauss

X

1 2
erf(x) = ﬁ e_t dt.

—X
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