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Prefacio da 1* Edicao

Este livro reproduz as notas de aulas do curso de Semigrupos Lineares que desenvolve-
mos no Instituto de Matematica da UFRJ, para os alunos da Pés-Graduacao no segundo
semestre de 1984. Pode ser considerado como introducao ao curso de Equagoes Diferenci-
ais e Semigrupos de Contragoes Nao Lineares dos Espagos de Hilbert (Textos de Métodos
Matematicos no. 15, IM-UFRJ, Rio de Janeiro, Brasil) que reproduz as notas do curso
de Semigrupos Nao Lineares que também ministramos no Instituto de Matematica da
UFRJ para os alunos da Pos-Graduagao.

No Capitulo 1 sao estudados os semigrupos de classe Cj incluindo-se, ai, os semi-
grupos diferencidveis, os holomorfos, as Teorias da Perturbacao e da Aproximagao. Sao
demonstrados o teorema de Hille-Yosida, o de Lumer e Phillips e os resultados de Trot-
ter, Kato e Chernoff. Todo o material do Capitulo 1 é usado no estudo das equagoes de
evolucao desenvolvido no Capitulo 2.

Os pré-requisitos sao, além da integral de Lebesgue, alguma familiaridade com a Ana-
lise Funcional, nogoes sobre os Espacos de Sobolev e as Equagoes Eliticas. por exemplo,
Brézis [5]. O Apéndice consta de alguns esclarecimentos sobre a fungdo exponencial e
sobre as fungoes vetoriais.

Queremos expressar nossos agradecimentos aos nossos alunos pelas iniimeras corre-
¢Oes e observagoes feitas durante as aulas o que foi para nés preciosa ajuda. Ao colega
professor Luiz Adauto Medeiros desejamos exprimir nossa gratiddo nao sb por seus co-
mentarios, correcoes, preciosos conselhos e sugestoes, especialmente na redagao da parte
final do §4, mas também pelo estimulo, apoio e ajuda permanente que dele temos rece-
bido e sem o que o presente trabalho possivelmente nao teria aparecido. Por fim uma
palavra de agradecimento a Wilson Goes pelo zelo com que datilografou este livro.

O autor






Prefacio da 2? Edicao

Nesta segunda edicao! procuramos nao sé corrigir erros da primeira mas também tornar
o texto mais claro e completo. O topico referente aos semigrupos holomorfos foi reescrito
e o referente ao problema de Cauchy abstrato foi ampliado com a inclusao do estudo das
equagoes do calor, de ondas e de Schrédinger.

Somos profundamente gratos aos nossos alunos pelas criticas e valiosas sugestoes e
ao colega Luiz Pedro San Gil pelo esmero com que digitou estas notas.

O autor
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Uma breve biografia

Alvércio Moreira Gomes (1916 — 2003)

Alvércio nao plantou arvores, nao deixou filhos, mas, dedicou sua vida a matemaética.
Amou uma mulher, Hilda Pires dos Reis, pianista, professora na UFRJ e tinha veneragao
por sua mae, Dona Julieta, falecida aos 97 anos. Sua diversao, fora da matematica, era
a marcenaria, deixando belas construcoes em madeira.

E origindrio de Cachoeiro de Itapemirim, no Espirito Santo. Membro de uma fami-
lia de muitos irmaos, teve o pai falecido cedo causando sérias dificuldades. Cursou ai
o ensino fundamental concluindo o Instituto de Educacao, tornando-se professor, sua
vocagao. A familia transferiu-se para o Distrito Federal (Rio de Janeiro), capital do pais
na época, onde as oportunidades de educagdo eram melhores. Ingressou no Curso de
Matematica, Faculdade de Ciéncias da Universidade do Distrito Federal (UDF), trans-
formada em 1936 na Faculdade Nacional de Filosofia (FNFi) da Universidade do Brasil
(UB) ai iniciando sua vida profissional como assistente da Cétedra de Analise Matema-
tica e Superior. Tive a oportunidade de conhecé-lo em 1948, quando ingressei, como
aluno do Curso de Matematica da FNFi. Esta foi uma época de progresso da Matemé-
tica no Distrito Federal. O Departamento de Matematica da FNFi teve como Professor
Antonio Aniceto Monteiro, também com vocagao para o ensino, desenvolvendo conside-
ravelmente a Matematica no Departamento. Por sua sugestao foram visitantes Adrian
Albert, que ministrou o primeiro curso de Algebra no Departamento e Marshall Stone
que desenvolveu uma série de palestras que ele denominou Anel de Fun¢oes Continuas
onde aparecia, entre outros, o atualmente conhecido Teorema de Weierstrass Stone.

O corpo discente e alguns professores da FNFi participavam ativamente da discussao
de certos problemas que afligiam a sociedade brasileira na época. Entre estes, havia
o problema da exploracao do petrdleo com a campanha “O Petrdleo é Nosso”. Havia
reacoes publicas o que nao era legal no regime ditatorial em que vivia a sociedade bra-
sileira. Assim, os que participaram deste processo foram penalizados nesta época como
pertencentes a “esquerda” o que seria negativo para sua vida universitaria. O Alvércio e
varios outros foram assim caracterizados do ponto de vista politico trazendo dificuldades
futuras. E claro que ele se manteve fiel as suas convicgoes. A seguir serd feita uma
andlise de algumas atividades profissionais do Alvércio.



Antes de 196

Este ano serd um marco na histéria do nosso pais. Ao redor dos anos 50 o Departa-
mento de Matematica da FNFi (DM-FNFi) viveu sob a influéncia dos trés matemaéticos
mencionados anteriormente. Recorde-se que Aniceto Monteiro também saiu de Portugal
por motivos analogos em face do regime ditatorial instalado em seu pais. Monteiro pro-
cedia de Paris, tendo trabalhado com M. Fréchet, trazendo ideias novas para o Brasil.
A Matematica que se desenvolvia na FNFi tinha influéncia de matematicos italianos,
muito classica, notadamente calculo das variacoes e equagoes diferenciais, elasticidade,
nos moldes da época. Monteiro trazia consigo ideias ja nos moldes das novas correntes do
pensamento matematico. Ministrou varias disciplinas sobre topologia geral, com o pensa-
mento de Bourbaki, analise funcional, ramo nascente da matematica, teoria de sistemas
ordenados que se denominava reticulados ou estruturas. Monteiro escreveu boas notas
didaticas que posteriormente foram publicadas em uma colecao denominada: Notas de
Matemética. E oportuno salientar que esta colecdo foi realizada por Alvércio.

Neste periodo, Alvércio concluiu, de sua propria autoria:

e Decomposition of Partially Ordered Systems (Received in March 1950), Rev. Ci-
entifica, Ano 1, (1950), pp. 12-26.

e Completion by Cuts of a Ditributive Lattices (Received in August 1952), Rev.
Cientifica, Ano 3, (1952), pp. 56-68.

e Medidas em Algebras de Boole, 1949. (Tese apresentada para a obtencao do Titulo
de “Livre Docente”). Nao foi realizado o concurso.

Os dois primeiros trabalhos foram citados por O. Ore em seu texto classico, "Theory
of graphs', editado pela AMS em 1962.

Entre outras contribuigoes dirigidas aos estudantes registra-se: um texto para o ensino
de algebra, um para cédlculo de variagdes e outro sobre séries de Fourier. Em 1964, por
ocasiao da instalagao do regime militar no Brasil, foi aposentado e impedido de participar
no nosso processo educacional.

Apos 1980

Retornou a Universidade, agora UFRJ, com estrutura académica, totalmente distinta
da Universidade do Brasil. Voltou as salas de aula dos cursos béasicos do IM-UFRJ e
rapidamente se adaptou ao pensamento matemdatico da época. Para iniciar, fez uma
exposicao semanal sobre as notas de Haim Brezis, intitulada Operators Maximaux Mo-
notones et Semi-Groupes de Contractions Dans Les Espaces de Hilbert, Université de
Paris VI, 1971. Com base nestas exposigoes escreveu um texto publicado pelo IM-UFR.J
na colecao Textos de Métodos Matematicos.

Sempre se interessou por Andlise Matematica e decidiu iniciar o estudo de Semi-
grupos de operadores. Ensinou vérias vezes esta disciplina no IM-UFRJ e escreveu as



monografias:

e Equagoes Diferenciais e Semigrupos de Contragoes Nao Lineares nos Espacos de Hil-
bert - Textos de Métodos Matematicos no 15, IM-UFRJ, Rio de Janeiro - RJ,1982.

e Semigrupos de Operadores Lineares e Aplicacoes as Equacoes de Evolucao - Textos
de Métodos Matematicos no 19, IM-UFRJ, Rio de janeiro - RJ, 1985.

e Semigrupos Nao Lineares e Equacoes Diferenciais nos Espagos de Banach, IM-
UFRJ (304 paginas), 2a ed., 2003.

e Semigrupos de Operadores Lineares e Aplicagdes as Equagoes de Evolugao, IM-

UFRJ, 1a ed., 2001.

Esta ¢ a segunda reimpressao do livro anterior adotado no IM-UFR.J.

Para concluir registra-se que Alvércio foi um professor fiel ao seu pensamento filosé-
fico, durante toda sua vida, mesmo em seus ultimos momentos. Grande é o numero de
seus alunos que continuaram seu trabalho académico por meio do ensino da matematica.
Assim ¢ a vida dos mestres.

Agradego a Maria Darci e Ivo Lopez pelo idealismo em re-organizar esta colegao de
livros do IM-UFRJ.

De resto, concordo com José de Alencar, imaginativo romancista cearense, quando
diz: “Tudo passa sobre a terra”.

Rio de Janeiro, 2011.
L. A. Medeiros
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Capitulo 1

Semigrupos de Operadores Lineares

1.1 A funcao Exponencial

A funcao exponencial, e, onde A é um ntmero real e ¢t uma variavel real, pode ser
definida pela férmula

et = fj (A (1.1.1)

|
n=0 n:

A série que figura no segundo membro de (1.1.1) converge para todos os valores de t,
donde define uma fun¢do em R (corpo dos reais). Sem dificuldade alguma, como se
mostra no Apéndice, estende-se esssa definicdo ao caso em que A é um operador linear
limitado de um espago de Banach, X; neste caso a série (1.1.1) converge na topologia
uniforme de L£(X) e, portanto, para cada t € R, sua soma é um operador linear limi-
tado desse espago (L(X) = algebra dos operadores lineares limitados de X). Problema
bastante delicado, porém, é definir a “funcdo exponencial” quando A nao é limitado.
Uma das razoes do interesse em tal funcao esta no fato que ela é, formalmente, solucao
do seguinte problema de Cauchy: dado um operador linear nao limitado, A, de um
espaco de Banach X, determinar uma fungio u(t) definida em R™ (Rt = [0, 00)), cujos
valores pertencam a D(A) (D(A) = dominio de A) e que satisfaca as equagoes

CZZ—? = Au, u(0) = =z,
onde x é um elemento de X, dado.

Quando A € R et > 0 a exponencial et é uma funcdo E: Rt — R que tem as
seguintes propriedades:

a) FE(0)=1,

b) E(t+s)= E(t)E(S),
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c) lim E(t)=1,
t—0t

e, como serd demonstrado abaixo, é a tnica funcdo definida em R*, com valores em R,
que tem essas propriedades. O mesmo ocorre quando E toma seus valores na dlgebra
dos operadores lineares de qualquer espaco de dimensao finita. Nesse caso o nimero 1
que aparece em a) e em c¢) deve ser interpretado como o operador identidade 7: X — X
e, a multiplicagdo em b), como a composi¢ao de operadores lineares. Para ver o que
se passa quando X tem dimensao infinita tem-se que levar em conta que, nesse caso,
trés topologias sdo usualmente introduzidas na algebra L£(X) dos operadores lineares
limitados de X, correspondendo, a cada uma delas, uma maneira distinta de interpretar
o limite em c). Assim, podemos interpreté-lo como o limite uniforme, o forte e o fraco.
Relembremos que I é o limite uniforme de E(t) quando ¢t — 07 se ||E(t) — I|| — 0
quando t — 07; é o limite forte se ||E(t) — I)z|| — 0 Vo € X e é o limite fraco se
(E(t) —DNx,z*) - 0Vz € X eVa* € X*, onde X* é o dual de X. Quando em c) o
limite é tomado no sentido da topologia uniforme tem-se uma situacgao bastante simples
como se mostra no teorema a seguir.

1.1.1. Teorema. Uma fung¢io E: RT — L(X) satisfaz as condigoes
a) E(0)=1I,
b) E(t+s)= E(t)E(S),
c) ||E(t) —I|| = 0 quando t — 0T,

se, e 56 se, E(t) = e, onde A € L(X) e e € definida por (1.1.1).

Demonstragao: Seja A € L(X) e ponhamos

Como, para cada t > 0,
i (tA)"
n!

n=0

A

converge na topologia uniforme de £(X), e"* é uma aplicagao de Rt em £(X). Trivial-

mente e satisfaz a) e, da férmula

(t+ s)? 3 s

Al

resulta que e satisfaz b). Além disto, de

e (A" o (tA)"
= =7
¢ nZ::O n! +nz::1 nl

vem
[l — 11| < t]| Al
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donde
HetA—IH —0

quando t — 0T, i.e., e satisfaz c”).

Reciprocamente, vamos supor que E: Rt — £(X) satisfaz a), b) e ¢’). Demonstre-
mos, em primeiro lugar, que ||E(t)|| é uma funcao limitada em todo intervalo limitado.
Dado ¢ > 0 existe, por ¢’), um § > 0 tal que

|E(t) — 1] <eVttalque0<t<d

e, como

HE@ = < [[E@) = 11,

tem-se
|E@®)|| <14e=M, Vttal que 0 <t <.

Além disso, para cada real t > 0, existe um inteiro nao negativo, n, tal que t = nd + r,
onde 0 <r < §. Por b) temos, entao,

HE@I| = [[Emd +r)[| = [|EQ@)"E(r)[| < [[EQ@)"|| - [[E(r)]| <
< Mn+1 — MM" < MMt/é — M@wt,

onde w = d"tlog M > 0.
Portanto, se t € [0, 7], entao ||E(t)|] < Me*t, i.e., ||E(t)]| ¢ limitada em [0,T]. Observe-
mos, a seguir, que £ é continua na topologia uniforme de £(X) porque, se h > 0,

|E(t+h) = E@)[| = [[E@)(ER) = DI < [|E@] - [[E(h) = I|][ =0
quando h —+ 0 e, se 0 < h <,
|E(t —h) = E@)|| = [[E(t —h)(I — E(R))|| < [|E® = h)[|- |[[E(h) —I|][ =0

quando h — 0 porque ||E(t—h)|| é, como se mostrou, limitada em [0, ¢]. Da continuidade
de E, relativamente a topologia uniforme de £(X), resulta ua integrabilidade no sentido

de Riemann e 1
lim /0 E(t)dt = E(0) = I,

relativamente a essa mesma topologia (Corolario A.4.3 do Apéndice). Segue-se dai que

podemos determinar um p > 0 tal que
1 re

H—/ E@) —1I|| <1,
pJo

o que implica que

—/OPE(t) dt
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e, consequentemente,

donde
%: G/pﬁhE(t)dt_%/ohE(t)dt) (/OpE(t)dt)1

e como o membro da direita dessa igualdade converge na topologia uniforme de £(X), o
mesmo acontece com o da esquerda. Seja, entdo, A o limite uniforme de (E(h) — I)/h
quando h — 0%, Tem-se A € £(X). Isto significa que E(t) é derivavel & direita no ponto
0, relativamente a topologia uniforme de £(X) e

d* E(0)

= A
dt

Ainda mais, por b), Vh > 0,

E(t+h) — E(t)
h

E(h) -1
h

= B()

e, como o segundo membro converge na topologia uniforme para E(t)A, resulta que E é
derivavel a direita em todo ¢t > 0 relativamente a topologia uniforme de £(X) e

d+ B(t)
dt

= B(t)A.

Analogamente,

d+ B(t)
dt

=AE(t) e

Consideremos, por fim, a fungao

Temos

do(t) _ dE()

p7 y7 e _ Bt Ae D = B(t) A4 — E(t) A 94 = 0.

Consequentemente (Teorema A.3.1 do Apéndice) ¢ é constante. Mas ¢(0) = e“4. Logo

E(t)ev 94 = ¢ud vt >0,
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donde E(t) = ¢4, q.e.d..

Nos espacos de dimensao finita as trés topologias apontadas acima coincidem com a
topologia usual desses espagos e como, na demonstragao do Teorema 1.1.1, nao foi feito
apelo a dimensao do espago, esse teorema tem validade nos espacos de dimensao finita.
Fica justificada, dessa forma, a afirmacao, feita anteriormente, que a)—c) caracterizam
e quando o espaco ¢ de dimensao finita.

Além disso, como a convergéncia uniforme implica convergéncia forte, o Teorema 1.1.1
vem mostrar que a defini¢ao a seguir generaliza a de fun¢ao exponencial.

1.2 Semigrupos de Classe C

1.2.1 Definig¢ao. Seja X um espago de Banach e £(X) a dlgebra dos operadores lineares
limitados de X. Diz-se que uma aplica¢ao S: RT — L(X) é um semigrupo de operadores
lineares limitados de X se:

[) S(0) =1 onde I é o operador identidade de £(X);

IT) S(t+s) =S(t)S(s), Vt,s € RT.

Diz-se que o semigrupo S é de classe Cj se
1) lim ||S(t) — Dz||=0 Vz € X.
t—0t+
Mostraremos a seguir que sao validas para os semigrupos de classe C as propriedades
fundamentais da funcao exponencial.

1.2.2 Proposigao. Se S é um semigrupo de classe Cy , entao ||S(t)|| é uma fungao
limitada em todo intervalo limitado, [0,T].

Demonstracao: Em primeiro lugar, existe § > 0, e M > 1 tais que
IS@I <M, Viel0,].

Com efeito, se isto ndo acontecesse existiria uma sucegao (t,), t, — 07, tal que ||S(¢,)| >
n, ¥n € N (N = conjunto dos niimeros naturais). Mas entao, pelo Teorema da Limitagao
Uniforme, ||S(t,)z|| ndo seria limitado para pelo menos um = € X, o que estaria em
contradigao com III). Além disto, M > 1 porque ||S(0)|| = 1, por I).

Seja, agora, t € [0, T]. Entao t = nd + r, para algum inteiro nao negativo n e algum
real 7 tal que 0 < r < §. Logo, como no Teorema 1.1.1,

IS@| = [I1S(nd+r)[| = [[S@)"S(r)|| < [[S@)[["|S(r)]| < M =
= MM"™ < MM/® = Me*t,

onde w = 07! log M > 0. Portanto, se t € [0,T], entdao ||S(t)|| < Me*T, ie., [|S(t)]] ¢
uma fungdo limitada em [0, 7.
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1.2.3 Corolario. Todo semigrupo de classe Cy € fortemente continuo em RY i.e., se
t € RY entdo
lim S(s)x = S(t)x Vo e X.

s—t

Com efeito, seja t € RT. De h > 0 vem
I1S(t+ h)e = Szl = |[S@)[S(h) — Lzl < SO - [[(S(h) = D[] = 0
quando h — 0% e, de 0 < h < ¢,
1S(t = h)x = S(t)x|[ = [[S(t = h)(I = S(h))xl| < [|S(E = H)|- [[(S(h) = Dxl[ =0
quando h — 0" em virtude da Proposicao 1.2.2. Logo,

lim S(s)x = S(t)z Vo € X.

s—t

1.2.4 Observagao. Os semigrupos de classe Cy sdo conhecidos por semigrupos forte-
mente continuos o que encontra justificativa no Corolario 1.2.3.

Viu-se, na demonstracao da Proposicao 1.2.2, que existem M > 1 e w > 0 tais que
[|S#)|| < Me** Vit >0,

resultado que sera, agora, melhorado.
Preliminarmente demonstraremos o lema a seguir sobre as fungoes subaditivas em RY,
isto é, fungoes p: R™ — R tais que p(t + s) < p(t) + p(s).

1.2.5 Lema. Seja p uma fungao subaditiva em R e limitada superiormente em todo
intervalo limitado. Entdo, p(t)/t tem um limite quando t — +oo e

t t
lim P _ g 2O (1.2.1)
t—oo t>0 ¢
Demonstragao: Pondo
t
inf ]& = Wy,
t>0 ¢

temos —oo < wp < +00. Seja w > wy . Entao existe T > 0 tal que p(T)/T <w. Set >0
enétal quet =nT +r, com 0 <r <T, temos

<o) _pT +r) _ np(T) +p(r)

Wy > ~ =
t t t
nTp(T)  p(r) _nT = p(r)
- < = LAV
Tt + t Tt W t
Mas p é limitada nos intervalos limitados e < T', donde p(r)/t — 0 quando t — oc.
Logo,
t t
wy < liminflﬂg limsupmgw
t—o0 t t—o0 t
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donde (1.2.2) pela arbitrariedade de w.

1.2.6 Proposigao. Seja S um semigrupo de classe Cy. Entao

i WEISOL _ g lISO _ 122)

t—00 t t>0 t

e para cada w > wy , existe uma constante M > 1 tal que

[|S(#)|| < Me**, Vt > 0. (1.2.3)

Demonstracao: Como

log [|S(t+ s)[| = log ||S()S(s)[| < log |[S@D) 1S ()] =
= log [[S(®)|] + log |5 (s)]]

a fungdo log||S(t)|| é subaditiva em R*; pelo Proposicao 1.2.2 é limitada superiormente
em todo intervalo limitado. Logo, pelo Lema 1.2.5, com p(t) = log||S(t)|], tem-se (1.2.2).
Se w > wy pode-se, entao, determinaar ¢, tal que para t > t; tem-se

log IS _
t

Além disto, ||S(t)|| é limitado em [0, %], i.e., ||S(t)|| < My V't € [0,t0] e como ||S(0)|| =
I1I|| =1, My > 1. Se w > 0 tem-se, entao, de (1.2.4),

(1.2.4)

log ||S(t)|| < wt + log My, ¥t >0
donde, pondo M = M, tem (1.2.3). Se w < 0, ainda de (1.2.4) tem-se
log ||S(1)|| < wt — wty +log M, , ¥t >0
donde, pondo M = My e % tem-se, ainda, (1.2.3). Em ambos os casos M > 1, q.e.d..
1.2.7 Definigao. Quando wy < 0, existe M > 1 tal que
1S()|| < M, Yt > 0.

Nesse caso diz-se que S é um semigrupo uniformemente limitado de classe Cy. Se, além
disto, M =1, S é dito semigrupo de contracoes de classe Cy .

1.2.8 Defini¢ao. O operador A definido por

-1
D(A) = {x € X; }lliH(l) %x existe}
—
Az = lim Mw Vo e D(A)
h—0 h
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¢é dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Vamos designar por A, o operador linear limitado (S(h) — I)/h, h > 0.
1.2.9 Proposicao. D(A) é um subespago vetorial de X e A um operador linear.
Demonstracao: Consequéncia imediata da Defini¢ao 1.2.8.

1.2.10 Proposigao. Seja S um semigrupo de classe Cy e A o gerador infinitesimal de

S.
i) Sex e D(A), entao S(t)xr € D(A) Vt>0e

d
7 S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax. (1.2.5)

ii) Sex e D(A), entao
Sty - S(s)e = [ " AS(r) dr = / ' S(r) Ax dr (1.2.6)

t
iii) Sex € X, entao / S(t)xdr € D(A) e
0
t
SOt)x —x = A/ S(r)xdr. (1.2.7)
0

Demonstracao: Seja ¢ > 0 fixado. Para todo h > 0

S(t+h) — S(t)
h

r=A,5t)r = S(t)Apx.

Se x € D(A), o membro da direita desta igualdade tem um limite quando h — 0 o
mesmo acontrecendo, portanto, com os outros dois. Logo, S(t)x € D(A) e

d+
—= S(t)e = AS(t)x = S(t)Ax. (1.2.8)

Por outro lado, para 0 < h < t temos

S(t —h) — S(t)
—h

x=98(t—h)Apx =St —h)(Apxr — Az) + S(t — h)Az.

Mas pela Proposigao 1.2.2, ||S(t — h)|| é limitado para 0 < h < t e, como = € D(A), o
primeiro termo do membro da direita desta igualdade tende a zero quando h — 0, além
disto, pela continuidade forte de S (Corolario 1.2.3), S(t — h)Ax — S(t)Az. Logo

d-

— (e = S(t) Az, (1.2.9)
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De (1.2.8) e (1.2.9) temos i). Integrando (1.2.5) de s a t temos (1.2.6), o que demonstra
ii). Demonstra-se iii) observando que, Va € X,

A "S(Mwdr = % | "(S(h) = )S(r)z dr

t+h t
:%/t S(T)l’dT—%/ S(m)xdr

0

1 t+h 1 b
:E/t S(T)l’dT—ﬁ/ S(r)xdr

0

e que, quando h — 0, o membro da direita desta igualdade tende a S(t)x — z, pela
continuidade forte de S.

1.2.11 Proposigao. i) O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy é um
operador linear fechado e seu dominio é denso em X.

ii) um operador linear A, fechado e com dominio denso em X, é o gerador infinitesi-
mal de, no maximo, um semigrupo de classe Cy .

Demonstragao: i) Seja S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.
Pondo, para cada x € X e h > 0,

1 rh
xh:ﬁ/o S(t)xdt

tem-se, por iii) da Proposicao 1.2.10, z, € D(A) e como x;, — x quando h — 0, resulta

que x € D(A). Logo D(A) = X. Seja (x,), n € N, uma sequéncia de elementos de D(A)
tal que x, — = e Az, — y quando n — oo. Por ii) da Proposi¢ao 1.2.10 temos

S(h)z — 2 = /0 " S(t) Az, dt. (1.2.10)

Mas, pela Proposicao 1.2.2, existe um M tal que |[S(¢)|| < M para todo t € [0, hl; logo,
se t € [0,h]

1S(8) Az, = Syl < [ISOI] - [[Azn = yl| < M| Az, =yl

donde S(t)Az, tende a S(t)y, uniformemente em [0,h]. No limite, quando n — oo,
temos, entao, por (1.2.10)

S(h)z — o = /O " Sty dt.
Logo < -
Ao y ) Sy

e, como o segundo membro dessa igualdade tende a y quando h — 0, resulta que z € D(A)
e Az = y. Logo A é um operador fechado, o que completa a demonstragao de 1i).
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ii) Suponhamos que A seja gerador infinitesimal dos semigrupos S; e S, de classe (.
Se 0 < s <t < oo, para cada z € D(A), a fungao

o(s)x = Si(t — s)Sa(s)x

é diferenciavel no intervalo 0 < s <t (§3 do Apéndice) e, de acordo com i) da Proposi-
cao 1.2.10,

%qﬁ(s)x = S1(t — s)ASy(s)x — S1(t — s)ASa(s)x = 0.

Segue-se do Teorema A.3.1 do Apéndice que ¢(s)x é constante para 0 < s < ¢. Tem-se,
entao,
Si(t)x = ¢(0)z = ¢(t)x = Sa(t)x Vo € D(A),
donde
Si(t)x = Sa(t)x Vo € X,
pois D(A) é denso em X e Si(t), S2(t) € L(X).

1.2.12 Exemplos:

1) As restrigoes das fungoes exponenciais a R* sdo exemplos de semigrupos de classe
Cy, o que decorre do Teorema 1.1.1 e do fato que a convergéncia uniforme implica a
convergéncia forte. O gerador infinitesimal de e*4 é A porque

ehd — T

. Tz — Ax

< [JA]| ("M = 1)[a]| = 0

quando h — 0.

2) Seja C(R) o espago de Banach das fungoes reais, uniformemente continuas e limitadas
em R, com a norma

[lull = sup fu(z)|.
z€R
Para cada t > 0 e u € C(R) ponhamos
S(tyu(zr) = u(z +1) = w(w).

Para cada t > 0 e cada u € C(R) tem-se u; € C(R), como é ébvio, isto é, S(t) é
uma aplicacio de C'(R) em C(R). E evidentemente uma aplicacio linear que ¢ limitada
porque de

sup |u(z +1t) = sup |u(z)]
zeR z€R

vem ||S(t)|| = 1. Logo,
S: Rt — L(C(R)).

Obviamente S satisfaz I) e II) e, além disto, para cada u € C'(R)

[|S(t)u — ul|| = sup |u(z +t) —u(z)| = 0
reR
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quando t — 0" porque u é uniformemente continua. Logo S é um semigrupo de contra-
¢oes lineares de classe Cy. Se u € D(A), entao existe

. _ iy Ut h) —u(@)
e Anel) = i

uniformemente em x e esse limite pertence a C(R). Logo u é derivavel a direita e
dtu(z)/dx € C(R). Segue-se, pelo Lema de Dini (Lema A.3.2 do Apéndice), que u é
derivavel e v € C(R). Reciprocamente, se u € C(R) e v’ € C(R), entao de

U(ZL‘+ h})l_u(l') —UI(ZL‘) _ %/Oh[ul(l"f“t) _u,(x)| dt

decorre que existe lim Ay, u(z), uniformemente em x, quando h — 0 e esse limite é u/(x)
h—0

(Proposicao A.3.4 do Apéndice). Logo u € D(A) e, assim,
D(A) = {u € C(R);u’ existe e pertence a C'(R)}

e Au=u'. S é conhecido por semigrupo das translagoes a esquerda em C(R).

O exemplo ainda é vilido quando se substitui C'(R) por LF(R), C(R*) e LP(RT),
1 <p<oo.
3) Seja Ny, t > 0, a funcdo definida em R™ por

Ny(z) = (4nt) /2 e e/ ,

onde |z = af + -+ 22 se x = (z1,...,2p).
Da bem conhecida integral
T
forae= ()
n a

resulta imediatamente que N; € L'Y(R™) e [[Ny||p1 ) = 1. Pelo Teorema A.7.4 do
Apéndice tem-se, entao,

n
2

Ny xu € L*(R") Vu € L*(R").
Portanto, definindo S(t) por S(0)u =u e

(S(H)u)(z) = (N1 * u)(z) = (4mt)~™? / e~12=VP/4t 4y () dy (1.2.11)
se t >0, S(t) é um operador de L*(R"™), obviamente linear e
1S ()ul| L2y = [N * ullr2@ny < [ull 2@y ,

i.e., S(t) ¢ uma contragao linear de L*(R"). Vamos mostrar que S é um semigrupo de
classe Cy de L*(R™). Pela definigao de S ja se tem S(0) = I, i.e., a condigao I) da
Definigao 1.2.1 é satisfeita. Pelo que esta dito no §8 do Apéndice tem-se

N.N,(z) = (27)% Ny(z)N,(x)



12 CAPITULO 1. SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES

e como pelo Exemplo A.8.1, ainda do Apéndice,
Ni(@) = (2m) % etlP,
segue-se que
NN,(z) = (2m)% Ny(x) - Ny(z) = (27)% (27) "% e o (2m) % ool =
= (2m)7 % ekl = N, ().

Dai vem
Nt * Ns = Nt+5

e, portanto,
S(t+s)u = Nypsxu=(Npx Ng) xu= Ny (Ngxu) =S(t)S(s)u,
para todo u € L*(R"). Logo, S satisfaz IT) da Definigao 1.2.1. Como de
(S(h)u—uw) = (Np*u—u) = Ny xu—t = (e —1)a
vem

H@WW—WW@wnZWKWKJM%mnzf\@”W—UWMQW%

n

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, / le E* — 112 ]a(6)[>dé — 0 quando
Rn

h — 0 segue-se que
|S(h) — I)ul|r2@ny — 0, quando h — 0,

visto que a transformagao de Fourier ¢ uma isometria de L?(R"). Portanto, S é um
semigrupo de contragoes lineares de L?(R"), de classe Cj .
Vamos agora determinar o gerador infinitesimal de S. Temos

S(h) —1I S(h) — I A
R I I I
h L2(Rn) h L2(Rn)
Nyvu—1t e P —a
h L2(R™) h L2(R™)
ehl* 1 A
—_— U — v
h L2(R")

donde Au = v se, e 86 se, —| - |24 = . Mas, sabe-se que, —|z|* 4(x) = Au(z), onde A
é o operador de Laplace tomado no sentido das distribui¢oes. Logo, Au = v se, e s0 se,

Au = 7 e, portanto, se, e s6 se, Au = v. Conclui-se dai que:

D(A) = {u; u € L*(R") e Au € L*(R™)}
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Au=Au VYueD(A).
4) Seja S um semigrupo de classe Cy, A seu gerador infinitesimal e ponhamos
S(t) = eMS(t).

Vamos mostrar que S ¢, igualmente, um semigrupo de classe Cy e que seu gerador
infinitesimal é A — \I.

Com efeito, as I) e II) sdo obviamente satisfeitas e, como

Sty —T=eMS{t)—T=eS{t)— 1)+ (e 1)1
segue-se que quanto t — 07,
1(5(t) = D()|| =0, VzeX,

uma vez que S é um semigrupo de classe Cy e e —1 — 0 quando ¢t — 0F. Logo S ¢
um semigrupo de classe Cy. A igualdade
S(hy—1 — e S(h)y—1) e M—-1)I

xr = x + X

h h h

mostra que o gerador infinitesimal A, de S é dado por A=A — A

1.2.13 Definigao. Seja S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.
Ponhamos A° = I, A' = A e, supondo que A""! esteja definido, vamos definir A"
pondo:

D(A") ={z; 2 € D(A" ) e A" 12z € D(A)}
A"z = A(A" '), VaeDA).

1.2.14 Proposicao. Seja S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.
Temos:

i) D(A™) é um subespago de X e A™ é um operador linear de X ;

ii) Sex € D(A"), entao S(t)x € D(A"),Vt>0e

% S(t)x=A"S(t)xr = S(t)A"z, Vn € N;

iit) E vdlida a férmula de Taylor: se x € D(A™), entdo

1
(n—1)!

S(t)x = nf (t—a)* SkS(a)x +

t
o / (t —7)" L A"S(r)x dT;
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¢ ¢
iv) (S(t[)"x:/ / S(r+ - +1)A"dr ...dr, Vo € D(A");
0 0

v) ND(A") é denso em X.

n

Demonstragao: i) e ii) sdo triviais; iii) é obtida por indugdo observando que por inte-
gracao por partes do resto tem-se

ﬁ /at“ — 1) AN (r)w dr =
=P sae g [a - o arsiear

A iv) é uma generalizagdo imediata de ii) da Proposi¢ao 1.2.10 com s = 0. Vamos
demonstrar v). Seja Y o conjunto dos elementos de X da forma

y = /O°° o(1)S(t)x di (1.2.12)

onde p: R — R é uma funcao infinitamente diferencidvel e com suporte compacto contido
em [0,00). Como ¢(t)s(t)z é uma fun¢do continua, definida em R, com valores em X
e que se anula fora de um intervalo limitado, a integral (1.2.12) existe. Temos

vy =3 [T e@IS0+ b~ S(O)wdr =

porque
h
/ ot — B)S(t)zdt =0
0
uma vez que o suporte de ¢ estd em [0, 00). Como, por hip6tese,h ! (p(t—h)—o(t)) tende

uniformemente a —¢’ em R, quando h — 0 (Proposi¢do A.3.4 do Apéndice), segue-se
que

lim Ay = — /Oo ¢'(t)S(t)x dt,
h—0 0
ie,y € D(A) e Ay € Y. Por indugao, y € D(A"), Vn € N, donde Y C Oﬁ D(A™).

Vamos mostrar que Y nao ¢é denso em X e, consequentemente, que ﬂ D(A™) é denso

em X. Vamos supor que Y nao seja denso em X. Entao, pelo Teorema de Hahn-Banach,
existe um x¢g € X e um z* € X* tais que

(x*,29) =1, e (z",y) =0, VyeY.
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Mas entao
/O T o), S(t)z)dt = <x /0

para todo x € X e para todo ¢ nas condigoes indicadas. Mas (z*, S(t)x) é uma fungao

o0

o(£)S(8)z dt> — (", y) =0 (1.2.13)

continua em [0,00) que no ponto t = 0 toma o valor 1. Consequentemente, é positiva
em (0,7) para algum T tal que 0 < T < co. Portanto, para a fungao ¢ definida por

1
(1) = exp —(%)2_(%_02 se 0<t<T

0 se t<O0out>T,

que estd nas condigoes indicadas, cujo suporte é [0, 7] e é positiva em (0,7"), tem-se

| e Sttt 0

o que contradiz (1.2.13).
1.2.15 Lema. Seja A um operador linear fechado de X. Pondo, para cada x € D(AF),

k
2l =D [|Az]| (1.2.14)
j=0

o funcional | - |, é uma norma em D(A*) munido da qual D(A¥) é um espaco de Banach.

Demonstragiao: Como ji foi visto na Proposicio 1.2.14, D(AF) é um subespago de
X e, como ¢ imediato, | - |, ¢ uma norma em D(A*). Se z, € D(A¥), n =1,..., ¢
|z — xn|k = 0 quando m,n — oo, entdo, de acordo com (1.2.14),

A7z, — Alay|| =0, §=0,1,....k

e, portanto, (A’x,) é uma sucessdo convergente, 5 = 0,1,...,k. Em particular, (z,)
é convergente. Seja r = T}Lrglo 7,. Como A7 é fechado e (A7x,) converge segue-se que
r € DA e Az, — Az, 5 =0,1,..., k. Logo |x, — x|z — 0 o que mostra que D(A*)
com a norma (1.2.14) é um espago normado completo, i.e., um espaco de Banach.

1.2.16 Definigao. A norma (1.2.14) é dita norma do grdfico. O espago de Banach que
se obtém munindo D(A*) da norma (1.2.14) serd representado por [D(AF)].

1.2.17 Observagao. Resulta de (1.2.14) que se u: [0,00) — X é uma fungao tal que
i) u(t) € D(A¥),Vt € A C[0,00), A aberto;
ii) u admite n derivadas e
d’u

Y eDAY)VteA, j=1,...,n;
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iii) as funcoes
du  du L du !
I T e e e e I — oo, n
dtj ? dtj ? Y dtj ? j Y ?

sao continuas em A;

entao

u € C™(A, [D(AM))).
1.2.18 Proposicao. Se A ¢é o gerador infinitesimal de um semigrupo, S, de classe Cy
entdo, ¥z € D(A"), S(t)xz € C" ([0, 00); [D(A¥)]),k =0,1,...,n.
Demonstragao: Dex € D(A") vem z € D(A7) e Alx € D(A™), j =0,1,...,n. Como,
pela Proposigao 1.2.14, de x € D(A7) vem S(t)r € D(A7) e %S(t)x = AS(t)r =
S(t)Alx e de Az € D(A™7) vem S(t)Alx € D(A"7), t > 0, tem-se
4’ ,
o5 S(t)r € D(A™7) ¥Vt > 0.
Mas se 0 < j <n — k e, portanto, k < n — j, entdo D(A"7) C D(A*). Logo

dJ
@S(t)x: [0,00) = D(A"), 0<j<n—k

além disto, para 0 < j < n — k as fungoes

w o L
A p St)r = AAS(t)x = S(t)A e, 0<i<k,

sao continuas. Logo, de acordo com a Observagao 1.2.17,

S(t)x € C"7*([0,00); [D(A")]), k=0,1,...,n.

1.3 Semigrupos Diferenciaveis

1.3.1 Observagao. Foi visto em i) da Proposi¢ao 1.2.10 que se = € D(A) entao S(t)x €
D(A), Vt > 0; portanto, S(t)D(A) C D(A), Vt > 0. Essa propriedade nao é, em geral,
valida para todo z € X porquede S(t)X C D(A)Vt>0vem X =X = S5(0)X C D(A),
isto é, D(A) = X e, assim, de acordo com o Teorema do Gréfico Fechado, A é um
operador linear limitado, recaindo-se no caso particular da convergéncia uniforme, ja
estudado no Teorema 1.1.1. Isto ndo acontece, contudo, se S(t)X C D(A) apenas para
t > 0 e, de um modo mais geral, apenas para t > to > 0. E esse caso particular que
vamos considerar agora.

1.3.2 Definicao. Diz-se que um semigrupo, S, de classe Cy, com gerador infinitesimal
A, é diferencidvel parat >ty > 0se S(t)X C D(A)Vt > ty. Diz-se que S é diferencidvel
se S ¢é diferenciavel para t > 0.
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1.3.3 Teorema. Seja S um semigrupo diferencidvel para t > to e S™(t) o operador
linear definido por S™(t) = A"S(t), A°=1,n=0,1,.... Entdo:

i) O operador S™ (t) tem as sequintes propriedades:
a) Vt > (n+ 1)ty e todo s tal que t —ty > s > nty tem-se

SWtyr =St —s)S"(s)z, Ve e X, n=0,1,...; (1.3.1)

b) S (t) é limitado para todo t > nty, n=0,1,... ;

¢) SOty =[AS(H)]" = [SD(L)]" Vit >ntg, n=1,...;

i)V € X a fungio S(t)x é n vezes continuamente diferencidvel em todo t > nty e

dn
pm St)x=S"(t)x, n=1,...;

iii) S™ ¢ uma funcio continua na topologia uniforme de L(X) em todo t > (n + 1)ty
n=20,1,...;
iv) A fungio S é n wvezes diferencidvel na topologia uniforme de L(X) em todo t >
(n+ 1)ty e
dn
dtn
Demonstracao: i) Det > tget—tyg > s> 0vemt—s > tge, comoty > 0,t—s > 0. Por
IT) da Definicdo 1.2.1 tem-se, entdao, S© (t)x = S(t)x = S(t —s)S(s)x = S(t —5)SO(s)x
Vx € X. Portanto a) é valida para n = 0. Suponhamos vélida para n e seja t > (n+2)t,
et—ty > s > (n+ 1)tg. Observe-se que se 7 > (n + 1)ty, entdo, da hipitese de
inducdo, (1.3.1), resulta que S™(7)xz € D(A) Vo € X. Logo, de s > (n + 1)ty vem
SM(s)x € D(A) Yo € X. Dai, por i) da Proposicao 1.2.10,

S(t)y=5"(t), n=1.....

S(t—5)S™(s)x € D(A)

AS(t — 5)S™(s)x = S(t — s)AS™ (s)z Vz € X.

Mas t > (n+2)tg > (n+ 1)tg et —typ > s > (n+ 1)ty > nty. Pela hipétese de indugao
segue-se, entao, que

SW(H)r =St —s5)S™(s)z Vo e X
donde

St (e = ASMW (H)x = AS(t — 5)S™ (s)z =
S(t —s)AS™ (s)z = S(t — s)S™ V) (s)x Vz € X,
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i.e., a) é valida para n + 1. Logo é vilida paran =0,1,... .

b) Para n = 0, b) é trivial. Suponhamos b) vélida para n e seja t > (n + 1)t;. Dai
vem t > nty, donde S™ () é, pela hipdtese de indugao, um operador limitado de X
e, portanto, fechado. Analogamente A é fechado pois é o gerador infinitesimal de um
semigrupo de classe Cp. Logo S™*1(¢) é fechado pois SV (¢) = AS™(t). Além disto,
de t > (n + 1)t segue-se, por (1.3.1), que S™(t)x € D(A) Yz € X e, dai, que S™+(¢)
é definido em todo o espago X. Pelo Teorema do Grafico Fechado segue-se, entao, que
ST+ (1) ¢ um operador limitado.

c) Para n = 1 a férmula c¢) é trivial. Suponhamos vélida para n e seja t > (n+ 1)t e
t —ty > s > nty. Dai vem, por a),

St () = ASM (1) = AS(t — 5)S™(s) = AS(t — s) [AS (i)}"

n

e, como da hipdtese vem t —ty > nt/(n+ 1) > nty, podemos fazers = nt/(n+1). Entao

semtg-as(o) ()T

B {AS (n—tH) - [S(D (n—tH)

ii) Por hipdtese, se t > tg, entdo S(t)xr € D(A) Vo € X. Portanto, se t > tg, existe o
limite de A,S(t)x quando h — 0T e

n+1

lim A,S(t)xr = AS(t)z, Vo € X,

h—0t

i.e., S(t)x é derivavel a direita em todo t >ty e

+
(fi_t S(t)x = AS(t)x Vz € X.

Seja t > s > ty. Entao, por i), AS(s) é um operador linear limitado e, como
AS(t) = AS(s)S(t — s),
tem-se que, para |h| <t — s,

[|AS(t + h)x — AS(t)z|| = ||AS(s)S(t+ h — s)x — AS(s)S(t — s)z|| <
< ||AS()|| - ||IS(t+h —s)x—S(t—s)x|| =0
quando h — 0, visto que S é fortemente continuo. Logo, AS(t)x é continua em todo

t > ty, Vo € X. Segue-se, pelo Lema de Dini, que S(t)z é continuamente diferenciavel
em todot>ty,Vere X, e

d 1
p S(t)x = AS(t)x = SW(t)x,
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o que demonstra ii) para n = 1. Suponhamos ii) valida para n e seja t > (n + 1)ty e
t —ty > s> nty. Por (1.3.1) temos, entao,

S™W () =St —s)S™(s)x V€ X.

Mas t — s > ty, donde S(t — 5)S™(s)z é continuamente diferenciavel pois ii) ¢ valida
para n = 1. Logo, Vo € X, S"™(t)x é continuamente diferenciavel para t > (n + 1)t
donde, pela hipétese de indugao, S(t)x é n + 1 vezes continuamente diferencidvel para
t>(n+1t,Vee X, e
dn—i—l d
T S = — SM () = AS(t — 5)S™ (s)x = AS™W (H)x = 5" (t)x
o que completa a demonstragao de ii).
iii) Seja t > to, s tal que t > s >ty e |h| <t — s. Dai vem, por ii),

t+h
S(t+h)x — S(t)z = / AS(P)adr, V€ X.
t
Se 7 > s tem-se
AS(T)x = AS(s)S(T —s)x Vo € X.

Dai vem, para os pontos 7T tais que 7 > s, |[|[AS(7)z|| = [|AS(s)S(T — s)z|| < [|AS(s)]] -
||S(T—3s)||-]|z|| V& € X, uma vez que, por i), AS(s) é um operador linear limitado. Em
particular, para os pontos 7 do intervalo de extremos ¢ e t+h tem-se ||AS(7)x|| < M||x|],
onde M é uma constante, pois ||S(7 — s)|| é limitada nos intervalos limitados. Logo,

1S(t + h)z — S(t)z|| < M|h| - ||z]] Yz € X,

donde [|S(t + h) — S(t)|| < M|h| — 0 quando h — 0, i.e., S é continua, na topologia
uniforme de £(X), no ponto t > t;. Deste modo, iii) é valida para n = 0.

Seja, agora, t > (n+ 1)tg et —ty > s > nty. Dai vem t — s > ty, donde se
|h| <t—s—ty,entdo t+h —tg>s>ntye (t+h)> (n+1)ty. Logo, por (1.3.1),

SM (1) = S(t — 5)S™(s)

ST (t 4+ h) = S(t+h—s5)S™(s).

Agora, tendo em vista que S™(s) é, por i), um operador linear limitado, pois s > nt,
e que, pelo que ja foi demonstrado, S é uma fungao continua, na topologia uniforme de
L(X), no ponto t — s, segue-se que

1S™(t+ h) = S™()]] < [|S(t+h—s) = S(t—s)||- [[S™(s)]| = 0

quando h — 0, i.e., S™ é continua na topologia uniforme de £(X) para t > (n + 1)t,.
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iv) Sejat > (n+ 1)ty e |h| <t — (n+ 1)ty. Por ii) tem-se

t+h
SOV (t 4 h)x — SOV (t)x = SW(Pzdr Vo e X, (1.3.2)
t
Mas, por iii), S™ é continua, em todo 7 > (n + 1)ty , na topologia uniforme de £(X);
logo, S™ é integravel no intervalo de extremos t e t + h e
t+h

S (7)x dr

t
¢ um operador linear limitado. Portanto,

t+h t+h
SO (r)e dr = [ / s<n><7>dT] .
t

t

e dai, por (1.3.2),
t+h
[S(nJrl)(t +h) — S(nfl)(t)]x = [/ S (T)dT] x Vxe X,
t

donde
t+h

SUN (4 h) = V(@) = [ 8 (r)ar,

t
Dividindo ambos os membros por h e passando ao limite quando h — 0 temos

% St=D()y = SM(t) Vi > (n+1)t,. (1.3.3)

Para n = 1 tem-se, pois,

%S(t) = SW(t) V> 2,

i.e., iv) é verdadeira para n = 1. Suponhamos verdadeira para n — 1, i.e.,

dnfl
dtn=1

S(t) = ST V() YVt > nty, (1.3.4)

e seja t > (n+ 1)ty. Entao t > nty e por (1.3.3) e (1.3.4)

d "
S™(t) = - S=U () = T S(0) V> (n+ 1ty

o que completa a demonstracao.

1.3.4 Corolario. Se S é um semigrupo diferencidvel, entdo S é n vezes diferencidvel
na topologia uniforme de L(X) em todo pontot >0 e
dTL

T S(t) = SM(t) = A"S(t) = [AS(t/n)]", ¥n e N. (1.3.5)
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1.4 Geracao de Semigrupos

1.4.1 O Resolvente de um Operador. Seja A um operador linear de X. O conjunto
dos A € C, (C = corpo dos nimeros complexos) para os quais o operador linear A\I — A
é invertivel e seu inverso é limitado e tem dominio denso em X, representado por p(A),
é dito conjunto resolvente de A. O conjunto o(A) = C\p(A) é dito espectro de A. O
operador linear (Al — A)~!, A € p(A), representado por R(\, A), é dito resolvente de A.
Para simplificar a escrita, quando nao houver possibilidade de confusao, escreveremos
simplesmente A — A em lugar de A/ — A.

Observe-se que, quando o operador linear A é fechado, R(\, A) é igualmente fechado,
logo, VA € p(A), R(\, A) é um operador linear limitado e fechado em um conjunto denso
em X. Seu dominio é, pois, X.

No caso particular em que X = C, todo operador linear A de X é da forma Ax = ax
onde a € C. Nesse caso particular tem-se, pois, R(\, A) = (A —a)~'. Além disto a é o
gerador infinitesimal do semigrupo (fungao exponencial) €' e, como é imediato,

1

R\ A) = ;) :/OO e Medt, Re A>Rea.
—a Jo

Portanto, o resolvente do gerador infinitesimal é a transformada de Laplace do semigrupo.
Essas consideragoes estendem-se facilmente aos operadores A € L£(X), qualquer que seja
o espaco de Banach X. E natural, pois, indagar se tal representacio nio seria vélida
quando A nao é limitado. O teorema a seguir mostra que é.

1.4.2 Teorema. Seja S um semigrupo de classe Cy com gerador infinitesimal A. Se

ReA > wq , onde
log [|S(2)]]

wo = lim ————"—
t— o0 t

entio \ € p(A), existe a integral

/OO eMS(Mtadt, VreX,
0

RO\, A)z = / T e NS(Hedl, VreX. (1.4.1)
0

Demonstracao: Seja Re A > u > w > wy. Entao existe, pela Proposicao 1.2.6, uma
constante M > 1 tal que
IS < Me', t>0.

Logo, ||le™ S(t)x|| < M elF»=Re X||z|| < M e@=#Mt |2||. Mas

/ X et gy =
0 pU—w
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e como a funcio e S(t)r é continua segue-se, pelo teste de Weierstrass, (A.5.1 do
Apéndice), que a integral

Ry (x) :/Oooe’\tS(t)xdt, Re A > w, z € X,

é convergente. Além disto, R, é, obviamente, linear e é limitado porque ||R,|| <
M

— . T
(Re A —w) oS

Loy Loy

AhR,\(:c):—/ e S(t—i—h):cdt——/ e S(t)xdt
h Jo h Jo
. / e M S () dt — c e M S(t)wdt,
h 0 h Jo

donde

lim ApR)(x) = ARyz —z, VzelX.
h—0+

Segue-se dai que
Ry(x) e D(A) Ve X e (M — A)R\(x) = x. (1.4.2)
Por outro lado, de x € D(A) vem, levando em conta que, pela Proposi¢ao 1.2.11, A é

fechado e que, pela Proposigao 1.2.10, S(t)Az = AS(t)x,

Ra(Az) = /0 TN () Ax dt =

_ / T AN S(Dadt = A / TN S(f)xdt = ARy ().
0 0

Dai e de (1.4.2) vem
Ry(M — A)x =2, YxeD(A

que, juntamente com (1.4.2) mostra que
Ry= (N — At =R\ A),

o que completa a demonstracao.

1.4.3 Corolario. Nas mesmas condicoes do Teorema 4.2:

RN A) = (“1)" RO\, A)
A 1.4.3
v . (1.43)
T RO A) = / et S(t)rdt, Ve X

n 0

Demonstragao: A primeira das féormulas (1.4.3) esta demonstrada no Apéndice (Coro-
lario A.1.4 do Apéndice). Como de wy < w < 1 < Re A vem

||€)\ttn+1 S(t)$|| S M||:E||tn+1 e(w—Re At S M||:E||tn+1 e(w_“)t — M(t)
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e a funcao que figura no membro da direita dessa desigualdade é continua e positiva e
sua integral em relacdo a t converge em [0, 00) e, além disto, e M t"*1 S(¢)z é continua,
segue-se, pelo teste de Weierstrass, (A.5.1 do Apéndice) que a integral

/ T+l S(t)x dt
0

converge uniformemente no semiplano Re A > p. Logo, pelo Teorema A.5.2 do Apéndice,
¢é permitida a diferenciacao sob o sinal de integracao em

/ TN S(f)x dt
0

d [ >

Ty P S
dX Jo 0

pela arbitrariedade de p e w.
Por indugao tem-se, entdo, a segunda das féormulas (1.4.3).

1.4.4 Teorema. (Hille-Yosida). Para que um operador linear A, definido em D(A) C X
e com valores em X, seja o gerador infinitesimal de um semigrupo S de classe Cy, €
necessdario e suficiente que:

i) A seja fechado e seu dominio seja denso em X ;

ii) Erxistam numeros reais M e w tais que para cada real X > w se tenha X € p(A) e

M
RMNA < —r, V N.
RN, A)"| < Oy "nE
Demonstragao: 1) Necessidade. Seja S um semigrupo de classe Cy. A Proposi-

¢ao 1.2.11 demonstra a necessidade de i). Para cada
> wy = Jim [(log | (2)])/4
existe, pela Proposicao 1.2.6, um M tal que
IS < Me*t, Vit >0.

Pelo Teorema 1.4.2, se A > w entdo A € p(A) e, pelo Corolario 1.4.3,

1 0
ROV A" = o / e =1 S (1) dt. (1.4.4)
n — +JO
Logo,
o M
RN, A < / gl gy — N
1RO AP < g [T oo el
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i.e., a condicdo ii) é necessaria.

2) Suficiéncia. A demonstragao da suficiéncia consiste em por
By=MNR\A) -\, A>w

e mostrar que o semigrupo (fungdo exponencial) e!Px tem para limite forte, quando
A — 00, um semigrupo de classe Cyy cujo gerador infinitesimal é A.

a) Vamos mostrar, em primeiro lugar, que
/\lim Ryx = Az, z € D(A). (1.4.5)
— 00
Como, por definicao,
RNAYMN —A) =1

tem-se

ARNA)—1T=R(\AA
donde, se x € D(A),
AR\, A)x — z|| = ||R(\, A) Az|| < M||Az||(A —w)™t =0
quando A — o0, isto é,
/\11320 AR\, A)x =z, VzeD(A).
Mas, como, por hipotese,
INR(A, A)[| < MIAJ(A = w)™!

tem-se

IAR(A, A)[| < 2M,

para A suficientemente grande. Segue-se dai que

lim AR\, A)z =z, VzeX,

A—00
uma vez que D(A) é, por hipétese, denso em X. Logo, levando em conta que B, =

AR(XA, A)A, para cada © € D(A) tem-se

lim Byz = lim AR(\, A)x = Ax.
A—00

A—00

b) Da definigdo de B, e das hipdteses tem-se
o (AP)"|IR(A,A)]

et = fletoerona-any) < -y LIRR AN
n—=0 mn:
< MM = (v _ A At

=\ —w)"
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Mas, wA(A — w)~! é uma funcido de A que tende a w quando A — oo. Logo, se v > w,
existe A\(7) tal que wA(\ —w)™! < 4, para todo A > A(7) e, assim,

[[eBA]] < M e, YA > Av). (1.4.6)

c¢) Vamos mostrar agora que e'®* tende fortemente para um operador linear limitado
quando A — oo. Ponhamos, por simplicidade, E\(t) = e®». Como, para cada \ e cada
i, R(A\, A) comuta com R(u, A), segue-se que B\B,, = B,B) . Levando em conta que

Salt) = e =3 A
n=0 n.

segue-se que B,S, = S5,B,,. Logo,

t d t
Sa(t)z — S, (t)r = /0 = [Su(t = T)Sa(r)aldr = /0 St — 7)SA(7)[ By — B,z dr,
donde, levando em conta (1.4.6),
1S3 (t)z — Su(t)z]| < M*te|[ By — Buall, VA pu> A7), v>w.

Mas, por (1.4.5), tem-se ||Byz — B,z|| — 0 quando A, u — oo, Vo € D(A). Logo,
Vo € D(A), S\(t)z converge, a convergéncia sendo uniforme em relagdo a ¢t em cada
intervalo compacto [0, T e isto é védlido YV € X pois, D(A) é, por hipétese, denso em X
e Sy(tg) é limitado quando A — oo. Segue-se, pelo Teorema de Banach-Steinhaus, que
existe um operador linear limitado S(¢) tal que

lim S\(t)x =S(t)xr, VeeX (1.4.7)

A—00

e a convergéncia é uniforme nos intervalos limitados.

d) Vamos demonstrar que S é um semigrupo de classe Cy com gerador infinitesimal A.
Como, para cada A > w, Sy é um semigrupo, temos

S(0)z = lim S,(0)xr ==

A—00
S\(t+s)x = /\lim Sa(t+ s)x = )\lim Sx(t)Sx(s)z = S(t)S(s)z,
—00 —00
para cada x € X e t,s > 0. Além disto, S(t)z é o limite uniforme de Sy(t)x, donde
continua. Consequentemente S é um semigrupo de classe C .

e) Resta demonstrar que o gerador infinitesimal de S é A. Temos, para A > A(y) e todo
x € D(A),

1S(t) B — S()Azl] < [1S3(8)Ba — Sx(t) Aal| + S (1) Az — S(t) Az| <
< [[SN\OI] - [[Baz = Az[| + [|Sx(1) Az — S (1) Axl| <
< Mte"||Byr — Azx|| + ||Sa(t) Az — S(t) Ax||
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e como, por (1.4.5), Vo € D(A), Byx — Az quando A — oo e, por (1.4.7)
Sa(t)Az — S(t)Ax

uniformemente em relacao a t em todo intervalo limitado, essa desigualdade mostra que
S)(t)Bax converge a S(t)Az, uniformemente em relagdo a ¢, em todo intervalo [0, 77,
Vx € D(A). Logo, passando ao limite, quando A — oo, ambos os membros da igualdade

t
Si(t)r —x = / S\(T)Byx dt
0
temos .
S()e—w = [ S(r)Awdr, VaeD(A).
0

Portanto, se B é o gerador infinitesimal de S, temos

_ t
Bx = lim Sr -z = lim 1/ S\(T)Az dr = Az,
0

t—0+ t t—0t ¢

para cada x € D(A). Consequentemente A C B. Mas, por hipotese, A € p(A) VA > w e,
como B ¢é o gerador infinitesimal de S segue-se, pelo Teorema 1.4.2, que A\ € p(B) para
cada A suficientemente grande, logo, se A é suficientemente grande temos A € p(A)Np(B).
Para tais valores de A temos

(M—-A)DA) =X, (MM-B)DB)=X
e como B D A tem-se
(M —-B)D()A) =X, (M—-ADA =X
donde,
D(A) = (M — B)"' X = D(B).
Logo A = B e, assim, A é o gerador infinitesimal de S, o que completa a demonstragao.

1.4.5 Corolario. Para que um operador linear A seja gerador infinitesimal de um
semigrupo de ckasse Cy tal que ||S(t)|] < e, t > 0 € necessdrio e suficiente que A seja
fechado, seu dominio seja denso e se A > w, entdo \ € p(A) e

1
RMNA| < ——-
1RO, ANl < —

Com efeito, como Vn € N,

RO, A< RO, A" < Dy

o operador A satisfaz as condigoes do Teorema 1.4.4 com M = 1.
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1.4.6 Corolario. Para que um operador linear A seja gerador infinitesimal de um
semigrupo de contragoes lineares de classe Cy € necessdario e suficiente que A seja fechado,
seu dominio seja denso, (0,00) C p(A) e, VA >0,

[IAR(A, A < 1.

Demonstracao: Caso particular do Corolario 1.4.5 com w = 0.

1.4.7 Corolario. Seja um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal. Se
By = NR(\A) =M, A >w > wy, entio

S(t)r = lim ez, VreX. (1.4.8)

A—00

1.4.8 Notagao. Para simplificar a linguagem vamos escrever A € G(M,w) para expri-
mir que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores lineares limitados
de classe Cy, S, que satisfaz a condigao ||S(t)|| < M e“t, Vt > 0.

1.4.9 Proposicao. A —w € G(M,0) se, e s se, A € G(M,w).
Com efeito, por [\ — (A—w)] = [(A+w) — A] vé-se que X € p(A—w) & A+w € p(A4),
donde
RY C p(A —w) & RY +w C p(A) (1.4.9)

M
|RN, A—w)'|| < ||RA+w, A)"|| < IXE A > 0.

Portanto, pondo A no lugar de A + w no segundo membro dessa ultima equivaléncia,

M M
[|R(\, A —w)"| < 0 VA>0< [|[RN A < oo V> w. (1.4.10)
Além disto,
DA-w)=X DA =X (1.4.11)
e
A —w é fechado < A é fechado. (1.4.12)

A assercao feita decorre, agora, de (1.4.10)-(1.4.12), pelo Teorema 1.4.4.

Poder-se-ia, agora, indagar se, em vez de III) da Defini¢do 1.2.1, fosse suposto que
11I’) tl_ifofﬁr(ff*;(s(t)—f)@:(] Vee XeVa*e X7,

nao se teria uma generalizagdo dos semigrupos de classe Cj e, portanto, uma condicao
menos restritiva que a estabelecida por Hille e Yosida para os geradores infinitesimais
desses semigrupos? A resposta é negativa porque, como se mostra, todo semigrupo de
operadores limitados de X (Defini¢ao 1.2.1) que satisfaz III’) satisfaz também III). No
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caso dos semigrupos, III) e III") sdo, pois, equivalentes. A demonstra¢ao encontra-se em
24] e em [67].

Serd feita a seguir uma outra caracterizagao dos geradores infinitesimais dos semigru-
pos de contragoes lineares de classe Cy devida a Lumer e Phillips.

Seja X um espago de Banach, X* o dual de X e (-, -) a dualidade entre X e X*.
Ponhamos, para cada x € X,

J(@) ={a" € X7 (2, 27) = [J* = |]="[]*}.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, J(z) # @ V2 € X. Uma aplicacio dualidade é uma
aplicacdo j: X — X* tal que j(z) € J(z), Vo € X.
Imediatamente se vé que ||j(x)|| = ||z||.

1.4.10 Definig¢ao: i) Diz-se que o operador linear A: X — X ¢é dissipativo se, para
alguma aplicacao dualidade, 7,

Re(Az,j(z)) <0 VazeD(A). (1.4.13)

ii) Diz-se que A é m-dissipativo se for dissipativo e Z(A — A) = X para algum A > 0
(Z(A — A) = imagem de A — A).

iii) Diz-se que A é acretivo (m-acretivo) se —A for dissipativo (m-dissipativo).

1.4.11 Proposicao. Se A € dissipativo, entao
(A= A)x|| > A|z]| VA >0 eVz € D(A). (1.4.14)
Com efeito, se A > 0 e A é dissipativo, entao de
(A= Az, j(@)) = Allz]]* — (A=, j(2))
vem

Mzl * < Re{(A = A)z, j(2)) < (A= Az, j(2))] <
<[ = Al] - [l7 ()] = [[(A = A)[| - [[«]], YA >0 eV e D(A),

donde (1.4.14).

1.4.12 Proposicao. Se A é m-dissipativo e Z(Ag — A) = X, Ao > 0, entao:
i) Ao € p(A) e A € fechado;
i) (0,00) C p(A);

i) T\ — A) = X, YA >0.
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Demonstracgao: i) Por hipdtese Z(Ag — A) = X, V A\ > 0, e como, por (1.4.14), \g — A
é injetiva; (Ao — A)! existe, ainda por (1.4.14), Vz € X,

121l = [1(ho — A) (Ao = A) 7| = Aol [(Ao — A) " ],

i.e., (\g — A)™! € L(X). Logo, \g € p(A) e A é fechado.
ii) Tem-se \g > 0, por hipdtese, e A\g € p(A), por i). Portanto o conjunto

A = p(A) N (0, 00)

nao ¢é vazio e como p(A) é aberto, A é aberto em (0, 00). Vamos mostrar que A é fechado
m (0,00). Seja A, € Ae A\, = A\, A€ (0,00). De A, € A segue-se que

IM—A) =X, VneN,

pois A é fechado, como ja se viu. Logo, se y € X, existe, para cada n € N, um z,, tal
que (A, — A)z,, = y. Novamente por (1.4.14) temos

[l2all < A = A)zal| = ALYl < C, (1.4.15)
e, ainda por (1.4.14),
Ml — Tl < [ A(2n — 20) — AT — 20 ] (1.4.16)
Da definicao de z,, vem

AT — AmTm — A(Xy — ) =0

e, portanto,

AT — AT + ATy — A, — Az, — 24) = 0,
donde

ATy — T) + (N = A) T — Az, — 24) = 0.
Logo

ATy — T) — A(xy, — i) = (Ap — An) T - (1.4.17)
De (1.4.16) e (1.4.17) vem

Aal|Tn = Tl | < (A = An) Tl | < (A = Al 2w ] < (A — Al C,

donde, tendo em vista que A\, — A > 0, segue-se que (z,) é uma sucessao de Cauchy.
Seja x, — x. Como A, — A temos, entao, \,x, — Az, donde Ax,, — Axr —y. Mas, como
ja foi visto, A é fechado; logo Ax = Az —y ou seja (A— A)z = y e, como y é um elemento
arbitrario de X, Z(A — A) = X. Dai e de A > 0 segue-se, por i), que A € p(A). Portanto
A € A e, assim, A é fechado em (0, 00). Logo, A = (0,00) donde (0,00) C p(A).
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iii) De A > 0 vem A € p(A), por ii), donde (A — A)~! é um operador linear limitado e
fechado com dominio denso em X. Logo Z(A — A) = X.

1.4.13 Teorema. (Lumer-Phillips). A € G(1,0) se, e sé se, A é m-dissipativo e
densamente definido.

Demonstragao: Se A € G(1,0) entao, pelo Corolario 1.4.6, A é densamente definido,
fechado e (0,00) C p(A), donde Z(A — A) = X VA > 0. Além disto, para cada aplicagao
dualidade, j, tem-se

Re(S(t)z, j(x)) < [(St)z, j(@))] < ISE)2] - [l7()I] < [l2]]*
visto que, por hipdtese, ||S(¢t)z|| < ||z||, Vo € X. Portanto,
Re(S(t)z — x,j(x)) = Re(S(t)z, j(z)) — ||l=[]* < 0,
donde, dividindo por t e passando ao limite quando £ — 0 tem-se
Re(Azx,j(x)) <0 Vax e D(A)

e, assim, A é dissipativo. Reciprocamente, se A é m-dissipativo, entdo, pela Proposi-
cao 1.4.12, A é fechado, (0,00) C p(A) e, por (1.4.14)

lzll = [[(A = A)(A = A~ af| = M[(A = A)~ 2]
ou seja,
A=A 2| < @/N)||z|], VzeXeVA>D0.

Logo,

[|R(A, A)|| < VA>0

> =

e, portanto, A € G(1,0) pelo Corolario 1.4.6.

Observacao: Do teorema de Lumer-Phillips resulta imediatamente que se A é m-
dissipativo e densamente definido entdao Re(Ax, j(x)) < 0 para toda aplicacao dualidade,
j, e para todo x € D(A). Vamos indicar por B* o adjunto do operador B (A.1.5 do
Apéndice).

1.4.14 Teorema. Seja X um espago de Banach reflexivo e S um semigrupo de classe
Co com gerador infinitesimal A. Entdio, definindo S*: Rt — L(X™*) por S*(t) = S(t)*
Vit e RT, S* é um semigrupo de classe Cy e A* seu gerador infinitesimal.

Demontragao: Como, por hipétese, X é reflexivo e A é fechado e densamente definido,
A* é, igualmente, fechado e densamente definido (Teorema A.1.6 do Apéndice). Tem-se,
além disto, pela Proposicao A.1.8 do Apéndice que

A€ p(A) = X € p(A7) e R(\, A)* = R(Y, A*).
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Pelo Teoreema 1.4.4 existem w € M tais que, A > w = X € p(A4) e
[|[ROAA)| < M/(A—w)” VneN, A>w.
Mas entao, para A > w, A € p(A*) e tendo em vista a Proposicao A.1.7 do Apéndice,
IR, AT = [[RO, A = (RO, A)™ (| = [[ROA, A" < M/(A = w)"
VneN A>w,

donde, ainda pelo Teorema 1.4.4 A* é o gerador infinitesimal de um semigrupo, 7', de
classe Cy. Pelo Corolario 1.4.7 temos Vx* € X*

T(t)l'* — lim e/\21'~2(/\,A*)1‘,7/\1£ ¥ = lim (eAQR()\,A)tf/\t)*x* _ S(t)*l'*
A—00 A—00

1.4.15 Corolario. Um semigrupo S, de classe Cy, é auto-adjunto (S(t)* = S(t) Vit €
RT) se, e s se, A é um operador auto-adjunto (A* = A).

1.4.16 Observagao. O teorema de Lumer-Phillips serd usado, agora, para descrever
uma importante classe de operadores do tipo G(1,w). Inicialmente serdo apontados
alguns resultados da teoria das equagdes diferenciais eliticas, essenciais a compreensao
do assunto.

Seja € um aberto do R™. Representa-se por H™(2) o espago de Sobolev de ordem
m sobre €2, com produto escalar

(U, V) = > /QDO‘U-DO"U dx

la|<m

e norma induzida

3
||| = ( Z /|D04u|2dx> )
la|<m Q

O espago de Sobolev H°(Q) reduz-se ao espago L*(f2), com produto escalar

(u,v) :/Qu@dx

= ( ] Jul?da)"
Q

Como H['(2) representa-se aderéncia de Cf*(§2) em H™(S).
O conjunto €2 serd sempre um aberto e limitado do R™ cuja fronteira, I', é uma

€ norma

variedade infinitamente diferenciavel, de dimensao n — 1, e 2 esta do mesmo lado de I'.

Sejam aqg, |a] < m, || < m fungdes complexas, infinitamente continuamente dife-
rencidveis em 2. Considere-se o operador diferencial

L= Y (=1)Daus)E". (1.4.18)

la|<m,|B|<m
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Associa-se a L a forma sesquilinear

a(u,v) = (u, Lv)= > / Gop D™u - DT dx,

la|<m,|B|<m
definida em H["(2), conhecida por forma de Dirichlet de L. Quando |o| = |5] = m =1,

por exemplo,
=3 [auyn
Tyj dx
J 895@ 895]

i,7=1

é a forma de Dirichlet do operador diferencial

"0 0
L = — - I I
Z]zz:l Ox; (aw axj)

Quando, em particular, a;; = d;; , onde d;; ¢ o delta de Kronecker, tem-se

" ou av
z:: ox; axl

forma de Dirichlet do operador de Laplace

n 82
LA

1.4.17 Proposigdo. A forma a(u,v) é continua em H'(Y), i.e., existe uma constante
C >0 tal que
|a(u, V)] < Cllullm - [[0llm  Yu,v e H" ().

Demonstragio: De acordo com as hipdteses as fungoes |aqs| sdo limitadas em Q. Logo,
pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a definigdo da norma de H{*(2), tem-se

a(u,0) < 3 [ fawsl Dl D] do <

|| <m,|B|<m
<c ¥ /|Do‘u| IDPldz<C S ||D%ul| || D] <
la|<m,|B|<m la]<m,|B|<m
cv S |[Deulf? - ¢ S IDA]12 < Cllullon - |[0]lm
la|<m |a|<m

Vu,ve Hy" ().

O operador diferencial L, definido por (1.4.18), diz-se fortemente elitico em ), se
existir uma constante v > 0 tal que

Re D ans(2)€€” 2l
ol 1Bl=m
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VoreQeVEeR Notese que se a = (aq,...,ay) e &= (£,...,§,), entdo

n __ fal a2 «@
g - 51 62 e gnn
Esta nesse caso o operador —A. Sera admitido sem demonstragao o lema a seguir.

1.4.18 Lema. (Desigualdade de Garding). Se L € fortemente elitico, entao existem
duas constantes co > 0 e 9 > 0 tais que

Re a(u,v) > col|ull, — ~ollul|”

para todo w € HJ*(2).

A demonstragao encontra-se em [1], [15] e [67]. No caso do operador —A, a desigual-
dade de Garding ¢é imediata pois, neste caso,

- ou\?
Re a(u,u) = Red" [ dz = ||Vul|? = [[u]|? — [ul >
e a(u,u) el Q(@.%Z) z = [|Vul | = [[ul[y — |[ul]

Uma forma sesquilinear B(u, v), definida em um espago de Hilbert, H, é dita coerciva
se existir uma constante k > 0 tal que Re B(u,u) > k||u||?, Vu € H. A Desigualdade
de Garding exprime que, se L é fortemente elitico, a forma

ay: H'(Q) x H'(Q) = C, v>.
definida por a,(u,v) = a(u,v) + y(u,v), evidentemente sesquilinear, é coerciva:
Re a,(u,v) > colul]?,, Vu e HMQ). (1.4.19)

Serd admitido, também sem demonstragao, ([1] e [42]) o Lema de Lax-Milgram que
assim se enuncia:

1.4.19 Lema. Se B(u,v) é uma forma sesquilinear, continua e coerciva em espaco de
Hilbert H, entdo, para toda forma, f, linear e continua em H, existe um unico vetor
u € H tal que

B(v,u) = (v, f) YveH.

O adjunto formal L* de L é definido por

L'o= Y (-1)ID%@,s D) Ve Cr(Q).

laf<m,|B]<m

Com integragoes por partes vé-se que
(o, L) = alp, ) = (L*¢,¥), Ve,v € G (), (1.4.20)
donde pela densidade de C§°(€2) em H[" (),

(L*p,u) = a(p,u) Vo € C° () e Vu € HJ'(Q). (1.4.21)
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Diz-se que a funcao u de L*(Q2) é solugdo fraca da equacao
Lu=f, feL*Q),
se
(Lrp,u) = (o, f), Ve Q).
Pode-se, agora, demonstrar o resultado que segue.

1.4.20 Proposic¢io. Seja L fortemente elitico e v > ~y. Para cada f € L*(Q), a
equacao
Lu+~yu=f (1.4.22)

tem uma unica solugio fraca em H'(SY).

Demonstragao: Observe-se, inicialmente, que para cada f € L*(Q2), (v, f) é uma forma
linear em HJ*(2). E continua em HJ*(2) porque

o, D<A Tl < A flollm - VE € Hg"(€2),

Além disto, Vv > 7o, ay é uma forma sesquilinear, continua e coerciva em H["(2). Pelo
Lema de Lax-Milgram existe, entdo, um tnico vetor v € H*(2) tal que

ay(v,u) = (v, f) Vove H"(Q).
Portanto, um tnico vetor u € HJ'(Q2) tal que

aW((pau) = ((,D,U) \V/(,D S C(C))O(Q)a
uma vez que C§°(Q2) é denso em H['(£2). Por (1.4.21) segue-se que
(0, f) = ay(p,u) = alp,u) + (g, u) = (L"¢,u) +v(p, u)
= ((L* +7)e,u) = (L+7)"p,u) Voe Q).
Logo, u é solugao fraca de (1.4.22), q.e.d..

1.4.21 Lema. A solugdo fraca (1.4.22) pertence a H*™(2).

Este fato é demonstrado nos cursos de equacoes diferenciais eliticas e serda admitido
sem demonstragao (Teorema A.9.2 do Apéndice no caso de —A).

1.4.22 Definicao. Seja L um operador fortemente elitico de ordem 2m. Define-se um
operador em L?(f2), representado ainda por L, por

D(L) = H*™(Q) N HJ" ()
Lu= Y (=) D*a.s D’u) YueD(L). (1.4.23)

|la<m,[B]<m

1.4.23 Proposicao. Se L ¢é definido por (1.4.23) e w € D(L), entdo Vv > v
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i) Re(u, (L +7)u) > ol ull7,

i) [(u, (L+)uw)] < El[ull,, k> 0.
a(u,u). Logo, por

Demonstragao: De (1.4.20) segue-se que Yu € D(L), (u, Lu)

(1.4.19)
Re(u, (L + v)u) = Re(u, Lu) + y(u,u) = Re a(u,u) + y(u,u) =

Re a, (u, u) = co||ull;,
Vu € D(L), o que demonstra i). Pela Proposi¢ao 1.4.17 temos

|(u, (L +)w) = [(u, Lu) +7(u, w)| = |a(u, u) +5(u, u)] <
la(u, w)] + A [ul* < ellully, +Aul* < (c+)lullz, = klull,

o que demonstra ii).
1.4.24 Teorema. Se L ¢é o operador de L*(Q) definido por (1.4.23), entdo

—LeG(ly), Yv=.

Demonstragido: Como H?™(Q) N HF'(Q) é denso em L*(Q), o operador —(L + 7),
¥ > 7, é densamente definido. Além disto, por i) da Proposigao 1.4.23, é dissipativo e

como, pela Proposicao 1.4.20,
I(p— (=(L+7) =Z(L+v+p) = L*(Q), Yu>0,

segue-se que é m-dissipativo. Logo, pelo Teorema de Lumer-Phillips, —(L++) € G(1,0),

Vv >, donde —L € G(1,7), v > 70, pela Proposigao 1.4.9.
1.4.25 Corolario. O operador A de L*(RY), definido por

D(A) = H2(Q) N HL(Q).
n % (1.4.24)
Au=3 o5 YueD),

pertence a G(1,0).
Demonstracao: Pelo Teorema 1.4.24 basta mostrar que a constante vy que figura na

Desigualdade de Garding relativa a —A é 0.
Se p € C§°(92) temos, integrando por partes, (féormula de Green),

p-a0)=3 [ ( ) dr = [Vl 2. (1.4.25)

dp
8951-
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Por outro lado, da Desigualdade de Poincaré-Driedrichs, ||p] < A||V¢||, onde A é uma
constante, vem
lelly = llell* + [IVell* < (1+ 2| Vel

e, portanto, ||V||*> > c||]||?, com ¢ > 0. Logo, no caso do operador —A,

desigualdade essa que ¢ valida para todo ¢ € C§° e, portanto por densidade, para todo
u € HE (). Logo 7o = 0 e, assim, A € G(1,0), q.e.d..

Como se acaba de ver, o operador A de L*(9), definido por (1.4.24), pertence a
G(1,0), donde é m-dissipativo e densamente definido. Além disto, se u,v € H?(2) N
H} () entao

(Au,v):/Q(AU)U:—/QVUW:/QUH:(U,AU)

i.e., A é simétrico; logo é auto-adjunto pelo Teorema A.1.9 do Apéndice. Vamos mos-
trar que os semigrupos gerados por operadores com essas duas propriedades, i.e., m-
dissipativos e auto-adjuntos sao diferenciaveis. Iniciemos a demonstragao com os dois
lemas a seguir.

1.4.26 Lema. Seja A um operador dissipativo de um espago de Hilbert, H, e u: [0,00) —
H uma fungio continuamente diferenciqvel em [0,00) e que satisfaz a condigio

du_

—=A t>0. 1.4.2
o U, >0 ( 7)

Entao ||u]| é uma fungdo decrescente.

Demonstragao: Multiplicando internamente por v ambos os membros de (1.4.27) tem-

d d 1d
se (d—?,u> = (Au,u) e, como Re (d—?,u> =3 %||u||2, tem-se 3 %H@LH2 = Re(Au, u).
Integrando de s a t, 0 < s < t, tem-se
1 s 1 2 !
LI~ Sl = [ Re(Au(r), u(r) dr <0

pois A é, por hipétese, dissipativo. Logo, ||u(t)] < [|u(s)]]|; 0 < s <.

1.4.27 Lema. Seja A um operador dissipativo e auto-adjunto de um espaco de Hilbert,
H, eue C?*([0,00); H) uma fungio que satisfaz as condigoes

du _ Cu o
dt dt?
Entao 4 .
u
—(t - 0)1].
0] <4 1o
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Demonstragao: Pelo Lema 1.4.26, ¢ uma funcao decrescente, donde para 7" > 0

tem-se

2 2

T2
tdt > —
- 2

du
pl

T T
/ (Au, d—“) tdt:/ du
0 dt 0

T) (1.4.28)

dt

du
Mas, como A é auto-adjunto e <Au, a é, de acordo com as hipoteses, um ntamero real,

d du du du
— (A =A— Au,— | =2 | Au, —
dt( wu) < dt’u>+( " dt) < " dt)

donde, integrando por partes,

T du 1 /T d
Au, :—/ 2 —
/0 < u, dt)tdt 5 ), dt( w,u)t dt

_ % (Au(T), u(T))T — % / " (Au, )t d

tem-se

(1.4.29)

1
Novamente, como A é auto-adjunto, de (d—z,u> = (Au,u) vem ¥ |u||? = (Au,u) e,

portanto,

S P = 2 () = [ (A, )t (1430

Logo, por (1.4.28), (1.4.29) e (1.4.30) tem-se

T2 2

2

du

I (T)

< & (Au(T), u(T)T — ¢ [[u(0)]*

Mas A é dissipativo e (Au,u) é real. Segue-se que

1.4.28 Proposicao. Se A é um operador m-dissipativo e auto-adjunto de um espago
de Hilbert, H, entdo o semigrupo S, de classe Cy , gerado por A, € diferencidvel.

du 1
o) < ol

Demonstragio: Seja x € H. Pela Proposigao 1.2.14, D(A?) é denso em H, donde
existe uma sucessdo (z,) convergente a z e tal que x, € D(A?), n=1,.... Mas

1S @®)zn = S| < IS [z — |,

pois S(t) é um operador linear limitado; além disto, ||AS(t)z, —AS(t)z,|| < % || 20— ]|
pelo Lema 1.4.27. Logo, quando n — oo, S(t)z, converge a S(t)x e AS(t)z, converge em
todo intervalo [d,00), 6 > 0. Mas, entdo, como A é um operador fechado, S(t)x € D(A)
YVt > 4§ >0 e, portanto, V¢ > 0. Logo S é um semigrupo diferenciavel.
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1.4.29 Teorema. Seja A um operador m-dissipativo e auto-adjunto de um espago de
Hilbert, H, e S o semigrupo de classe Cy gerado por A. Entdo, YVx € H e inteiros ndo
negativos n e k,

S(t)x € C™((0,00) [D(AM)]). (1.4.31)
Demonstracao: Pela Proposicao 1.4.28, S é um semigrupo diferenciavel. Mas, entao,
por ii) do Teorema 1.3.3, Vo € Hem = 1,... S(t) é m vezes continuamente diferenciavel
em (0,00) e
dm

Portanto, Va € H a fungao S(t)z: [0,00) — H satisfaz, em (0, 00), a condigao

& -
@S(t).fED(A), j,kIO,l,...,

e as fungoes

. & o
A %S(t)x ,7=0,1,...,

sao continuas em (0, 00). Logo, pela Observagao 1.2.17,

S(t)a € C™((0, 00); [D(AF)]), k,n=0,1....

1.5 Grupos de Classe Cj

1.5.1 Definigdo. Diz-se que uma aplicagdo S: R — L(X) é um grupo de operadores
lineares limitados de X se

[) S(0) =1, onde I é o operador identidade de £(X).

II") S(t+s)=95(t)S(s), Vt,s € R.
Diz-se que S é um grupo de classe Cy se

1T) lim |(S(6) = Nel| = 0V € X.

O gerador infinitesimal de S é definido por:
D(A) = {ZL‘ € X; lim Stz —w existe} :
h—0 h

A — Jig 22—

lim . , Ve € D(A).

1.5.2 Proposicao. Para que A seja gerador infinitesimal de um grupo de operadores
lineares limitados de classe Cy, € necessdrio e suficiente que +A e —A sejam geradores
infinitesimais de semigrupos de classe Cy .
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Demonstracgao: Seja A gerador infinitesimal de grupo de operadores lineares limitados
de classe Cyy, S. A restricao de S a RT, é obviamente, um semigrupo, S, , de classe Cy;
o mesmo ocorre com a aplicacdo S_: R — £(X) definida por S_(t) = S(—t).

O gerador infinitesimal de Sy é A. De fato, seja A, o gerador infinitesimal de S, .
Se x € D(A), entao existe o limite de

S(h)x —z
h

quando h — 0 e, em particular, quando h — 07. Portanto, existe o limite de

Sy(h)r —x
h
quando h — 0" e
i ST —r g SWr—e
h—0+ h h—0+ h

donde x € D(A;) e Ayx = Ax, ile., A C Ay . Por outro lado, sex € D(A, ), entao

i SE e gy, See—e
h—0+ h h—0+
’ S(—h) S_(h) S, (h)
] —h)r—x -z . +\Y)r — T
B S S

pois S_ é um semigrupo de classe Cy. Logo, existe o limite de

S(h)x —z
h

quando h — 0 e tem-se
. Sh)r—=
lim ———
h—0

o que mostra que se © € D(A) e Aoz = Az. Desse modo D(A;) = D(A) e A x = Ax,

Vz e D(A),ie, AL = A. Analogamente vé-se que o gerador infinitesimal de S_ é —A.

= Aer

Logo, a condigao é ncessaria.

Reciprocamente, vamos supor que A e —A sejam geradores dos semigrupos de classe
Co, Sy e S_, respectivamente. Pelo Corolario 1.4.7 sabe-se, entao, que

— i t(A2R(\A) =]z
Sy(t)z Jim e

S_(t)r = lim AR —A)=AD)z
B A—00

Logo, S (t) comuta com S_(t) donde, ponto T'(t) = S (t)S_(t), T'(t) é um semigrupo,
como se verifica imediatamente; como S, é um semigrupo de classe Cy, [|S4(t)]| é
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limitado em todo intervalo limitado. Levando em conta a continuidade forte de S e a
de S_ temos

IT@)x — || < |[S4(1)S-(D)x = Sy ()x]] + ]IS+ (H)r — ]| <
< [[Sy @I - [[S-()z = 2[| + (IS¢ (H)x — ][ = 0,

quando h — 07, i.e., T é de classe Cj. Além disto, como de z € D(A) =(—A) e h >0
vem

T(h)yx—x Sy (h)S_(h)xr—x S_(h)x—z Sy(h)x—z
o h B A T S
=—Az + Az = 0;
segue-se que
im LT ZT Gy e pra),
h—0+ h

Logo, se B é gerador infinitesimal de T, D(A) C D(B) e B(z) = 0 Vx € D(A). Como
D(A) é denso em X, D(A) é densoo em D(B) e como B ¢é fechado tem-se B(x) = 0
Vo € D(B). Por (1.2.7) temos, entao, T'(z) = =z Vo € X, ie, T(t) = I, Vt > 0.
Assim, S_(t) = S, (t)"' o que permite definir um grupo S de classe Cy, com gerador
infinitesimal A, por

S(t) = Si(t) se t>0
a S_(—t) se t<0

Realmente, tem-se S(0) = S, (0) = I, i.e., I) é satisfeita. Para demonstrar II’) observe-se
que: a) set>0e s> 0, entdo

S(t+s) = S.(t+5) = S4(£)S4(s) = S(1)S(s);
b) set < 0e s <0, entdo
S(t+s) =S5 (—t—s) =S5 (=)S-(=s) = 5(t)S(s);
c)set>0,s<0et+s>0,entao
S(t+5)=54(t+5)=5+(t + 5)S4(—5)S4(—5) " =54 (t)S_(—5) =5 (t)S(s);
d) set>0,s<0et+s <0, entdo
S(ts) = S—(—t —s) = S_(—t = 5)S_(£)S_(—t) "' =5_(=5)S+(t) =5(t) S (s)-
Portanto II') ¢ vélida. Temos
Tim [|S(h)z = al| = lim ||Sy(h)s — ]| =0, Vz€ X,
hli}Iglﬁ [|S(h)x — z|| = _zlzi—>r%+ +||S_(=h)x —z|| =0, VzeX,
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donde IIT") é valida. Logo, S é um grupo de classe Cy. Seja B o gerador infinitesimal
de S. Entao, de z € D(A) vem

i SR Sihe -
h—0+ h h—0+
T (Ol R T Gl L ek Y
h—0~ h h—0+ —h
donde z € D(B) e Bx = Ax Vo € D(A), i.e., AC B. Se x € D(B), entao
lim 7S+(h):c “T — lim 45(11)1‘ Tt Bz,
h—0t h h—0t+ h

donde z € D(A) e Ax = Bz, i.e., B C A. Logo, A= B.

1.5.3 Teorema. Para que A seja gerador infinitesimal de um grupo de classe Cy é
necessdario e suficiente que A seja fechado, densamente definido e existam constantes
reais M e w tais que se X € real e |\| > w, entdo X\ € p(A) e

M
|RNA)| < ———, neN. (1.5.1)
(1Al = w)m
Demonstracao: Seja A o gerador infinitesimal de um grupo S de classe Cj ; entao, pela
Proposicao 1.5.2, A é o gerador infinitesimal do semigrupo S, , restricio de S a RT e
—A ¢é o gerador infinitesimal de S_ definido por S_(t) = S(—t). Consequentemente, A é
fechado densamente definido e existem reais My e wy tais que se A > w, , entdo A € p(A)

e
M,
1B, A"l <
(Al = wy)n
ese A >w_,entdao A € p(—A) e
M_
1RO, =A)"|] < 7
(1Al = w-)

Seja w = max{wy,w_}, M = max{M,, M_} e || > w. Entdo, se A > w tem-se A € p(A)

e
M

(A—w)r’
ese —\ > w tem-se —\ € p(—A) e, portanto, A € p(A) donde, tendo em vista que
R()‘v A) = _R(_)‘v _A)>

|R(A, A)"]| < (1.5.2)

M
(FA—w)"
Dai e de (1.5.2) vem (1.5.1). Logo, a condigao é necesséaria. Reciprocamene, suponhamos

A fechado e densamente definido e (1.5.1) satisfeita. Entao, de A > |w| vem |A| = A > w
donde X\ € p(A) e

IR, A = [[[=R(=A, =A)]"[| = [[R(=X, —A)"| <

M M

1RO A < 505 < o
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e portanto, +A é o gerador infinitesimal de um semigrupo S de classe Cy. De A > w
vem | — A| > |w| > w donde —\ € p(A) e, portanto, A € p(—A) e

M__ M
A=w)r = (A= whr

donde —A ¢ gerador infinitesimal de um semigrupo S de classe Cy. Logo A ¢é gerador
infinitesimal de um grupo S de classe Cj, pela Proposicao 1.5.2.

1.5.4 Proposicao. Seja S um semigrupo de classe Cy. Se, para algum ty >0, S(ty)~!
existe e S(to)™' € L(X), entdo S(t)™! existe e S(t)™* € L(X) para todo t > 0.

Demonstragio: Da existéncia de S(ty)™! e de S(to)™' € L(X) decorre que S(ty) é
injetiva e sobrejetiva. Da injetividade de S(to) segue-se a de S(nty) = S(to)". Sejat >0,
n tal que nty >t e S(t)x = 0. Entao, S(nty)z = S(nty —t)S(t)z = 0 donde = = 0 o que
mostra S(t) é injetiva para todo ¢t > 0. Da sobrejetividade de S(ty), i.e., de Z(S(ty)) = X,
onde Z(S(ty)) é a imagem de S(ty), vem Z(S(nty)) = Z(S(tp)") = X. Set > 0 e n é tal
que nty > t, de S(nty) = S(t)S(nty — t) decorre que X = Z(S(nty)) C Z(S(t)) donde
S(t) é sobrejetiva para todo t > 0. Portanto, S(t)~! € L(X), Vt > 0, pelo Teorema do
Operador Inverso de Banach.

1.5.5 Proposicao. Seja S um semigrupo de classe Cy e A o gerador infinitesimal de S.
Se, para algum to > 0, S(to) ™" existe e S(to) ™' € L(X), entdo A é o gerador infinitesimal
de um grupo de classe Cy .

Demonstragio: Pela Proposicio 1.5.4, S(t)~! existe para todo t > 0e S(t)~! € L(X).
Pondo, entdo, T'(t) = S(t)~! resulta que T' é uma aplicagao de RT em L(X) e

isto é, um semigrupo. Como S(t)X = X Vt > 0,se v € X e 7 > 1, entdo existe y € X
tal que x = S(7)y. Portanto para 0 <t < 1 tem-se x = S(7)y = S(t)S(T —t)y e

lim T(t)z = lim S(t) 'z = lim S(t)"'S(t)S(r —t)y =

t—0+ t—0t t—0t

= lim S(r—t)y = S(ry =1,

isto ¢, T' de classe Cy. Além disto, de x € D(A) vem

M + Ar = —S(h)’l

S(h)x —x
|

T(h)r —x
UL T L Ay =
o T 7

= S(h)" | S(h) Az —
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Como S(t)~! = T'(t) e T ¢ um semigrupo de classe Cy, entdo ||T(¢)|| < Me“! para algum
M e algum w reais. Logo,

T(h)x — h)r —
T =2 ol < arest | sy ag — SWE=2)
h h
quando h — 01, i.e.,
i TWe-—z
h—0+ h

Logo, designando por A’ o gerador infinitesimal de T, segue-se que D(A) C D(A') e
A'(z) = —Az, Vo € D(A). Analogamente mostra-se que se € D(A’), entao

T W T
h—0+ h
donde D(A") € D(A). Logo, A’ = —A donde, pela Proposi¢ao 1.5.2; A é o gerador

infinitesimal de um grupo de classe Cj .

1.5.6 Nota. Satisfeitas as hipéteses da Proposicao 1.5.5, o grupo W gerado por A é,
pela Proposicao 1.5.5, dado por

Wt) = S(t) se >0
a S(—t) —1 se t<0

1.5.7 Defini¢ao. Um grupo S de operadores lineares limitados de um espago de Hilbert
é dito grupo unitdrio se S(t)* = S(t)~!, vVt > 0.

Tem-se ||S(t)z|| = ||z|| para todo semigrupo unitario, .S, pois

1S(®)z]]* = (S(H)z, S(t)x) = (S(#)"S(t)z, 2) = (S(t) ' S(t)z,2) =

= (z,7) = ||=[*.

1.5.8 Teorema de Stone. Um operador linear, A, de um espaco de Hilbert, X, € o
gerador infinitesimal de um grupo unitdrio de classe Cy se, e so se, A* = —A.

Demonstragao: Seja A gerador infinitesimal de um grupo unitario, S, de classe Cj.
Pela Proposicao 1.5.2, A e gerador infinitesimal do semigrupo S, e —A gerador infinite-
simal do semigrup S_. Pelo Teorema 1.4.14 A* é o gerador infinitesimal do semigrupo
S* . Entao, de S (h) = Sy (h)* = S(h)* = S(h)~' = S(—h) = S_(h), vem

Si(h)—1 S_(h)—1
h B h
donde D(A*) =D(A) e A*x = —Ax, Vo € D(A). Logo, A* = —A.
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Reciprocamente, seja A* = —A. Da existéncia de A* segue-se que D(A) é denso em
X. Para todo = € D(A) temos

(Az,z) = (z,A"x) = —(x, Ax) = —(Az, x),

e, portanto, Re(Az,z) = 0. Logo os operadores +A sao dissipativos. Segue-se pela
Proposigao 1.4.11 que i + A sao operadores injetivos e V2 € D((£A)™!) tem-se ||z|| =
[[(I£A)(IT+A) " z|| > ||(I£A) " z|| donde || (I+A)~!|| < 1. Além disto, como o operador
adjunto ¢ fechado, segue-se, de A* = —A, que (I + A)~! sdo fechados. Portanto, para
demonstrar que Z(I + A) = X ¢é bastante demonstrar que Z(I + A) = D(I + A)~! ¢
denso. Seja, para isso, y L Z(I £ A). Entao, Vo € D(A) temos ((I £ A)z,y) = 0 ou seja,
(Az,y) = (2, %y), donde y € D(A*) e —~Ay = A*y = +y. Logo, Re(Ay,y) = F[y]* e,
como Re(Ay, y) = 0 tem-se y = 0. Portanto, Z(I+A) = X. Pelo Teorema 1.4.13 segue-se,
entdo, que +A e —A geram semigrupos de classe Cy donde, pela Proposi¢ao 1.5.2, A gera
um grupo, S, de classe (. Falta apenas demonstrar que S é unitario. O semigrupo
S_ é gerado por —A = A* donde, pelo Teorema 1.4.14, S* é gerado por A*™ = A.
Portanto, S_(t)* = S(t) e como S_(t) = S(—t) = S(t)~! tem-se (S(t)~')* = S(¢), i.e.,
S(t)~t = S(t)*, qed..

1.5.9 Nota. Observe-se que A* = —A se, e s6 se, 1A é auto-adjunto pois se A* = —A,
entdo (iA)* = 1A* = —i(—A) = iA, i.e., iA é auto-adjunto e se iA ¢ auto-adjunto, entao
iA = (1A)* = iA* = i(—A%), ie., A* = —A. Logo, pelo Teorema de Stone, A gera um
grupo unitario de classe Cj se, e s6 se, 1A é auto-adjunto.

1.5.10 Exemplos. 1) Seja Ay o operador de L*(2) definido por

D(Ap) = H*(2) N Hy ()
Apu = iAu, Yu € D(A)

onde A é o laplaciano e (2 satisfaz as condi¢oes estipuladas em 1.4.16. Vamos mostrar
que —t Ay é auto-adjunto. Resultara dai que 14, é auto-adjunto donde, pela Nota 1.5.9,
que Ay é gerador infinitesimal de um grupo unitéario de classe Cj .

Tem-se que —iAy é densamente definido e, Vu,v € D(Ay),

(—iAou,v) = (Au,v) = (u, Av) = (u, —iAgv), (1.5.3)

i.e., —iAg é simétrico. Pelo Corolario 1.4.25, —iAy € G(1,0), donde 1 € p(—iAy), pelo
Corolério 1.4.6, e Z(1 — (—iAg)) = L*(2), pelo Teorema de Lumer-Phillips. Logo, —i4,
é auto-adjunto pelo Teorema A.1.9 do Apéndice.

2) Seja A; o operador de L*(R") definido por

D(A;) = H*(R")
Aju = iAu, Yu € D(Ay),
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onde A ¢é o laplaciano. Como no exemplo anterior, vamos mostrar que —iA; é auto-
adjunto donde resultara que iA; é auto-adjunto e, portanto, que A; é o gerador infinite-
simal de um grupo unitario de clase Cj, pela Nota 1.5.9.

Pela definicao de A;, —iA; é densamente definido donde simétrico porque a relacao
(1.5.3) continua vélida quando nela se substitui o operador Ay pelo operador A; . Além

disto, —iA; é dissipativo pois
(—iAyu,u) = (Au,u) = —(Vu, Vu) = —||Vul||%.

Dai, pela Proposigao 1.4.11, segue-se que, Yu € D(Ay), ||(1 — (—iA))u|| > [|u]],
donde I — (—iA;) é injetivo e, portanto, invertivel e, se (1 — (—iA;)u = wu, entdo
(1 — (=2A) || = [Ju|]] < ||v]], ie., (1 = (—iA;)"! é um operador limitado. Logo,
1 € p(—iA;). Além disto, pelo Teorema A.9.2 do Apéndice, a equagao iA;u+u = v tem
uma solugao em H?*(R™) Vv € L*(R") e, portanto, Z(1 — (—iA;)) = L*(R"). Segue-se,
pelo Teorema A.1.7 do Apéndice, que —iA; é auto-adjunto.

3) Seja (2, A, ) um espago medida e ¢: @ — C uma fungao A mensuravel. O
operador M, de X = L*(Q, A, u1), definido por

D(M,) ={ue X;que X}
M,u = qu Yu € D(M,),

¢é dito operador multiplicacao.

Vamos mostrar que se ¢ ¢ real, entao M, ¢ o gerador infinitesimal de um grupo
unitario de classe Cyy. Pela Nota 1.5.9 é bastante demonstrar que —M, é auto-adjunto.
Seja, para isto, E, = {z € Q;|q(z)| <n, n € N}. Se u € X temos

/quuxEnlgdu < nZ/Q|U|2du < +oo,

ie., uxg, € D(My), n =1,.... Como lim uxp, =i tem-se lim |luxp, — ul| =0,
pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. Logo, D(M,) é denso em X.
Além disto, para u,v € D(M,) tem-se (M,u,v) = (qu,v) = (u, qu) = (u, M), i.e., M,
¢ simétrico. Portanto o adjunto My de M, satisfaz as condigdes D(M,) C D(M;) e
Miu = Mgu Vu € D(M,). Vamos mostrar que D(M,) = D(M;). De (il + My)u =
(£il+M,)v vem, imediatamente, u = v, i.e., os operadores i+ M, sdo injetivos. Temos
|+i+q(z)| > 1Yz eQ dondedev e X e|+iv/(+i+q)| < |v| vem +iv/(+i+q) € X

e, portanto,
qu +iv

- =V — — €
+i+4+q +i+¢q

Logo,
v

€
+i+¢q

D(M,) e (&il +M,)

'7:1}’
+i+¢q
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i.e., os operadores il + M, sdo sobrejetivos. Suponhamos que D(M,) # D(M;). Entao,
il + My nao ¢ injetivo e, portanto, existe v # 0 tal que i + Myv = 0, donde Myv = —iv.
Para u € D(M,) tem-se, entao,

(Mgu,v) = (u, Mjv=(u, —iv) = (iu,v),

donde ((—il + M,)u,v) =0 e, como (—il + M,)D(M,) = X tem-se v = 0, uma contra-
digao. Logo D(M,) = D(M;, donde M, é auto-adjunto e, portanto, —M, ¢, realmente,
auto-adjunto.

1.6 Foérmulas Exponenciais

1.6.1 Como foi visto anteriormente, apenas os semigrupos uniformemente continuos ou
seja, as fungoes exponenciais, admitem representagao da forma (1.1.1). Esses semigrupos
admitem, além dessa, as seguintes representagoes:

tAN\"
a) e = lim (I—i——) ;
n

n—oo
b) e = lim ¢, onde lim Ay = A;
A—00 A—00
tAN "
¢) e = lim <[——) :
n—oo n

onde A é seu gerador infinitesimal e, portanto, um operador limitado. A representa-
¢ao da forma a) é, também, prépria dos semigrupos uniformemente continuos; mas ja
demonstramos (Corolario 1.4.7) a validade de uma representacao do tipo b) para os se-
migrupos apenas fortemente continuos. Agora vamos demonstrar para esses semigrupos
uma outra representacao do mesmo tipo. Uma representacao da forma c) serd mostrada
posteriormente.

1.6.2 Teorema. (Primeira Férmula Exponencial de Hille). Se S é um semigrupo de

classe Cy entdo
S(t)x = lim e g, (1.6.1)

h—0t

onde A, = (S(h) — I)/h, e o limite é uniforme em todo intervalo compacto, [0,T].

Demonstragdo: Sejam M > 1 e w reais tais que ||S(t)|| < Me"* e, A o gerador
infinitesimal de S. Suponhamos w > 0, o que nao é restritivo. Como A; é um operador
linear limitado, podemos escrever

- t t t ad t n h n i t n h
otAn — €tS(hf2 I — et kS — Z (_) S( ) — o th z::O (E) S(n' )

n!

= \h n
donde,
s (" [IS(rh)]] L(ewh_
tA v (e¥h—1)
el < e 2 (h) o = Mer
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e,se 0 < h <1,
|[etr ]| < Mete" D), (1.6.2)

Como A, comuta com S(t), o mesmo se d4 com e*4» e S(t) donde, para x € D(A) temos,
levando em consideracao que dS(t)x/dt = AS(t)x,

d
— A §(1)g = O A AS(T)z — Aj DA (1)

dr
= =4 §(1)[Ax — Apz].

Dai vem, para = € D(A),

td
1S(t)x — et Mra|| = H/ —et=IDG (P zdr| <
0T

t
< [ U YISEI - llAz — Ayallir
e, se 0 < h <1, temos por (1.6.2)
1S(t)x — etn || < tM? T~ || Ax — Apz]|.

Desta ultima desigualdade resulta que a relagao (1.6.1) é vélida para x € D(A), uma vez

que hliI(I)lJr Apx = Az. Mas D(A) é denso em X e ||S(t)]] e ||e!*]|| sdo limitados em todo
H

intervalo compacto [0, 7T]. Logo (1.6.1) é valida para todo x € X, q.e.d..

1.6.3 Seja

n

Aps(0) = 3 (-0 ( 1) ste-+ )

m=0
a enésima diferenca de S(t). Imediatamente se tem

AL (5 (8 1 ) S(t) = (An)" ().

1.6.4 Proposigao. Para todo semigrupo S de classe Cy tem-se

Sz = lim (E)nwx, (1.6.3)

h—0t = \h n!
uniformemente em [0,T], 0 < T < oo.

1.6.5 Tomemos para X o espaco das fung¢oes uniformemente continuas e limitadas em
R* e consideremos o semigrupo de classe Cy, S, dado por [S(t)f](x) = f(z + t), ja
estudado no Exemplo 2) de 1.2.12. Nesse caso temos, por (1.6.3),

fr4t) = lm 3 (E)Rﬁ(x) (1.6.4)

+ !
h—0t =\ h n!
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e o limite é uniforme em cada [0,7]. A férmula (1.6.4) é uma generalizagdo da série de

Taylor
(x —a)”

f(x) = i @9 g

n!

que dé o desenvolvimento de f(z) em uma vizinhanca V' de a quando f admite derivadas
de todas as ordens em V e |f™(z)| < M em V. Observe-se que, nesse caso,
. (ARS)
lim =222 () = fM(2).
Jm = () = [ ()

Fazendo uso de (1.6.4) facilmente se demonstra o Teorema de Weierstrass segundo o
qual as fungoes continuas em [0, 1] podem ser aproximadas por polindémios. Seja, com
efeito, f uma fungao continua em [0, 1] e ponhamos f(z) = f(1), Vo > 1. Entao f é
uniformemente continua e limitada em [0, 00), donde f admite a representacao (1.6.4),
para todo x € [0,00) e todo ¢t € RT. Em particular para ¢ € [0,1]. Dado € > 0 tem-se
entdo, para h > 0 e suficientemente pequeno,

0<t<1

-3 5 (7) @ino| <5

n!
= n!

DO M

e, para NN suficientemente grande,

ii(E)H(A"f)(o)—ii(i)n(A"f)(o) <Z o0<t<i1
—n! \h h —n! \h h 2’ ==
Para h e N assim determinados tem-se, pois,
f(t)—ii(f)nwﬁm) <S 0<t<1
o n! \h h 9 ) >0 >

e, portanto, o polinémio
N1\, .,
> (5) @ino)

aproxima f(t), a menos de €, uniformemente em [0, 1].

1.7 Semigrupos Compactos

1.7.1 Definicao. Diz-se que um semigrupo S de classe Cy é compacto se, para cada
t >0, S(t) é um operador compacto.

Observe-se que se S(t) for compacto para t = 0, i.e., se o operador identidade de X
for compacto entao necessariamente X tem dimensao finita.

1.7.2 Teorema. Seja S um semigrupo compacto. Entao:
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i) a fungio S é continua na topologia uniforme de L(X) em todo ponto t >0
ii) R(A\,A) € um operador compacto V) € p(A).

Reciprocamente, seja S um semigrupo de classe Cy que satisfaz i) e
ii’) Para algum A\p(A), R(\, A) € um operador compacto.

Entao, S é um semigrupo compacto.

Demonstragao: i) Seja S um semigrupo compacto, m uma constante positiva tal
que [[S()|]] < m, 0 <t <1 e e um real positivo. Para cada t > 0, a aderéncia de
{S(t)z;||z|| = 1} que, por hipdtese, é compacta, pode ser recoberta por uma familia fi-
nita de esferas V;, i = 1,...,n, com centro em S(t)x; e raio €¢/2(m + 1). Para cada x tal
que ||z|| = 1 existe, pois, um z; , tal que ||S(t)x—S(t)z;|| < €/2(m+1). Como, além disso,
S é fortemente continuo, existe um hg, 0 < hy < 1, tal que ||S(t + h)z; — S(t)z;]| < /2
se 0 <h<hg,i=1,...,n. Logo, se 0 < h < hy temos, para ||z|| =1,

1S(t+ h)z = S| <[[S(R[| - [IS ()2 = SOzl [+ ]St + h)z: — S(E):l H-
+[S(t)x: = S(t)z|| <e,

donde a continuidade de S a direita na topologia uniforme de £(X). Além disto, se
0O<h<teO<d<t—h,entao

1t = h) = SOl = [|S(t = h+6 = 6) = S| < 1S(t = h — 8)||[15(5) — S(h + 6)]]

donde a continuidade & esquerda pois ||S(t —h —9)|| é limitado quando h — 0 e ||S(d) —
S(h+9d)|| = 0 quando h — 0, pela continuidade & direita.

ii) Recorde-se que a familia, L£y(X), dos operadores compactos de X é um ideal
bilateral de £(X), fechado para a topologia uniforme de £(X). Como S é continua na
topologia uniforme de £(X) em todo ponto ¢t > 0, para ¢, p > 0 existe a integral

Rz, p) = / " e S () dt

£

no sentido de Riemann, estando £(X) munido de sua topologia uniforme. O operador
R(e, p) é, pelas propriedades de Ly(X), compacto e, como existem w > wy e M > 1 tais
que ||S(t)]| < Me*, segue-se que R(e, p) converge para um operador compacto quando
e — 0 e, se Re A\ > w, converge, analogamente, para um operador compacto quando
p — 00. Logo,

R(), A) = /°° e MS()dt, Re > w > wp (1.7.1)
0

¢ um operador compacto. Da Primeira Equagdao Resolvente

R(/\’ A) = R(:U” A) + (FL - /\)R(/\’ A)R(ua A)
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resulta, agora, que se R(u,A) for compacto entdo R(\, A) serd compacto para todo
A € p(A) porque, como se disse acima, Lo(X) é um ideal bilateral de £(X).

Reciprocamente, vamos supor que i) e ii’) sejam verificados. De i) e de A > 0,
A > w > wy, segue-se da validade de (1.7.1), donde

AR, A)S(1) — S(1) = / TS+ 1) — S(t)) dr.
0
Portanto, para cada ¢ > 0,

AR, )S(0) — SO < [ A8+ 7) — S| dr

+ [T IS+ DI+ IS@) dr < sup [IS(E+7) = S
0<T<6

A Ad
arecn (222 41),

—w
Mas dai vem

lim [[AR(A, A)S(t) = SB[ < sup [|S(E+7) = S(H)]|
A—00 0<7<6

donde

Jim []AR(L A)S(0) — S(0)]| = 0
pela continuidade de S na topologia uniforme de £(X) e a arbitrariedade de §. Como
R(\, A) é compacto para cada A > w, visto que, como ja se observou acima, ii’) =
ii), e como Ly(X) é fechado na topologia uniforme de L£(X), segue-se que S(t) é com-
pacto. q.e.d..

Representemos por o,(T") o espectro pontual do operador T' de X, isto é, o conjunto
dos autovalores de T

1.7.3. Lema.

i) Se u € 0,(A) entio 1/(A — ) € o,(R(N, A)), VA € p(A) e se Ax = ux entao
R\, Az =x/(A = p), YA€ p(A).

ii) Se p € o,(R(A, A)) para algum X € p(A) entdo (Ap—1)/p € 0,(A) e se R(\, A)x =
pux entao Az = (Ap — 1)z /.

Demonstragao: i) Seja u € 0,(A) e z um autovetor de A associado a p. Teremos,
VA€ p(A)

r=RNA)N—A)xz=AR\ A)z — R\, A)Ax =
= AR\, A)x — puR(\, A)x = (A, u)R(\, A)z,
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donde
T

A—p)
ii) Seja, para algum X € p(A), p € 0,(R()\, A)) e z um autovetor de R(\, A) associado
a . Teremos

R\, A)x =

=A—A)RN Az =(\—A)pr = Az — pAx

e, portanto,

A —1
K T
I

1.7.4 Lema. Seja S um semigrupo de clase Cy com gerador infinitesimal A. Entdo,

7 C 0,(S(1))

Ax =

e se x € um autovetor de A associado ao autovalor p entao x é autovetor de S(t) associado
ao autovalor e'*.

t

Demonstragao: O operador R(A, t) definido por R(A, t)x:/ e~ S(s)x ds é obviamente
0

linear e limitado. Além disto,

MR()\ t)r = /\hh_ ! /hl e S(s)x ds

th —>\SS d 1 h —>\SS d
h / )x S_E/o e (s)xds

e, como Yz € X o segundo membro tende a AR(\, t)x + e S (t)x — x quando h — 0
segue-se que R(\,t)r € D(A) e AR\ t)x = AR(\, t)x + e MS(t)r —z, Vo € X. Mas,
para todo x € D(A), AR(\, t)x = R(\, t)Ax, visto que A é um operador fechado. Logo,
RN = Az =2 — e MS(t)z, Vo € D(A). Segue-se dai que, se p € 0,(A) e z é um
autovetor de A associado a ju e, portanto, (u — A)z = 0, entdao x — e S(t)x = 0, ou seja,

S(t)x = etz, o que demonstra a assercao feita.

1.7.5 Lema. O espectro de um operador compacto é um conjunto finito ou enumerdvel
cujo unico possivel ponto limite € o ponto do espectro, diferente de zero, pertence ao
espectro pontual.

Demonstracao. Propriedades dos operadores compactos bem conhecidas.

1.7.6 Proposicao. Seja S um semigrupo compacto e A seu gerador infinitesimal. En-

i) 0(A) =0,(A) ={ .}, n=1,... e (\,) ndo tem ponto limite no plano complexo;

i) R(\, A) existe e é compacto para todo A € C, X\ # \, e, se x, é qualquer autovetor
de A associado a N, , entdo

R\ A)x,, =

St)x, =e?x,, n=1,....
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Demonstragao: Seja S compacto e A seu gerador infinitesimal. Por ii) do Teo-
rema 1.7.2, R(\, A) é compacto para todo A € p(A). Pelo Lema 1.7.5, o(R(\, A)) é
um conjunto finito ou enumeravel e o,(R(\, A)) = o(R(A\, A))\{0}. Seja p € p(A)

e op(R(p,A)) = {7m;n = 1,...}. Pelo Lema 1.7.3, pondo A\, = Hon — 2
Tn

An € 0p(A). Vamos mostrar que o(A) = 0,(4A) = {\,}. Com efeito, se X # A\, ,

# Y, n =1,..., donde p ¢ o(R(u, A)). Logo

, tem-se

n=1..., e\ # u, entdo

= A — A
1

1
Y € p(R(u, A)), i.e., N R(u, A) é invertivel e seu inverso é um operador linear
p— p—

limitado. O mesmo acontece, pois, com o operador I — (u — \)R(u, A), i.e.,

(I —(u—NR(p, A)™ ' € L(X). (1.7.2)
Mas,
A—A=A—pu+p—A=p—A)—p+r=
=T —plp—A)""+ A=A (p—A) =
=(I—=(p=X(p—A) ") (n—A) = —(n—NR(u,A) (1 — A).

Por (1.7.2) segue-se que A — A é invertivel e seu inverso pertence a £(X). Logo A € p(A)
e, portanto, o(A) = 0,(A) = {\.}.
Além disto, o(A) nao tem ponto limite no plano complexo pois se A fosse ponto limite

de 0,(A) entao, pelo Lema 1.7.3,

3 seria ponto limite de o,(R(p, A)) diferente de

zero, o que contraria o Lema 1.7.5. Logo i) é vélida. A ii) é uma consequéncia imediata
do Teorema 1.7.2 e dos Lemas 1.7.3 ¢ 1.7.4.

1.8 Semigrupos Holomorfos
Vamos designar por A(a) o setor do plano complexo definido por
Ala) ={z€C;z#0,|arg z| <o, 0 < a < 7}.

1.8.1 Definigao. Diz-se que uma fungao S: A(a) U{0} — L(X), onde 0 < o < 7/2, é
um semigrupo holomorfo de classe Cy em A(«) se:

) 500) =1
I17) S(z1 + 22) = S(21)S(22), V 21, 22 € A(w);
I117) liE%S(z)x:x VzeX, zeAla—¢), 0<e<a

IV) S é holomorfa em A(a).
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A restrigdo de todo semigrupo holomorfo de classe Cjy ao eixo real ndo negativo que é,
obviamente, um semigrupo de classe Cy, diferenciavel, satisfaz uma condigdo adicional
que sera estudada a seguir.

Seja S um semigrupo holomorfo de classe Cy em A(a) e A o gerador infinitesimal da
restricao de S a R*.

Se t > 0, o circulo de centro t e raio tsen ¢, onde 0 < ¢ < o < /2, esté contido na
regiao A(a), onde S é analitica. Portanto, pela Formula Integral de Caychy,

1 S(z)
Asuyzig/;ttww(z_wfu. (1.8.1)

Com argumento semelhante ao usado na Proposi¢ao 1.2.2, vé-se que existe uma constante
M > 1 tal que |[S(z) < M Vze ¥, onde
Y={ze€C;0<Rez<2arg z| < p}.

Logo, se 0 < t < 1, temos, por (1.8.1), ||AS(t)|| < M/tsen ¢ donde se segue que existe
uma constante N > 1 tal que

ILAS()|| < N, 0<t<1. (1.8.2)

Vamos mostrar que, reciprocamente, todo semigrupo, S, de classe Cy , diferenciavel e
que satisfaz a condigao (1.8.2), admite uma extensao holomorfa em um setor A(«a), para
algum « tal que 0 < o < /2.

Realmente, satisfeitas essas hipoteses, de 0 < t/n < 1 vem, por i) do Teorema 1.3.3,

t n n

lansoll < s (5)]" < v (%)
n t

e, portanto,
G0 g < Bl o (1) S B e
n! n! t n! tn
i ; n (1.8.3)
Lot Nnn:<|z— |N€>
tn t

o (z—t
Logo, se |z —t| < t/Ne, a série Y Q A™S(t) converge, donde define uma fungao
n=0 n:

S, holomorfa no circulo de centro ¢ e raio t/Ne. E como t é arbitrério, S é uma funcao
holomorfa para Re z > 0 e sen|arg z| < 1/Ne, i.e., holomorfa no setor A(«), onde
o = arc sen 1/Ne. Portanto, IV) é valida para S com a = arc sen 1/Ne. Como, por i)
do Teorema 1.3.3, A"S(t) € £L(X) para cada n > 0 e cada t > 0, S(z), z € A(a), é o
limite uniforme de uma sequéncia de elementos de £(X), onde S(z) € £(X). Portanto,

S: A(a) = L(X) e, pondo S(0) = I, tem-se S: A(a) U {0} = L(X) e 1) é valida.
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Se |z1 — t1] < t1/Ne e |z — t3] < t3/Ne, ie., se z1 e zo pertencem aos circulos
de convergéncia de g, de centros t; e ty, respectivamente, entdo |z + 2o — t; — to| <
(t1+1t2)/Ne, i.e., z1 + z3 pertence ao circulo de convergéncia de S, de centro t; +1ts . Logo
tendo em vista a férmula elementar

(21 + 20 —t1 —t2)?P Z (21 —t1)" ‘ (20 — to)™
n! m!

segue-se que

Sz + 25) = i (211 7) — (¥ 8))

APS(ty + tg) =

p=0 P!

s 21—t (29 —to)™ ~ ~
=> > (& —t) : (22— fo) ATFS(ty + to) = S(21)5(22)

p=0 m+n=p n! m!

donde a validade de II”). Como S é holomorfa em A(a), se 2y € A(a) tem-se lim S(z) =
S(z) quando z — 0 e z € A(a) e, portanto, lim S(2)S(t) = lim S(z +t) = S(t),
quando z — 0, z € A(«w) e t > 0, os limites sendo tomados no sentido da topologia
uniforme de £(X). Dai resulta que

lim S(2)S(t)x = S(t)z Vz € X, quando z — 0,2 € A(a) e t > 0.
Logo, quando z — 0, z € A(a),

lim S(z)y =0, Vye X,= U s@x.

0<t<1

Mas, em virtude de III), X, é denso em X; logo, II1”) ficard demonstrada quando
demonstrarmos que ||S(z)|| é uma funcao limitada na regido ¥(v) C A(a), onde

N 2 _ .2
Z(V){2€<C;O<Rez<((e]1[4€>2y,|argz\<arcsenNL€,0<I/<1},

uma vez que, supondo ||S(2)|| < M(v) Vz € (v) e escolhendo um t, > 0 tal que

1S5(t)x — 2| < =~

— 0 <t<t,
= 2(M(v) + 1) 0

eum 9 > 0 tal que
11S(:)S)x — S(t)z|| < % Re 2 < 6, 2 € B(v)
teremos

15(2)x — al| < ||S()a = S(2)S(e)al| + [15(2) S (t)x— S ()] + ||S(t)e ]|

eM(v) 5 € B
_W+§+W_€’ Re z <4, z € ¥(v),
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isto é, lim S(z)z = z, quando z — 0, z € X(v), que é a II17).

Vamos, entdo, mostrar que ||S(z)|| é limitado em ¥(v). Pondo t = |z|/ cos|arg Z|
teremos |z — t|/t = sen |arg z| donde, se x € ¥(v) entao |z —t|/t < v/Ne e, além disto,
Re 2z = |z| cos | arg z| = t cos? | arg z| donde

. Re z < Re 2 <1
- —_ e 27112 —_ .
cos? | arg z| (]\2136)2

Logo, por (1.8.3),
|z — 1"
n!

|A"S@)|| <v', n=1,...
e assim,

|z —t["

n!

[HOIESY A"S ()] < IS+ v < m o+ =2
n=0 n=1

onde m = sup ||S(¢)|], t < 1. Acabamos, assim, de demonstrar o teorema a seguir.

1.8.2 Teorema. Para que um semigrupo de classe Cy admita uma extensao holomorfa
de classe Cy em um setor A(«a), para algum « tal que 0 < a < 7/2, é necessdrio e
suficiente que esse semigrupo seja diferencidvel e satisfaga a condi¢io (1.8.2).

1.8.3 Corolario. Se S € um semigrupo de classe Cy , diferencidavel, e
li tAS@)|| < et
lim sup ¢[[AS@)[| < e,

entao A é um operador linear limitado e S admite uma extensdo holomorfa em todo o
plano complexo.

Com efeito, da hipotese resulta que existe um p, 0 < p < 1, e um § > 0 tais que
t||AS(t)|| < pe!, para cada ¢ tal que 0 < t < 0. Neste caso tem-se, pois, N = pe~!.
Mas, por (1.8.3), a série,

_ o] (Z _ t)n
S(z) <y ————A"S(t
@< 3 o arso)
t 1 )
N—; logo, converge se |z — t| < — e, desse modo, seu circulo de
e
convergéncia contém a origem, uma vez que |0 —t| =t <t/p. Logo S(t) é diferenciavel

converge se |z — t| <

na origem, o que significa que A é um operador linear limitado. Consequentemente,
S(t) = e, donde S admite a extensdo e*4, holomorfa em todo plano.

Deste corolario resulta que se o gerador infinitesimal, A, de um semigrupo holomorfo
de classe 'y é nao limitado, entao

lim sup ¢||AS(t)|| >

t—0t

Q|

1.8.4 Definigao. Seja A um operador linear de X. Vamos dizer que A é de classe
(0, M), onde /2 <0 <meM>0,eescrever A € (0, M) se
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i) A é fechado e seu dominio é denso em X
i) A(0) € plA);
iii) [|[R(A A)|] < M/|IA|, VA eA@D).

4

Flgura |

Seja A € (6, M), e > 0 tal que 2¢ < § — /2 e I' a curva do plano complexo composta

dos arcos 7€'?=9) e 7e7104) 1 < 1 < 00, e dos segmentos que ligam os pontos €'?~%) ¢

e~"0=2) a0 ponto 1, orientada de —oo e~*?~%) para +oo €02,
Pela condicdo ii) da Definicio 1.8.4, a funcio e R(\, A), z € A(a), onde a =
0 — m/2 — 2¢, toma seus valores em L£(X) e é continua sobre I'. Portanto, se I'; = {\ €

I\ < 77 > 1}, a integral
S, (2) = / M RN AV AN,z € Aa),

pertence a £(X). Além disto, como 7/2 + ¢ < arg Az < 31/2 —e, A€, [\ > 1e
z € Aa), a estimativa

M
1 RO A)| < ¥ A > 1,

Al

mostra que, para cada z € A(«), a integral de Dunford-Taylor,
1
S(z) = — / A RN, A) d), (1.8.4)
2mi Jr

converge absolutamente e, assim, define um operador linear limitado, S(z), em X. Vamos
mostrar que S é um semigrupo holomorfo de classe Cj . Iniciemos com os lemas a seguir.

1.8.5 Lema. Se z € A(«) entao:
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Az
i) / /e d\ =0 VX situado a direita de T
rN—A

e/\z
if) /F — A\ =27

iif) / & d) = 0;
I

d
iv) / RO\, A) 2 o,
T A

A d\ A d\
V)/ MR A —:/e)‘CR — A — onde ¢ = z/|z|.
oI 217 ) el e 217 ) A

Demonstracio i) Sejam A, = 7¢'®=%) e \. = 7¢7%%=%) 7 > 1. Portanto A, e \, sdo os
extremos do arco I'; = {A € T';|A\| < 7}. Seja C., 7 > 1, o arco da circunferéncia de
centro na origem, raio 7, situado a esquerda de I' e de extremos A, e A, . Pelo Teorema

de Cauchy tem-se
Az

e
d\ = 1.8.
e, 73 =0 (189

pois a fungao e**/(\ — \) é holomorfa sobre I e na regido situada a esquerda de I'. Mas
de A € C; vem A\ = 7¢?, onde 0 — e < ¢ < 2m — 0 + ¢, donde pondo z = pe?, Y] <
tem-se

2r—60+e ) o

/ efe A2 g\ = / TPt rdp < 27e™P ) (1 — 4 £) = 0 (1.8.6)
- 0—¢

quando 7 — oo, pois /2 + e < ¢+ ¢ < 371/2 — . Como de m, = inf{|N — A\[; A\ € C;}

vem m, — oo quando 7 — 0o, tem-se, por (1.8.6),

6)\2

cr N — A

1
d)\‘ < —/ eRe 22|\ = 0
m, Jo,

quando 7 — oo. Daif e de (1.8.5) vem i).

ii) Pela Férmula de Cauchy tem-se

1 Az
1= = [ S
2w Jroue, A

Mas de A € C, vem |A| =7 > 1. Logo, por (1.8.6),

€>\Z
d\
L5

quando T — 00, donde a validade de ii).

g/ eRe N[N =5 0
C.
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iii) Como e** é holomorfa em todo o plano complexo temos, pelo Teorema de Cauchy,

/ M d)\ = 0.
I UC-

Mas, por (1.8.6),
}/ eMdA‘ g/ RN (A = 0
T Cr

quando 7 — oo. Logo iii) é valida.

iv) A funcdo R(A, A)/A é, por ii) da Definicao 1.8.4, holomorfa na regiao do plano
complexo situada a direita e sobre I'. Logo, se D, é o arco da circunferéncia de centro
na origem, raio 7 > 1, situado a direita de I' e de extremos A, e A, , entdo, pelo Teorema

de Cauchy,
dA

R(MNA)— =0.
/FTUCT (, )/\

Mas, orientando D, de A, para A, temos, por iii) da Definicdo 1.8.4,

aA| M 2M (0 —
[ RO R <[ gy = 2O
D, A 72 /D, T

quando T — oo. Logo, iv) também é valida.

v) Se |z| > 1 a curva |2|[" é a unido do arco |z|I'y com as duas semiretas I'\I'|;;. Os
extremos do arco |z|I'; sdo os pontos Alz| € Az que sao justamente os extemos do arco
', . Assim, para |z| > 1, I';j U |2|I'; é um contorno simples e fechado e, como a funcao

A
MR |, A é holomorfa no interior e sobre ele tem-se, pelo Teorema de Cauchy,

2]

v
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Logo,

/ eA<R<i,A>@Z/ eA<R<i,A>@+ a%(i,A)@:
gl 217 J2l i A El AN 217/ Il

A d\ A d\ A d\
- eA<R<—,A>—+ eA<R<—,A>—z/eA<R<—,A>—,
Lz 2] ER AN 2] BN || 2]
i.e., v) é valida para [z| > 1. Se |z| < 1, entao [z|' = T\I'y U |2|p, /21, T1 U [2|Tyy5 €
A
um contorno simples e fechado e a funcdo e’ R ﬂ, A ﬂ ¢é holomorfa no interior e
z z
sobre ele. Desse modo, com argumentacao analoga & do caso |z| > 1, vé-se que v) ainda
é vélida se |z| < 1, z € A(a). Para |z| =1, v) é trivial.

1.8.6 Lema. Seja IV a curva do plano complexo definida por
I'={NeCXN=X+4 ) eTl, >0},
com a orientagao induzida pela de T'. Entao, ¥z € A(«):
i) /F & R(\, A) d\ = /F M R(), A) dX;
Nz

e

ii) X d\N = 2mi e Y\ situado d esquerda de T'.
1—‘/

Flgura i

Demonstracio: Os pontos A, A, e o arco I'. foram definidos no lema anterior. Seja
I'" o arco de I'" de extremos A+ 68 e\ +06, Ly o seguimento de reta de extemos \; e
Ar +6, L, o de extremos A\, e A\, + 6 e A, o contorno I'y U L, UT. U L, . Pelo Teorema
de Cauchy tem-se

/A A RO\, A)dA = 0 (1.8.7)
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pois, por ii) da Definicdo 1.8.4, e** R(), A) é holomorfa a direita I' e sobre I'. Mas, para
7 suficientemente grande, tem-se Re(A; + J) < 0 e, nesse caso, |A\| > |\ +0|, VA € L,.
Além disto, para 7 suficientemente grande tem-se arg Az > 7/2+¢/2 VX € L. . Logo,
para 7 suficientemente grande tem-se |A| > |\; + 6| e Re Az < 0 VA € L., donde, por
iii) da Definicao 1.8.4,

M

M
e RO A)|| < MR, A < _VYAeL,.
I (A A < e[[R(A A)|] < =T 10|

Dai, orientando L, de A, para A, + ¢§, vem

lim =0,
T—00

M6
X2 Rz A d/\H < 1
/LT6 R(z), A) 5oo A + 0]

pois § é uma constante. Segue-se que

lim [ e R\ A)d\=0

T—00 LT

e, analogamente, orientando L. de A, para A\, + J, tem-se

lim | e R(\ A)d\=0.

T—00 L+

Dai e de (1.8.7) vem i).

ii) Seja T suficientemente grande para que A esteja situado no interior da curva fechada
IMUL,UC,UL,; =AL. Pela Férmula de Cauchy tem-se
6/\’2

AN — A
Mas, se p, = inf{|N = A[; N € LT}, entao

dN = 2mi e, (1.8.8)

d)\’

1 :
/ eFe XN = 0
L.

quando 7 — 0o, uma vez que u, — 0o quando T — oo e para 7 suficientemente grande
tem-se Re Nz <0 VXN € L, ; logo

Nz

li dN =0 1.8.9
R A (18.9)
e, analogamente

Nz

li

Além disto, por (1.8.6) tem-se, para m, = 1nf{|X — AN e}y

dN = 0. (1.8.10)

Nz

d\
cr N — A

1 /
S_/ eRe)‘Z|d/\,|—>0
T CT
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quando 7 — oo. Dai e de (1.8.8)-(1.8.10) vem ii).

1.8.7 Teorema. Seja A € (0, M). Entao, para cada € > 0 tal que 2¢ < 0 — /2, A
¢ o gerador infinitesimal da restricio a R de um semigrupo holomorfo de classe Cy no
setor A(0 — /2 — 2¢) e uniformemente limitado nesse setor.

Demonstragao: Vamos mostrar que a fungao S: A(a)U{0} — £(X) dada por S(0) = I
e
1
S(z) = — / M RO AV AN, z € Ala), a=0—7/2— 2, (1.8.11)
r

- 2mi
¢ um semigrupo holomorfo de classe Cj , uniformemente limitado no setor A(6 —7/2—2¢)
e A é o gerador infinitesimal da restricao de S a R*.
Por i) do Lema 1.8.6 tem-se

1 /
/ N RN, A)dN, we Ala), a =6 — /2 — 2. (1.8.12)

2w Jr

S(w)

Logo, para z,w € A(«),

1 24N w ! /
SE)S(w) = oo /F /F (AU R(N AJR(N, A) dN dA =
_ L Az+Nw R(/\’ A) B R()‘/a A) /
= 2m)? /r /r ‘ l N — A axdd,

por (1.8.12) e a bem conhecida Primeira Equacao Resolvente. Como I esté a esquerda
de I" e N € I temos, por i) do Lema 1.8.5 e ii) do Lema 1.8.6,

/ =0 N = o,
TN —A ’ N — A
Logo,
S(2)S(w) = QLM [@E RO A A= 5(z + w), w € Ala),

pelo Teorema de Fubini e por (1.8.12) o que demonstra I17).
Fazendo em (1.8.11) a mudanca de varidveis A = |z|\, z € A(«a), a curva I' serd
transformada na curva |Z|I" e temos por v) do Lema 1.8.5

s(z)zi/ MR (X 4 dX/:L/eA’cR Ao\
27 Jiz|m 2|’ |z|  2miJr |z|” |z|
z

C _ ~ ez‘argz'
||

N )H M|z|
Rl — A< .
()<

(1.8.13)

Mas, pela hipétese iii), tem-se
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Logo,
o |dN] LAV M . |dV]
g - / e [dN] _/ Re ¢ 1OA] _/ ReN¢ 0T
IS = 5 [ 1™ 7 N 2m € N v =

M M oo xoyd
. / |dN'] + ?/ ereos(G+e) L My(e) < 00, Vz € Ala),
I 1

21T T

(1.8.14)

IN

onde 15 = inf{|\|; A € T'1}, i.e., 0 semigrupo S uniformemente limitado em A(«).

Seja z € A(a), |z| < 1. Para cada x € D(A) vem por ii) do Lema 1.8.5 e por
AR(MA)—1=R(\NAA,
1 1
S(2)r —x=— [ e¥[R\A) =X Hard\ = " ™ R(\, A)Ax d—)\)\

21 Jr T JT

Como a norma do integrando é limitada por M||Az||/|A|* temos, pelo Teorema da Con-
vergéncia Dominada e por iv) do Lema 1.8.5,

lim(S(z)x —z) = L R\ A)Ax d—)\)\ =0VzeDA).

z—0 21 Jr

Mas, pela hipétese i), D(A) ¢é denso em X e, por (1.8.14), [|S(2)|| < My(e) Yz € A(a).
Logo, S(z)x — x quando z — 0, z € A(a), YV € X, o que demonstra III”). Viu-se,
anteriormente, que a integral (1.8.4) converge. Vamos mostrar, agora, que a convergéncia
é uniforme em A(«). Fazendo a mudanga de varidveis u = |z|\, tendo em vista v) do
Lema 1.8.5 e pondo z/|z| = ¢ temos, para 7 > 1,

S(z)zi/eMR(A,A)dA:L,/ euCR<ﬂ’A>d_,u _
2|

2w Jr 271
1 1
/e“CR Ad,u —_/e”CR ﬁ’A d_,u+
" 2mi 12| |z|  2mi\ Jr, |2 ||
+ e”<R< A) d")
I\T- 2|7 ) |2

Logo, se ;1 = pe'¥ entao

%@_%/“%an%

! / el R d“
2mi Jor, | \ |2]

M el M ptesea g M [ D 1T
- 2mnr 2. T T |cos(m/2+¢)

M epcos(ﬂ/2+5)
=———— 0

7 cos(m/2 + ¢)

uniformemente em A(«) quando 7 — oo. Logo,

1 Az
%/FTe RO\, A)dA — S(2)
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uniformemente em A(a). Pelo Teorema A.6.2-iv) do Apéndice segue-se que por (1.8.11)
pode ser diferenciada sob o sinal de integracao. Portanto S é holomorfa em A(«) o que
demonstra IV).

Resta apenas mostrar que o gerador infinitesimal do semigrupo S: Rt — L(X) é
A. Seja, para isto, x € D(A). De R\, A)(M — A) = I vem, tendo em vista iii) do
Lema 1.8.5,

d 1 1
LS = — / AR, Awdr = 5 [ RO A)A + T d) =
I

dz - 2mi i Jr
1 Az _
= %/Fe R\, A)Ax d)\ = S(2)Ax,
ie.,
d
- S(z)xr = S(z)Ax Vz € D(A). (1.8.15)
Em vista de (1.8.15) tem-se
S(h)yx —x 1 h
PV E A
- h/O St Azdt, h>0,
donde
im 2SI 4 v e D4
h—0t h

0 que vem mostrar que se B é o gerador infinitesimal do semigrupo S: Rt — L(X),
entdo A C B. Como p(A) N p(B) # &, a demonstracao de que A = B ¢ feita com
argumentos ja usados na demonstragao da suficiéncia do Teorema 1.4.4.

1.8.8 Corolario. Seja A € (0, M). A extensdo S, holomorfa em A(a), a =6 — g — 2¢,

do semigrupo gerado por A, satisfaz as condigoes:
i) Para todon > 1, S(z)x pertence ao dominio de A", Vx € X eVz e Ala);

ii) Para todo n > 1 existe M, (g), constante que sé depende de €, tal que

14" S(2))] < Ml

< , VzeAla).
pE (@)

iii) [JA[S(t) — S(s)]|| < Ma(e) - (t — s)/st, 0<s<t.

Demonstragao: Como S é holomorfo, S(z)x € D(A) para todo x € X e para todo
z € A(a). De A"S(z) = [AS(z/n)]™ segue-se, entdo, que S(z)z € D(A"), Vz € X,
Vze Ala) e Vn > 1, o que demonstra i).
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Como, por hipétese, A é fechado tem-se, por (1.8.13), levando em conta que AR(\, A) =
AR(N A) =1,
1) -
Vz

Ay
2|’
_ L excli (i ) ]@
3w ) PR o Ve Al

271

AS(Z):L,/ XA R(

Logo,

M+1 )
148(:)] < =5 = [ X TS Mi(E)/lal, Ve € Aa),

o que demonstra a assercao para n = 1. Desta tultima desigualdade vem

[A"S(2)]] = H s (2)]'] < HAS Bl mME" e Afa),
o que demonstra ii).
Temos
AlS =||A | As(u)du A?s(u)du
las) - sl =4 [ -/

< My(e /—: e)(t — s)/st,

o que demonstra iii).

1.8.9 Teorema. Seja S um aemigrupo de classe Cy, holomorfo e uniformemente limi-
tado em um setor A(a), 0 < a < 7/2, e A o gerador infinitesimal de sua restrigio a RT.
Entao, Ye > 0 ezistem constantes 0. e M. positivas tais que A — el € (0., M.).

Demonstragao: See > 0, e+it € p(A) pois S é, por hipdtese, uniformemente limitado.
Assim

R +ir, A) = / T e+t §(4) dt
0

Podemos substituir a curva de integracao dessa integral, que é o eixo real nao negativo,
por um raio z = ue'® 0 < |<I>| < a. Com efeito, se 7 > 0 tomemos ® > 0 tal que
® < « e designemos por PQ e AB os arcos das circunferéncias de centro no ponto 0
e raios p e T, respectivamente, p < T, compreendldos entre os raios R* e ue®. Se C
¢ o contorno composto dos arcos PQ e AB e dos segmentos PA e QB de RT e ue™®
respectivamente, orientado no sentido de A para B, temos, pelo Teorema de Cauchy,

Y

—(6+iT)zS dz =0
/Ce (z2)dz =0,
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uma vez que, por hipotese, S é holomorfo em A(«). Como a equagao de ABé 2 = Te T,
0 < ¢ < @, temos, supondo ||S(2)|| < M, z € Ala), M > 1,

N . ip .
= || e e Sreya(re) | <

0

/A e*(E‘FiT)Z S(Z) dz

A

< Mr /fb e_(ecos<p+Tsen<p)T d(p < M Te TECoS® /‘1> d(p _
0 0

- M 7_@6775 cos ¢

Logo, /A e~ T2 §(2) dz — 0 quando 7 — co. Analogamente,
AB

H/,\ e~ EHZ §(2)dz|| < Mpde P ** — () quando p — oco.
PQ

Desse modo, se 7 >0 e 0 < ® < a, entao

—id

R(&' -+ iT’ A) — /OO e*(EJriT)t S(t) dt = /OO ef(eriT)ue S(ue*iq’)e*iq’ du.

0 0

Se 7 < 0 tomamos ® < 0 tal que |®| < a e a argumentagdo é a mesma.
A seguir, seja 7> 0e 0 < ® < a. Tem-se

~ M
R . ,A < M/ —(5cos<1>+Tsen<I>)ud < <
1R +im, A <M [ e SR S
M _]\/[1
~ 7send® T

Analogamente, se 7 <0 e & < 0, || < «, tem-se,

2
P N M M My
[[fxe +im Al < rsen®  (—7)(—sen®) —7

Logo,

M,
7]
onde Mj; é uma constante positiva. Além disto, pelo Teorema A.1.2 do Apéndice, se
e+it — pl||R(e+it, A)|| < k < 1, entdo pu € p(A), a série

|R(c +ir, A)|| < (1.8.16)

> (e +it — )" R(e +ir, A"

n=0

converge e sua soma é R(u, A). Tendo em vista (1.8.16), isto se d4, pois, se p é tal que
My 1 : . 7|

W < 3 e em particular, se 4 = 0 447 e |¢ — 0| < —— - Portanto, pondo
-

le +iT — o0,

7]
Al=peC;u=o, o] < =——7¢,
1 {u w=o;t,|o| 5
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av

Flgurad

tem-se que, se p =0 +1i7 € Ay +¢, entdo p € p(A) e ||R(u, A)|| < 2M;5/|7|. Dal resulta
que se A € Ay e, portanto, A+ € Aj+e, entao Ae € p(A) e ||[R(A+¢, A)|| < 2M3/|7| ou
equivalentemente, ||R(\, A—el)|| < 2M3/|7|. Além disto, em A; temos |o|; |7]| < 1/2Mj,
donde (0% + 72) /7% < (1 4+ 4M2) e, portanto, 2M3/|7| < C|)|, onde C' é uma constante
positiva. Logo,

HR(A,A—&])Hg%g% VieA,. (1.8.17)

Analogamente, pondo
N ={AeC; A=0+ir, \#0, 0 > |7|/2M3},

tem-se
VA=o+it € A\y. (1.8.18)

Como S ¢é por hipdtese, uniformemente limitado tem-se, em particular, ||S(¢)|| < M,
t > 0. Logo, designando por S o semigrupo gerado por A — el tem-se, de acordo com o
Exemplo 1.2.12-4),

1S@I =lle™" S@)]| < e M <M

e, portanto,
M

1RO\, A — &I, g/ooe_”t||§(t)||dt§ el (1.8.19)
0 g

para todo A = ¢ + i7 tal que o > 0 e, em particular, para A € A,. Logo, por (1.8.18) e
(1.8.19),

M  MC

e, pondo MC = M, , temos por (1.8.17) e (1.8.20),

M,
||R()\,A—81—H§ﬁ VA1UA2,
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uma vez que M > 1. Dal se 0. = arctg(—2M;), entao 7/2 < 0. < me A(,) = Ay UA,.
Portanto, A(0.) C p(A —el) e |[|R(N\, A —el|| < M./|A| VX € A(6:), o que completa a
demonstracao uma vez que, obviamente, A — eI é fechado e densamente definido.

1.8.10 Sera mostrado, agora, que os operadores definidos por (1.4.23) sao essencial-
mente, geradores infinitesimais de semigrupos holomorfos.

A seguinte notacao sera usada:

a) Seja A um operador linear de um espago de Hilbert, X. Com v(A) serd represen-
tada a imagem numérica de A, i.e.,

v(A)={\ e C;\ = (Ax,x), = € D(A), ||z|| = 1}.

b) Seja ' C Ce A € C. Com 6(A,T") serd representada a distancia de A a T, i.e.,

ST = inf (1A= 1}

1.8.11 Lema. Seja A um operador linear de um espago de Hilbert, X. Se p(A) N

(C\v(A) # @ entdo:

i) [IR(A, A) < ﬁ VA € p(4) N (C\(A)):

ii) p(A) contém toda componente conexa de C\v(A) cuja interse¢ao com p(A) é nao

V0210,

Demonstagao: Para cada x € D(A), ||z|| =1, e cada A € C tem-se, pela Desigualdade
de Cauchy-Schwarz,

oA, v(A)) <A = (Az,2)| = [(A = Az, 2)| < [[(A = A)[.

Se A € C\r(A) e, portanto, 6(\, v(A)) = d > 0, tem-se, pois, |[(A — A)z|| > d para cada
x € D(A) tal que ||z|| = 1. Logo, |[|(A — A)x|| > d||z||, Vo € D(A). Segue-se dai que se

A€ p(A)NC\r(A), entdo
lzll = [[(A = A\ = A) 2l > [[(A = A) " a|| Yo eZ(M - A).

Logo

IR A)| <=, YA€ p(A)nC\v(A) (1.8.21)

1

q’
o que demonstra i). Seja T' uma componente conexa de C\v(A) tal que p(A) NT # @.
Entao p(A) NI é, obviamente, um subconjunto relativamente aberto de I'. Além disto,
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seja A€ ['e A" € p(A)NT tal que A\, = A. Como de A € I" vem d(\, v(A)) > 0, segue-se

1
que existe um ng tal que Vn > ng tem-se A — \,| < 3 d(A\, v(A)) e, portanto,

donde, por i)
Do = AR, A)]| < 1

Logo, A € p(A) e, assim, p(A) N T é relativamente fechado em I'. Como I' é conexo,
p(A)NT =T, donde I' C p(A), o que demonstra ii).

1.8.12 Teorema. Seja L o operador de L*(Q) definido por (1.4.23). Entdio para cada
¥ > 70, existem constantes 0., e M., tais que —(L +~1I) € (6., M.,).

Demonstracao: Ponhamos, para simplificar a escrita, L, = L + I, v > 7. Pelo
Teorema 1.4.24, — L., é fechado e densamente definido, i.e., —L., satisfaz a condicao i) da
Definigao 1.8.4. Pela Proposicao 1.4.23,

Re(L., u,u) > colul|?,, co >0,

(L, w, )] < |(Lyw,u)] < Kllul, k>0,

onde, com Im z indica-se a parte imaginaria do complexo z. Portanto, (L, u,u) é um
nimero complexo do primeiro ou quarto quadrante e

Io(Loww) Rl k=
o = arctg — <ap<—
Re(L, u,u) collull2, & o 027

|arg(L, u, u)| = arctg < arctg
visto que ¢y > 0. Portanto, v(L,) C A(ag) e, como v(—L,) = —v(L,), tem-se v(—L,) C
C\A(m — o). Como, pelo Teorema 1.4.24 e a Proposicao 1.4.9,—L, € G(1,0), de
Re A > 0 vem A € p(—L,). Logo,

p(—L,) N (C\v(-L,)) # 2.

Pelo Lema 1.8.11 segue-se, entdo, que p(—L,) contém toda componente conexa de

T
C\v(—L,) cuja intersegdo com p(—L,) é nao vazia. Mas se 6, é tal que 5 < 0, <m—ayg,
entao

p(=Ly) NA(0,) # 2
e como A(f,) é conexo e A(f,) C C\v(—L,) segue-se que, A(f,) C p(—L,), e assim,
— L., satisfaz também a condigao ii) da Defini¢ao 1.8.4. Resta apenas mostrar que satisfaz
iii). Seja, para isto, A € A(f,). Se |arg A\| < g — ap, entdao |A| < §(\,v(—L,)). Se

|arg A| > g — ap entao

SN\, v(—Ly)) > || sen(m — ap — |arg A|) > |A| sen(m — ag — 65).
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Em ambos os casos tem-se, entao,

(N, v(—=Ly)) > || sen(m — g — 6,)

e dai por i) do Lema 1.8.11,

Y

1 1 M
1RO, LIl € s € = 20

(A v(=L,)) ~ sen(mr —ag—0,) |\l

para todo A € A(6,), onde M, = 1/sen(m — ap — 6,,), o que completa a demonstragao.

1.8.13 Corolario. Para cada € > 0, existem constantes O,e e M, tais que A — el €
(0., M.), onde A € o operador definido por (1.4.24).

Com efeito, por (1.4.25) a imagem numérica de —A esté contida em R e, portanto,
v(A) C R™. O corolédrio segue, entdao, do Teorema 1.8.12.

1.9 Teoria da Perturbacao

1.9.1 Vamos agora estudar o comportamenteo dos semigrupos quando seu gerador
infinitesimal é perturbado por outro operador linear.

1.9.2 Teorema. Seja A € G(1,0) e B dissipativo relativamente a alguma aplica¢io
dualidade. Se D(B) D D(A) e ezistem constantes a eb, 0 < a <1 eb >0 tais que
||Bz|| < al|Az|| +b||z|| V7?7 € D(A), (1.9.1)

entio A+ B € G(1,0).

Demonstragdo: Como A € G(1,0), A é dissipativo relativametne a toda aplicagao
dualidade (Teorema 1.4.13). Seja B dissipativo relativamente a j. Entdao A + B é
dissipativo relativamente a j, como é 6bvio. Além disto, D(A + B) = D(A) é denso em
X. Portanto, pelo Teorema 1.4.13, para demonstrar que A + B € G(1,0) é bastante
mostrar que Z(A — (A + B)) = X, para algum A > 0. Mas, como D(A) C D(B) e de
A >0 vem A\ € p(A), tem-se

IN—(A+B))=Z[N—(A+B)N-A) ) =I[I-B\N- A =
= I[I — BR(\, A)],

donde é bastante demonstrar que, para algum A > 0, I — BR(\, A) é invertivel em L£(X)
e, portanto, que || BR(A, A)|| < 1. Mas, por (1.9.1),

IBR(A, A)z|| < al|AR(A, A)x[| + bl[R(X, A)z|| =
= al|[[AR(A, A) = I]a|[ + | R(A, A)z]| < 2al|x|[+

+§||x|| = <2a+ ;) |||, Vo € X.
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Seja a < 1/2. Entao, para A suficientemente grande, 2a +b/\ < 1, i.e., || BR(A, A)|| < 1.
Portanto se (1.9.1) for satisfeita para a < 1/2, entdo A+ B € G(1,0), isto é, o teorema
¢é valido nesse caso particular. Para demonstra-lo no caso geral, seja o um ntmero tal
que 0 < o < 1esejax e D(A). Teremos

(A + aB)z|| = [|Az|| — af|Bz|| = [[Az][ - [[Bz|| = (1 — a)[|Az]| - b]|z]]

e se o inteiro n é tal que a/n < (1 —a)/4,

1—a

IN

1 a b
|~ Bal < S j1all+ 2 1ol <
n n n

1 b b
< plct+amall+ (24 ) el
Portanto, pelo que ja foi demonstrado, se A + aB € G(1,0) o mesmo acontece com
A+ aB+ (1/n)B. Mas A € G(1,0), por hipétese, donde A + (1/n)B € G(1,0); dai,

pelo mesmo argumento, A+ (2/n)B € G(1,0) e, deste modo, esse argumento repetido n
vezes nos dd A+ B = A+ (n/n)B € G(1,0), q.ed..

1.9.3 Proposicao. Se A € G(1,0) e B € L(X) entio A+ B € G(1,]||B||).
Demonstracao: Para cada aplicacao dualidade, j, tem-se
Re((B — ||B||I)x, j(z)) = Re(Bz, j(z)) — || Bl| ||=[|* <
< 1B ]«|* = 1|BI| ||l=[|* = 0,

i.e., B —||B]||I é dissipativo. Como [|(B — ||B||])z|| < 2||B||||z|| V& € D(A), A e
B — ||B||I satisfazem as hipdteses do Teorema 1.9.2 com a = 0 e b = 2||B||. Segue-se
que A+ B —||B||I € G(1,0) e, pela Proposigao 1.4.9, que A+ B € G(1,]|Bll), q.e.d..

1.9.4 Lema. Se A € G(M,0), entdo existe uma norma, | - |, em X tal que
||| < || < M]|]]. (1.9.2)

e na qual A € G(1,0).

Demonstragao: Se X é o semigrupo gerado por A temos

|S@)|| <M, Vt>0. (1.9.3)
Ponhamos
|z| = sup ||S(t)x]]. (1.9.4)
>0
E imediato que | - | 6 uma norma em X; além disto,

||z[| = |[S(0)z|| < sup [[S(t)z|| = |z]
>0
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e, por (1.9.3),
o] = sup [1S(0)al] < s [15(0) ]| < ]|
>0 >0

o que demonstra (1.9.2). Com X munido da norma | - |, S(¢) ¢ uma contracdo V¢ > 0
visto que de (1.9.4) vem

|S(t)x| = sup [|S(7)S(t)z|| = sup [|S(t + 7)z|| < sup [[S(t)z]| = |z,
>0 >0 >0

i.e., A€ G(1,0) estando X munido da norma | - |.
1.9.5 Teorema. Se A € G(m,w) e B € L(X), entio A+ B € G(m,w + M||B|]).

Demonstragio: Seja S semigrupo gerado por A e consideremos o semigrupo S = e~ S.
Seu gerador infinitesimal é, pelo Exemplo 4 de 1.2.12, A = A—wl. Pela Proposicao 1.4.9,
A € G(M,0). Pelo Lema 1.9.4 existe uma norma | - | em X tal que

|z|| < |z| < M||z|| VzeXeAeG(1,0). (1.9.5)
As normas | - | e || - || sendo, por (1.9.5), equivalentes, B € L£(X) estando X munido
da norma | - |. Logo, pela Proposicao .9.3, A+ B € G(1,|B|) donde, pela Proposi-

¢io 1.4.9, A+ B —|B|I € G(1,0), isto 6, A+ B — (w+ |B|)I € G(1,0). Novamente pela
Proposicao 1.4.9, A+ B € G(1,w + |B]). Dai e de (1.9.5) vem

I1R(A, A+ B)"z|| < |R(A, A+ B)"z| < [R(A, A+ B)"||z] <
M|

< VA >w+|B|,
(A= (w+[B])]"
Vz € X. Logo
M
RMA+B)"|| < , A>w+|B|. 1.9.6
IBOLA+ Bl € o B (19)

Por fim, como de
|Bx| < M||Bx|| < M{|B||[|z|| < M| B]| ||

vem |B| < M]||B|| e, portanto, de A > w + M||B|| vem A > w + | B|, tem-se, por (1.9.6),

M

A A+ YIS R s

A>w+ M||B|,

ie, A+ B e GM,w+ M||B||), qed..
1.9.6 Teorema. Seja A € (0, M) e B um operador linear fechado tal que

1) D(B) > D(A)

2) ||Bx|| < al[Az|| + bljz]| V2 € D(A),
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onde a e b sio constantes, b >0 e 0 <a < 1/(M +1). Entdo, existem constantes 9, ¢
e M’ tais que A+ B —0I € (¢, M").
Demonstracao: Seja ¢’ tal que g <0 <6,0 < . Observe-se inicialmente que existem

duas constantes positivas a e § para as quais as desigualdades
< alX+ pl (1.9.7)

Al < BIA+ (1.9.8)
sao validas para todo A € A(¢') e todo p > 0. Ainda mais, para todo A € A(#) e
todo u > 0 tem-se A + p € A(#'). Logo, como A(#') C p(A) tem-se, por 2), Vo € X e
Ve Ald),
IBRA + p, A)x|| < al[AR(A + p, A)| [+
HO[[ROA + p, A)|| < [[((A+ ) RO+ p, A) = ||+
bM bM

+ —|lz|| {a(M + 1) + z||.

el (a0 + )4 20
De (1.9.7) vem 1/|A + u| < a/pu — 0 quando p — oo, donde existe § > 0 tal que

bM
A+ 0|

(1.9.9)

<l—a(M+1) Ve A(#).

Dai e de (1.9.9) vem || BR(A+ 9, A)|| < ¢ < 1. Portanto I — || BR(A+ 6, A)|| é invertivel

e

Il = BRO+6.A) Y < S IBROA+8 A <3 ¢ = LC (1.9.10)

n=0 n=0 1—

Além disto tem-se V) € A(¢)

RA+6,A)[I —BRA+6,A)) ' =[I—-BR\+§A)AN+6—A)]"
=A+6—-A-B)'=R\+6A+B),

donde resulta que A + ¢ € p(A + B) e, portanto, A € p(A+ B — §I). Como A € (6, M)
segue-se, entao, tendo em vista (1.9.8) e (1.9.10), que VA € A(#') tem-se

[|RON, A+ B —0ol)|| =||R(A+d,A+ B)|| <
< ||[R(A+ 0, A)||| - |I[I = BR(A+6,A)] 7|
M 1 MB 1 M’
< . < . = —,
T A+ 1—c T N 1—c |)

onde M' = Mp/(1—c). Além disto, D(A+ B) = D(A) é denso e A+ B é fechado. Logo
A+B -6l (@, M).

1.9.7 Corolario. Se A € (0,M) e B € L(X) entdo existem 6, § e M' tais que
A+ B—8I€(0,M).
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Demonstragao: Caso particular do Teorema 1.9.6 com a =0 e b = ||B||.

1.9.8 Corolério. Se A € (0, M) e B é um operador linear fechado tal que ||Bzx|| <
a||Az|| para todo x € D(A) e a é uma constante tal que 0 < a < 1/(M + 1), entdo
existem constantes 6, ' e M’ tais que A+ B — 01 € (', M").

Demonstracao: Caso particular do Teorema 1.9.6 com b = 0.
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Capitulo 2

Problema de Cauchy Abstrato

2.1 A Equacao Homogénea

2.1.1 Seja X um espaco de Banach, A um operador linear de X e consideremos, para
cada x € X o problema de Cauchy abstrato,

d
d—z:Au(t) t>0

u(0) = x.

(2.1.1)

Por solugio de (2.1.1) entende-se toda fungdo uw: Rt — X, continua para t > 0,
continuamente diferencidvel para t > 0, tal que u(t) € D(A) para todo t > 0 e que
satisfaz (2.1.1). A segunda equagdo que figura em (2.1.1) serd dita condigao inicial do
problema e x, seu valor inicial.

2.1.2 Teorema. Se A ¢é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy entdo,
para cada x € D(A), (2.1.1) tem uma sé solugao, continuamente diferencidvel em todo
t>0.

Demonstracao: Com efeito, a existéncia e a diferenciabilidade da solugao resultam da
Proposigao 1.2.10. Seja A gerador do semigrupo de classe Cy, S, e u(t) uma solucao de
(2.1.1). Se 0 < s <t < oo tem-se, por i) da Proposigao 1.2.10,

(01— s)uls)) = St — 5)Au(s) — S(t — ) Au(s) = 0

donde S(t — s(y(s) é independente de s. Para s = 0, S(t — s)u(s) toma o valor S(t)x e
para s = t, o valor u(t). Logo u(t) = S(t)x, Vt > 0.

Dos Teoremas 1.4.24 e 2.1.2 decorre, imediatamente, que Vug € H*™(Q)NH'() o
problema

ou
— 4+ Lu=20
or T

u(0) = ug,
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onde L é o operador definido em (1.4.23), tem uma tnica solu¢ao continuamente diferen-
cidvel em todo ¢t > 0. Em particular Vuy € H*(2) N H}(S2) o problema

ou

Ay =
o u=>0
u(0) = g,

tem uma tnica solugdo, continuamente diferencidavel em todo t > 0. A reciproca do
Teorema 2.1.2 serd examinada a seguir. Inicialmente alguns lemas.

2.1.3 Seja A um operador linear fechado de X. Como ficou estabelecido no Lema 1.2.15,
pondo, para cada = € D(A),

|z = ||| + || Az]] (2.1.2)
o funcional | - | é uma norma em D(A), a norma do gréfico, aqui representada simples-
mente por | - |, com a qual D(A) é um espago de Banach. Portanto, no que segue,

|z = ||| + [|Az|| V= € D(A).
Observe-se que, se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy e € D(A) entao,
pelo Teorema 2.1.2; a solucao do problema (2.1.1) satisfaz a condicao

u € C([0,00); [D(A)]) N C([0, 00); X).

2.1.4 Lema. Seja A um operador linear fechado. Vamos supor que, para cada x € D(A),
o sistema (2.1.1) tenha uma sé solugio u(x,t), continuamente diferencidvel em [0, o).
Entao, para cada T € N, existe uma constante M. tal que

sup |u(t,z)| < M;|x|. (2.1.3)
0<t<r

Demonstragao: Como A é fechado podemos introduzir em D(A) a norma do grafico.
A seguir vamos definir uma aplicacao

T,: [D(A)] — C([0,7]; D(A)]) (2.1.4)

Pondo Trx = u(t,z), 0 <t < 7, onde C([0, 7]; [D(A)]) é o espago das fungoes u: [0, 7] —
[D(A)], continuas, munido da norma do supremo. Se x,y € [D(A)] e v(t) = au(t,x) +
pu(t,y), entao
dv(t) . du(t,z) 3 du(t,y)
dt dt dt
= aAu(t,x) — .0 Au(t,y) = Av(t). v(0) = ax — Py,

isto é, v(t) é a solugao correspondente ao valor inicial cz+ fy. Mas entdo, pela unicidade
da solugao, u(t, ax+ fy) = au(t,x) + Pu(t,y) donde T’ é linear. Seja x,, — = em [D(A)]
e suponhamos que T,x, — v em C([0,7];[D(A)]). Isto significa que, quando n — oo,
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u(t,z,) — v(t) e Au(t, z,) — Av(t) e, portanto, du(t,z,)/dt — Av(t), na norma de X,
uniformemente em [0, 7]. Dai resulta que v(t) é uniformemente diferenciavel em [0, 7] e
dv(t)/dt = Av(t). Vamos estender v a RT definindo v em (7, 00) por v(t) = u(t —7,v(7));
entdao v(t) é uma solugao de (2.1.1) com valor inicial x e continuamente diferenciavel em
[0,00). Logo v(t) = u(t,z), pela hipdtese da unicidade, donde T é fechada. Segue-se
dai, pelo Teorema do Grafico Fechado, que T ¢é limitada, donde existe M, tal que

sup [u(t, z)| < Myal.
0<t<r

2.1.5 Lema. Seja A um operador linear fechado, densamente definido e tal que p(A) #
. Entio D(A?) é denso em X.

Demonstragio: Seja A € p(A). Entao existe (A — A)~' e (A — A)~' € L(X). Como
(A= A)'X = D(A) tem-se (A — A)"'D(A) C D(A). Logo, de y € (A — A)"'D(A) vem
y€D(A) e, sey=(A—A)"lz, entdo

(A= A)y = (A — A)(A — A) 'z = 2 € D(A),

donde Ay € D(A). Segue-se que y € D(A?), ie.,, (A — A)"'D(A) C D(A?). Como
(A —A)"t € L(X) e os operadores lineares limitados transformam conjuntos densos em
seus dominios em conjuntos densos em suas imagens, D(A?) é denso em D(A), donde
em X, q.ed..

2.1.6 Teorema. Seja A um operador linear fechado, densamente definido e tal que
p(A) # @. Vamos supor que para cada x € D(A), o sistema (2.1.1) tenha uma e uma
$6 solugdo, continuamente diferencidvel em [0,00). Entdo, A € o gerador infinitesimal
de um semigrupo, S, de classe Cy e S(t)x = u(t,z), onde u(t,z) é a solugao com valor
inicial .
Demonstracio. Vamos definir, para cada t > 0, S(t): [D(A)] — [D(A)] pondo S(t)x =
u(t, z). Como no Lema 2.1.4, da unicidade da solucéo de (2.1.1) decorre que S(t) é, para
cada t > 0, um operador linear. O Lema 2.1.4 implica que S(t (t) é limitado e as hipoteses
sobre a derivabilidade e a continuidade implicam que

S()x — 2| = Ju(t,2) — u(0,2)| = |[u(t,x) — al| + | Au(t, x) — Az|| = 0
quando t — 0, isto é, que S(t) ¢é fortemente continuo relativamente a topologia de [D(A)].

Além disto, S(0)z = u(0,z) = z, Va € [D(A)] e como de

dt

{du(t+s ,x) = Au(t + s, z),
(04 s,2) = u(s,x)
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{di (b, u(s,2)) = Aut, u(s, ).
u(0,u(s, x)) = u(s, )

vem, pela unicidade,
S(t+ s)x = u(t + s,2) = u(t,u(s,z)) = S(t)S(s)z, Vo € [D(A)] et,s >0,

segue-se que S ¢ um semigrupo de classe Cy no espaco de Banach [D(A)].
Vamos estender S(t) a X. Ponhamos, para y € D(A?),

v(t) =y+ /Otu(s, Ay) ds.

Teremos v'(t) = u(t, Ay) e

u(t, Ay) — Ay—/—usAy ds—/AusAy)d

Logo,
t t
V'(t) = Ay + / Au(s, Ay)ds = Ay + A/ u(s, Ay) ds = Av(t)
0 0

e, como v(0) =y, v é a solu¢do de (2.1.1) com valor inicial y. Portanto, v(t) = u(t,y),
pela unicidade da solugao de (2.1.1). Mas, entao, Au(t,y) = v'(t) = u(t, Ay) ou seja

AS(tyy = S(t)Ay Yy € D(A?). (2.1.5)

Seja x € D(A) e A € p(A) (p(A) # @, por hipdtese). Entao (A — A)~! existe e (A —
A)"'D(A) € D(A). Logo, pondo y = (A — A)~'z, tem-se y € D(A). Além disto,
A—Ay=N—-A)\N—A) e =2 € D(A); logo Ay € D(A) e, portanto, y € D(A?).
Por (2.1.5) tem-se, entao,

1S(#)x|| = [ISE)(A = A)yl| = [|(A = A)SH)yl| < M'|S(t)y| <
< M eyl = M" e ([lyl| + [|Ayl])-

onde w > wy = inf{log [S(t)|/t,t > 0}. Mas y = (A — A) "'z = R()\, A)z e, portanto,
[yl = [[ROA, A)z|| < |[RA, Al |2]] = Myf|].
Além disto, Ay = Ay — x, donde
Ayl = Ay = 2| < Ayl + [[=]] < AT Ml + ]| = (AMy + 1) |2]].
Logo,

[yl + [Ay[| < Mylla|] + (Al My + D)f|2]| = (Al + )My + D] — M]|z]]
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onde M = M"((A+ 1)M; + 1) e, assim,
I1S(t)z|| < Me*||z|| Va e D(A).

Como, por hipétese, D(A) é denso em X, segue-se dai que S(t) admite uma extensdo
linear limitada, S(t), a todo o conjunto X. Portanto, Vt > 0, S(t) é um operador linear
limitado de X e, como se vé imediatamente, S: RT™ — £(X) é um semigrupo. Como
S(t) é extensio continua de S(t) ainda se tem ||S(t)|| < M e**. Dai, de ||S(t)z —z|| — 0
quando t — 07, Vo € D(A) e de D(A) denso em X, segue-se que ||S(t)z — z|| — 0
quando t — 07, Vz € X, i.e., S é um semigrupo de classe Cj .

Vamos mostrar agora que o gerador infinitesimal de S é A. Seja B o gerador infini-

tesimal de S. Se x € D(A), entao S(t)xr = S(t)x = u(t,x). Logo,

%S(t)x =AS(t)x Vt>0

que, para t = 0, d& A C B. Por outro lado, por (2.1.5), temos para y € D(A?) e A C B,

donde, se X é tal que Re A\ > w,
A /OOO M S(tydt = /OOO e S(t)By dt
ou seja, AR(A\, B)y = R(\, B)By e, dai,
AR\, B)y = BR(A\,B)y Yy € D(A?). (2.1.6)

Mas, BR(\, B) ¢é limitado, A é fechado e D(A?) é denso em X, pelo Lema 2.1.5; logo
(2.1.6) é valida para todo y € X e, entdo,

D(A) > Z(R()\, B)) = D(B)

e, portanto, B C A, q.e.d..

Quando A é o gerador infinitesimal de um semigrupo diferenciavel, o Teorema 2.1.2
pode ser melhorado como se vé a seguir.

2.1.7 Teorema. Se A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo diferencidvel, entdo
para cada x € X, (2.1.1) tem uma unica solugao; se x € D(A) a solugao é continuamente
diferencidvel em todo t > 0.

Com efeito, a existéncia da solugao resulta do Teorema 1.3.3, a diferenciabilidade, da
Proposicao 1.2.10 e a unicidade é demonstrada como no Teorema 2.1.2.
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Tendo em vista os Teoremas 1.4.24 e ]1.8.12, segue-se pelo Teorema 2.1.7 que se
v >, entdo Yug € L?(Q2) o problema

d
d—?—I—Lu—i—yu:O, u(0) = uyg

tem uma tnica solugdo; se ug € H*™(Q)NHF'(2) a solugdo é continuamente diferencidvel

para t > 0.

2.1.8 Aplicagoes:
1) Equagao de Ondas. Seja 2 C R” satisfazendo as condigoes estipuladas em 1.4.16 e
consideremos o problema

D*u

@—Au:o em (0,00 x Q (2.1.7)
u=0 em (0,00) x 0 (2.1.8)

u(0) = g, %(O) =vy em £ (2.1.9)

onde, ug € H*(2) N HJ () e vg € Hy(2). Vamos mostrar que existe uma tinica funcio,
u, que satisfaz (2.1.7), (2.1.8) ¢ (2.1.9) e

u € C([0,00); H*(2) N Hy(€2)) N C* ([0, 00); Hy (€2)) N C*([0, 00); LA(92)).

Além disto,

2

ou
5 () = |[Vuo|[72(0) + |uol |72y, Y1 >0.

IVu(t) ey + ‘
L2(Q)

A equagao (2.1.7) é equivalente ao sistema

g—?:—v:O em (0,00) x Q
%—Au:o em (0,00) x Q
ou seja, a equagao
ou
— —AU =0
ot ’

onde

) o)

Sejam H = H(Q) x L*(Q) e Uy = (le), Uy = (Zj) pontos de H. Levando em conta que,
pela Desigualdade de Poincaré-Friedrichs (Medeiros [42]), a integral / Vuy Vuy dx define
Q
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um produto interno em H} (), equivalente ao definido na Observagao 1.4.16, podemos
definir um produto interno em H pondo

(U, Uy) = /Q(vu1 Vs + 01 v3) do
e com ele H é um espacgo de Hilbert. Ponhamos
D(A) = (H*(Q) N H;(Q)) x Hy().
Entao, A: D(A) C H — H e o sistema (2.1.7), (2.1.9) é equivalente ao sistema
ol _ AU =0

Ua(to) ) <Z§> (2.1.10)

Temos

v u
(AU, Usp) = <<A; ), (;)) = /Q(VmVUQ + voAuy) dv =
1 2
= — /Q(VU1VU2 + v1Aug) dx =

= —(Uy, AUz) = (Ur, (—A)Us),
donde AT = —A. Logo, pelo Teorema de Stone, A é o gerador infinitesimal de um grupo

unitario, S, de classe Cy. Portanto, pelo Teorema 2.1.2, o problema (2.1.10) tem uma
tnica solugao, U(t) = S, (t)Uy, continuamente diferenciavel para ¢t > 0, isto é,

U € C([0,00);: [D(A)]) N C([0, 00); H) (2.1.11)
e, além disto, U é uma isometria e, portanto,

WU@e = Uollr, Vt=>0. (2.1.12)

Como toda fungao de H satisfaz (2.1.8) segue-se de (2.1.11) que se U = <u>’ entao u é
v
a unica funcao que satisfaz (2.1.7), (2.1.8) e (2.1.9) e

u € C([0,00); H*(Q) N Hy(€2)) N C([0, 00); Hy(2)) N C*([0,00); L*(€2)).

Além disto, de (2.1.12) tem-se |[Vu(t)||Z2(q) + [[0(0)[[72) = [[VuollZ2(q) + [[volZ2(q) » ou

seja,
2

ou
E(t) = ||Vuo|[72(0) + llvol|Z2(y» V>0,

L*(Q)

IVu(®) 2oy + |

pois, v = Ju/0t.
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Consideremos agora o problema

0*u
52 Au=0 em (0,00)x Q (2.1.13)
u(0) = g, Z—QZ(O) =7 em (), (2.1.14)

onde €2 é um aberto do espaco R".
Como no caso ja estudado, (2.1.13) é equivalente a equagao

ou
E_AU_O

-39 )

Seja H = H}(Q) x L*(Q) munido do produto interno definido por

onde

(Ul, Uz) = /Q(VU1V’U2 + Ugug + ’01’02) d.’L’,

onde U; = <u1>’ U; = <u2> € H.
U1 Vo

Com o produto interno assim definido, H é um espago de Hilbert. Pondo D(A) =
(H*(Q) N HL(Q)) x H}(2)) tem-se, para U € D(A),

(=1 + AU, U) = (AU, U) — (U,U) = /Q(vuvv +uv + vAu) da—
—/(|Vu|2+u2—|—v2)dx: —/(|Vu|2+u2—|—v2 —uv)dx <0,
Q Q

S

ie., —I + A é dissipativo. Além disto, se F' = (
9

2u—v=f
2v— Au = g.
ou seja, a equacdo —Au + 4u = 2f + g, a qual tem uma solugao, u, em H%(Q2) N Hy ()

(Proposigao 1.4.20 e o Teorema A.9.2 do Apéndice). Logo, v = 2u — f € H}(Q) e,
portanto, a equacao

)EH,aequagéo2U—AU:Fé

equivalente ao sistema

2U — AU = F
tem uma solucao U = <u>’ em D(A), i.e., o operador 2] —A = [ —(—I+ A) é sobrejetivo.
v
Como D(—I + A) é denso temos, pelo Teorema de Lumer-Phillips, —1 + A € G(1,0),
donde A € G(1,1), pela Proposigao 1.4.9. Pelo Teorema 2.1.2 o problema

ou
AU =
{at U=0

U(0) = Uo,
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onde Uy € D(A), tem uma tnica solucao U, continuamente diferenciavel para t > 0, i.e.,
U € C([0,00); D(A)])NC(]0,00); H). Logo, se ug € H2(Q)NH () e vy € H} (), entdo
existe uma Unica funcao u tal que

u € C([0,00); H*(Q) N Hy(€2)) N C([0, 00); Hy(2)) N C*([0,00).L*(12))

e que satisfaz (2.1.13) e (2.1.14). Além disto, multiplicando ambos os membros de (2.1.13)

U,
por e e integrando em 2 tem-se

0%u Ou ou
v 8td +/ —Au) atdx—O.
Mas )
Pudu, 10 [ |ou
ooz ot T 20t Ja| ot
e
/( Aw) —d /VV—d —/v 9 Yud —12/|V|2d
A w) T = u x ug Vude =5 o | |Vul“dz.
Logo,
10 oul? 10 2
300 o3| 43 31 oIVl =0
ou seja
/ Ou 2 dx—i—/ |Vul?dr = constante
oot Q '
Portanto,

a 2
/\vu|2dx+/ ‘—“ dx:/ \Vuo\de+/ luo|? dx
Q |0t Q Q

exatamente como no caso em que €2 é limitado.

Com os mesmos argumentos chega-se a essas mesmas conclusoes quando (2 = R".
Nesse caso poe-se H = H(R") x L*(R") e toma-se para D(A) o espago H*(R") x H'(R").

2) Equacgao de Schrodinger. Consideremos a equacio de Schrédinger em L?(R™)

onde A é o Laplaciano e ¢ é uma fungao real e mensuravel em R". Vamos definir, como
nos Exemplos 1.5.10, os operadores A; e M, de L*(R") pondo Aju = iAu, u € H*(R™) =
D(A)) e Mu=qu Yu € DM, ={uce LQ(R”) qu € L*(R™)}. Os operadores —iA; e
— M, sao simétricos, donde —iA; — M, é simétrico e, se D(M,) D H*(R™), —iA; — M, é
densamente definido. E, como sera mostrado a seguir, com adequadas restri¢oes a fungao
¢ tem-se, nao s6, D(M,) D H*(R") como, também, Z(N\g — (—iA; — M,)) = L*(R")
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para algum A\g € p(—iA; — M,). Portanto, com apropriadas restricoes a ¢, o operador
—1A;—M, é auto-adjunto (Teorema A.1.7 do Apéndice), o mesmo acontecendo, pois, com
o operador ¢A; + M, , donde pela Nota 1.5.9, o operador A; —iM, gera um grupo unitario
de classe Cjy. Resultard daf que, para cada uy € H?(R"), a equagao de Schrodinger tem
uma Unica solugao, u, com valor inicial uy e continuamente diferenciavel para t > 0.
Além disto, [[u(t)||2@n) = [|uo|[L2@ny, t > 0.

Vamos nos restringir aos trés casos a seguir.

a) ¢(x) =0 VzeR"
b) ¢ € L>®(R").
¢) i) D(M,) D H*(R™) e existem constantes a e b, 0 < a < 1 tais que
|| Myul| 2m) < alliAvul|peny + blull 2@y Yu € HA(R™);
ii) ¢ > 0 quase sempre em R".

No primeiro caso temos M, = 0, donde D(M,) = L*(R") > H?*(R") e, como ja foi
visto no Exemplo 1.5.10-2), Z(I — (—iA;)) = L*(R"),1 € p(—iA;). Portanto, Z(I —
(—iA; — M,)) =Z(I — (—iA;)) = L*(R") com \g = 1 € p(—id;) = p(—iA; — M,).

No segundo caso, M, é um operador linear limitado de L*(R™) pois, nesse caso, de
u € L*(R™) vem Myu = qu € L*(R") e

1 1
2 2
Mgy = ([ 1Mol )" = ( [ JauP dz)” <llallzae llull e

i.e., My é limitado e || M,||r2@ny < ||g]|po@n) -

Além disto, como foi visto no Exemplo 1.5.10-2 Z(I — (—i4;)) = L*(R") e como
—iA; é densamente definido e dissipativo, segue-se que —iA; € G(1,0), pelo Teorema
de Lumer-Phillips. Logo, —iA; — M, € G(1, || My||r2@®n)), pela Proposicao 1.9.3, donde
—idy — My — |[M[|r2@ny I € G(1,0) e, dal,

I(A — (—iAy — My — || M| 2@y I) = L*(R™), A >0,
pelo Teorema de Lumer-Phillips. Portanto,
(Ao — (—iA; — M) = L*(R™) com Ao = A + || M| r2@n) € p(—iA; — M)

que ¢ o que se queria demonstrar.

No terceiro caso, de ii) resulta que —M, é operador dissipativo e, como —iA; €
G(1,0), tem-se —iA; — M, € G(1,0) pelo Teorema 1.9.2. Logo, Z(A\g — (—i4d; — M,)) =
L*(R™) para algum X\ > 0 e, portanto, A\g € p(—iA; — M,), c.q.d..
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Se, em particular, ¢ € LP(R"), com p > n/2 e p > 2, a condicao i) de c) é satisfeita.
Seja, com efeito, u € H*(R™) e ponhamos v(z) = u(z/p), p > 0. Tem-se v € H*(R"),
donde a funcio (1 + |z|*)v(x) € L*(R"); além disto, de p > n/2 resulta que a fungao
(1 + |z|?)~" pertence a LP(R™) ([42] pag. 97). Logo, pondo s = 2p/(p + 2) e, portanto,
1/s =1/p+1/2 e tendo em vista que 0(x) = (1+ |z|?)"}(1+ |z|*)0(x) tem-se ¥ € L*(R"™)

e
([ p@kas)” < ([ a+lapyra)" ([ 10+ pPie)k)’
R" R" Rn
pela Desigualdade de Holder Generalizada (A.7.2 do Apéndice). Mas (1 + |z|?)v(z) =

(v(xz) — Av(z)" donde, pelo Teorema de Plancharel,

(/Rn (1 + |x|2)17(;p)|2dx>% _ </Rn o(z) — Av(:t)|2d:p>% _

= HU — AUHLQ(R") S HAUHLQ(R") -+ ||’UHL2(Rn) .

Logo, pondo Apn = (/R (1+ |x*)? d:c) i tem-se |0]| 2@ny < pp([|AV|| L2mny+

||v|| 2y - Seja T o conjugado de s, ie., 1/7+1/s =1. Como 1 < s <2 tem-se

~ 1 1
o]l @y = 10]]2-@m) = [|0]]2-@n) < QW)n(T;) |19]]2- @
pelo Teorema de Hausdorff-Young (Teorema A.8.9 do Apéndice) aplicado a fungao .
Portanto, ||v||-@n) < @), ([|Av]|L2@ny + |[0]|2@ny), onde a,,,, depende apenas de p e n.
Mas v(x) = u(z/p). Logo,

(n—

_n _n 2) n
ey = o110l ey < 7% ap (055 180l + ¥l aen)
donde,

ull 2@y [alle@ny < allAulL2@ny + blful] 2@y
com 0 <a<1eb>0, para p convenientemente escolhido. Além disto, 1/p+1/7 =1/2
donde, pela Desigualdade de Holder Generalizada, qu € L*(R"), e, portanto, D(M,) D
H?*(R") e
|| Mg|[r2@ny = lqul| r2@n) < lal|Lr@e) |l - @e) < al [Aul| L2@e) + bful| 2@
0<a<lebdb>0.

3) Equacao do Calor. Seja Q@ C R™ um conjunto aberto satisfazendo as condigoes
estipuladas em (1.4.16) e consideremos o seguinte problema: determinar uma fungao
u: [0,00) x Q — R tal que

Ju

E—Au:o em (0,00) x Q (2.1.15)

u=0 em (0,00) % 0 (2.1.16)
u(0,2) = up(x) em £, (2.1.17)
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onde A é o operador de Laplace.
A equagao (2.1.15) é conhecida por equagio do calor.
Definindo, como anteriormente, o operador A de L?*(f2) por

D(A) = H*(Q) N Hy ()
Au=Au VueD(A),

o problema pode ser posto sob a forma

d
{C;:AUO em (0, 00) x Q) (2.1.18)
uw(0,z) = ug(x) em €, (2.1.19)

uma vez que se u € D(A), entdo u satisfaz (2.1.16).

Pelo Teorema 2.1.2; se ug € H*(Q2) N H}(Q), entdao o semigrupo gerado por A é uma
solucdo, continuamente diferencidvel para todo ¢ > 0, do Problema (2.1.18)-(2.1.19).
Tendo em vista a Observacao 2.1.3 e que a norma do grafico é, neste caso, equivalente
a do espago H{ , segue-se que, para ug € H?*(2) N HY(Q), a solugdo, u(t) = S(t)ug, do
problema (2.1.18)-(2.1.19), satisfaz a condigao

u € C([0,00); L*(€)) N C*(J0, 00); L*(2)) N C*([0, 00); H*(2) N Hy(2)),
e, de modo mais geral, paa todo ug € L*(Q)
u € C([0,00); L*()) N CH([0, 00); L*(92)) N C*([0, 00); H*() N Hy(2)),

uma vez que S é um semigrupo diferenciavel pela Proposicao 1.4.28.
Além disto, pelo Teorema 1.4.29, Vug € L?(2),

u(t) = S(tyuo € C™((0,00); [D(AR))) ¥k e N.
Mas,
D(A*) ={ue€ H* u= Au=---= A"y = 0 sobre 9Q}.

Logo,
u(t) = S(t)uyg € C™((0,00); H*) Vk,n €N,

donde, pelos teoremas de imersao dos espagos de Sobolev,

u(t) = S(t)ug € C™"((0,00); C™(2)), Vn,m €N,

onde C™(2) é o espago das fungoes f: @ — R que, juntamente com suas derivadas D‘« f,
0 < |a] < n, sdo uniformemente continuas em 2, munido da norma

1fll = max sup [D° f(z)|

0<]a|<n z¢
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2.2 Equacao Nao Homogénea

2.2.1 Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo, S, de classe Cy, f: Rt — X
uma funcgao continua e consideremos o problema de Cauchy abstrato

d
au(t) =Au(t)+ f(t), t>0

(2.2.1)

u(0) = x.

2.2.2 Definigdo. Uma func¢ao u: Rt — X é dita solugdo forte de (2.2.1) se u é continua
para t > 0, continuamente diferenciavel para t > 0, u(t) € D(A) Vt > 0 e u satisfaz
(2.2.1).

Seja u uma solugao forte de (2.2.1) e ponhamos g(s) = S(t — s)u(s), 0 < s < ¢.
Teremos ¢'(s) = S(t — s) f(s) donde, integrando de 0 a t, 0 < t < oo,

u(t) = S0y + [ "S(t = 8)f(x) ds (2.2.2)

que é uma condi¢do necessaria para que u seja solugao forte de (2.2.1).

Satisfeitas as hipéteses estipuladas em (2.2.1), a fungao S(t—s) f(s) é continua e, por-
tanto, a férmula (2.1.2) tem sentido quer u seja ou nao solugao forte de (2.2.1). Dizemos,
entdo, que (2.2.2) é uma solugio generalizada de (2.2.1). As solugoes generalizadas nao
sao necessariamente solugoes fortes como se vé tomando para f(t) a funcao S(t)y ¢ D(A),
t > 0ey € X; nesse caso, u(t) = S(t) +tS(t)y ¢ uma solucao generalizada que nao
¢ uma solucao forte porque essa funcao nao é diferencidavel para ¢t > 0. Portanto, para
que uma solugao generalizada seja uma solucao forte é necessario que A ou f satisfacam
condic¢oes adicionais, algumas das quais serdao estudadas aqui.

Como conseqiiéncia imediata de (2.2.2) temos:
2.2.3 Proposicao. O sistema (2.2.1) tem no mdizmo uma solugdo forte.

2.2.4 Teorema. O sistema (2.2.1) tem uma solugio forte para todo x € D(A), se, e s6
se, a fungdo v dada por
t
u(t) = / S(t — s)f(s)ds (2.2.3)
0
é continuamente diferencidavel para todo t > 0.

Demonstragao: Quando (2.2.1) tem uma solugdo forte para = € D(A), a funcdo v é,
por (2.2.2), diferenga de duas fungoes continuamente diferencidveis em todo ¢ > 0; logo
continuamente diferenciavel em todo ¢t > 0. Reciprocamente, como

v(t+h) —v(t) 1 gtk
h h Ji

Apu(t) = S(t+h—s)f(s)ds (2.2.4)
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se v é continuamente diferencavel em todo ¢t > 0, entao o segundo membro de (2.2.4)
tem um limite quando h — 0%, V¢ > 0, o mesmo acontecendo, portanto, com o primeiro.
Logo, no limite, quando h — 0%, Av(t) = v'(t) — f(t). Além disto, v(0) = 0. Logo, a
funcao u, dada por u(t) = S(t)z + v(t), é solucao forte de (2.2.1).

2.2.5 Corolario. Se v(t) € D(A), Yt > 0, e Av é continua, entdo o problema (2.2.1)
tem solugao forte Va € D(A).

Demonstragao: De (2.2.4) vem

v(t+h) —o(t)
h

_Awuy+%AﬂﬁS@+h—sﬁ@ﬁ&

cujo segundo membro, de acordo com as hip6teses, tende para Av(t)+ f(t) V¢ > v. Logo
v é derivavel a direita em todo t > 0 e d*wv(t)/dt = Av(t) + f(t). Mas, por hipdtese,
f(t) e Av(t) sdo continuas; logo dTv(t)/dt é continua. Pelo Lema de Dini (Lema A.3.2
do Apéndice), é continuamente diferenciavel para t > 0. Pelo Teorema 2.2.4 o sistema
(2.2.1) tem uma solugao forte que é dada por (2.2.2), q.e.d..

2.2.6 Proposicao. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy,
f:RY — X wma funcio continua e suponhamos que [ satisfaca uma das sequintes
condicoes:

i) f é continuamente diferencidvel em todo t > 0;
ii) f(t) e D(A) YVt >0 e Af € continua.

Entdo, Vx € D(A), (2.2.1) tem uma solugdo forte.

Demonstracao: i) De

vem, para h > 0,

@+h h/ Ft+h—s)— f(t—s))ds+
h/Hh ft+h—s)ds

e, como o segundo membro tem um limite continuo quando h — 0", pois pela Proposi-
¢ao A.3.4 ao Apéndice, % (f(t+ h—s)—f(t—s))—f'(t—s) uniformemente, segue-se, pelo
Lema de Dini, que v é continuamente diferencidvel. Logo, pelo Teorema 2.2.4, o sistema
(2.2.1) tem uma solucao forte.

ii) De f(s) € D(A), 0 < s < t, vem, pela Proposicao 1.2.10, S(t — s)f(s) € D(A) e
AS(t—s)f(s) =S(t—s)Af(s). Mas Af é, por hipdtese, continua, donde S(t — s)Af(s
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é continua e, portanto, AS(t—s)f(s) é continua. E, como S(t—s) f(s) também é continua
e A é fechado segue-se, pelo Teorema A.4.4 do Apéndice, que v(t) € D(A) Vit >0e

Av(t) = A/Ot S(t— ) f(s) ds — /Ot AS(t — 5)f(s) ds

i.e., v(t) € D(A)Vt > 0 e Av é continua; pelo Corolario 2.2.5, o sistema (2.2.1) tem uma
solucao forte, Vo € D(A).

Do Teorema 1.4.24 e da Proposi¢ao 1.12.6 decorre imediatamente que se f: Rt —
L*(2) é continua e satisfaz i) ou ii) da Proposi¢ao 2.2.6, entao, Vug € H*™(Q) N H(Q),

o problema
ou
Ly —
N +Lu=f
u(0) = wug

tem uma solucao forte.

Em particular, se f: Rt — L*(Q) ¢é continua e satisfaz i) ou ii) da Proposigao 2.2.6,
entdo, Yug € H*(Q) N HY(Q), o problema

ou
5 Au=f
u(0) = wug

tem uma solucao forte.

2.2.7 Definigao. Diz-se que uma funcao f: Rt — X é continua no sentido de Holder
para t > 0 se
1F () = F()I < L(t = 9)", 0<s<t, (2.2.5)

onde L e k sdo constantes e 0 < k < 1.

2.2.8 Teorema. Seja A € (6, M) e f(t) continua no sentido de Hélder para t > 0.
Entdo, para cada x € D(A), o sistema (2.2.1) tem uma solugio forte.

Demonstragao: Pelo Corolario 2.2.5 é bastante demonstrar que v(t) € D(A) Vt >0 e
Av é continua. Temos

o(t) = [ St —s)f(s)ds = [ 5= s)[f(s) — f(0)) ds+
+ /Ot S(t— $)F() ds = vy (£) + va(t).

Pela Proposicao 1.2.10, item iii), va(t) € D(A) e Avy(t) = (S(t) — I)f(t); como f é
continua, Avy(t) é continua.
Vamos por

ot e) = /Ot S(t+e—8)[f(s) = f(£)] ds = S(E)ua (), > 0.



90 CAPITULO 2. PROBLEMA DE CAUCHY ABSTRATO

Pela continuidade forte de S segue-se, dai, que vy(t,e) — v1(t) quando ¢ — 0. Como,
por hipétese, S é diferencidvel, vy (t,¢) € D(A) Ve > 0 e, portanto, tem sentido a integral

Avy(t,) = /Ot AS(t+ 2 — 8)[f(s) — f(1)) ds.

pelo Teorema 1.3.3, AS = S é continua em &, donde se segue que

AS(t+e—s)[f(s) = f(B)] = AS(t = s)[f(s) — [ ()]
quando ¢ — 0. Por outro lado, pelo Corolario 1.8.8-ii)

[AS(t +e—s)[f(s) = FOIIl < |[AS(t+e—s)[[ - [If(s) = O <
M (e)

—— . Lit—s|" < M(e)L|t — s|F! > 0.
<oy L= s < ML s

Segue-se, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, que AS(t—s)[f(s)—f(t)] é integravel
em [0,7] e

[ AS(t = 9)(7(5) = Fe)) ds = time = 0 Aw(. )

e como A é um operador fechado, v; € D(A), ¥Vt > 0. Falta apenas demonstrar que Av;
é continua. Temos

Avi(t+ 1) — Avy (1) = /OHh AS(t+h— $)[f(s) = f(t+h)] ds —
— [[AS(t=9)[F()~ £ @))ds = [[A[S(+h—5) = S(t—)]Lf(5) f(D)ds+

t t+th
+/OAS(t+h—s)[f(t)—f(t+h)]ds+/t AS(t+h—s)[f(s)— f(t+h)]ds =

:w1+w2—|—w3.

Seja k < 1. Pelo Corolario 1.8.8-iii) e por (2.1.5) temos

Jwall < [ IAIS( + 5 - ) = (= )1 1) — F0)ds <
< My(e)Lh /Ot(t +h— ) (t = s)Fds = My(e)Lh /Ot(s + )l lds <

< My(e) L /Ooo(s 1) sF ds = My(e) LEFT(B)T(1 — k) =

™

= My(e)LR* = C1h".

sen km

Por (1.2.10), (1.8.14) e (2.1.5)

[lwall < [IS(h) = S(t+ )| 1f(t) = f(t+h)| < 2My(e)Lh" = Coh".
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Por ii) do Corolario 1.8.8 e por (2.1.5)

t+h
lwgll < [ 11AS(E +h = 5)l1-[1£(s) = f(t+ Bl ds <

t+h
< Ml(e)L/ (t+h — )" ds = Cyht.
t

Logo, ||Avi(ty) — Avi(t)|| < Ch¥, donde Av; é continua no sentido de Hélder. Se k = 1,
entao

t t
|| = Mg(s)Lh/ (t+h—s)"tds = MQ(g)Lh/ (s+h)lds =
0 0
= Ms(e)Lh(log(t + h) —logh) — 0.
Analogamente, quando h — 0, |Jwy|| — 0 e |Jws|]| — 0. Logo Awv; é continua, o que

completa a demonstracao.

Dos Teoremas 1.8.12 e 2.2.8 resulta, imediatamente, que se f: RT — L?(Q) é uma
fungdo continua no sentido de Holder, entao, Vuy € L*(2), o problema

ou
E—FLU—‘FWU’:JC’ 72’707

u(0) = uyg

tem uma unica solucgao forte.

Em particular, do Coroldrio 1.8.13 resulta que se f: RT — L?(Q) é uma fungao
continua no sentido de Holder, entdo, Yuo € L*(Q2), o problema

T
u(0) = wuyg

tem uma solucao forte.

2.3 Equacao Nao Linear

2.3.1 Consideremos agora o problema de Cauchy abstrato nao linear

d
o ult) = Au(t) + f(t,u(t))

u(0) = g

(2.3.1)

onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Coem X e f: RT x X — X
¢ uma funcao continua.
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Argumentacao analoga a desenvolvida apds a Definicao 2.2.2 mostra que se S é o
semigrupo gerado por A, toda solucao forte, u, de (2.3.1) satisfaz a condigao

u(t) = S(t)wo + [ "S(t — 8)f(s, uls)) ds. (2.3.2)

Note-se, porém, que uma solugao da equagao (2.3.2) nem sempre é solugao do sistema
(2.3.1) porque nem sempre ¢ diferenciavel. Vamos chamar as solugoes de (2.3.2), ainda,
de solugoes generalizadas de (2.3.1) e mostrar que impondo condigbes restritivas a f, o
problema (2.3.1) tem solugao generalizada.

Recorde-se que

2.3.2 Lema (Picard-Banach). Seja M um espago métrico completo com métrica d.
Suponhamos que para algum n € N a aplicacio T': M — M satisfaca a condicao

d(T"x.T"y) < 0d(x,y) (2.3.3)

para todo x,y € M, onde 0 < 6 < 1. Entao T tem um e s6 um ponto fixo, i.e., existe
um e s6 um x € M tal que Tx = x.

Demonstracao bem conhecida.

2.3.3 Teorema. Seja ) um subconjunto aberto de X e xy € 2. Vamos supor que f seja
continua em [0, 7] e uniformemente lipschitziana em 2, com constante L = {(T), i.e.,

LF @t 2) = f(t )l < Lz =yl (2.3.4)

Va,y € Q eVt € [0,7]. Entao para T suficientemente pequeno existe uma e uma s6
solugao generalizada, u, de (2.3.1) ey € C([0,7];2).

Demonstracgao: Seja 7 > 0, V C  uma bola fechada de centro z( e
M = {u;u € C([0,7]; X), u(0) = 2o e u([0,7]) C V},

C([0,7]; X) munido da norma do supremo. Entdo M é um espago métrico completo.

Vamos definir 7: M — C([0, 7]; X) por

Tu(t) = S(t)eo + | " S(t = 8) (s, us)) ds.

Como S é um semigrupo de classe Cy existem M e w > 0 tais que ||S(¢)|| < M e**, t > 0.
Logo, indicado por | - | a norma de C([0, 7]; X) temos

|Tu —Tv| =

= sup [|Tu(t) = To(t)|| < sup Ot 1S(t = s)[f (s, uls)) = f(s,v(s))]l|ds <

0<t<r 0<t<r

< e [T (s, uls)) = fls,v(s))llds < ML [ flus) = o(s)llds <
< MLe® 7 sup ||u(t) —v(t)|| = MLe“" T|u — v].
0<t<r
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Como M Le“™ — 0 quando 7 — 0, para 7 suficientemente pequeno, 7' é uma contragao
estrita de M. Portanto, pelo Lema 2.3.2, T tem um e um s6 pono fixo. Mas os pontos
fixos de T sendo justamente as solugoes generalizadas de (2.3.1), estd demonstrada a
existéncia e a unicidade das solugoes generalizadas de (2.3.1). Além disto, T'u é continua
Vu € M; logo, a solugao generalizada de (2.3.1) é continua.

2.3.4 Teorema. Seja f: RT x X — X continua em t e suponhamos que, para cada
T > 0, existe uma constante L = L(T) tal que

1F(t,8) = f(ty)] < Lllz =yl

Ve,y € X eVt €[0,7]. Entao, para cada xo € X, (2.3.1) tem uma e uma $6 solugdo

generalizada, u, continua em [0, 7]. Além disto, xy — u € uma aplicag¢io continua de X
em C([0,7].X).

Demonstragao: Com a notacao adotada no teorema anterior e argumentagao ali de-
senvolvida vé-se que para cada 7 > 0 tem-se

|| Tu(t) — To(t)|| < MLe"  tlu — v|

donde por inducao

u— v

[T"u(t) — T"o(b)]] < (MLe" 1)) (2.3.5)

n!

pois, supondo (2.3.5) verdadeira para n, tem-se

Tt~ o0l [1IS( = 91 15, T ()= (5, T () s <

t _ t
< MLeW/ || T"u(s)—T"v(s)||ds < M Le“" (M Le*™ )" u/ s"ds =
0 n! Jo

lu—v|
(n1)!

Para n suficientemente grande,

— (MLeth>n+1

MLewT)n

9:( <1

n!
donde, por (2.3.5),
|T"u — T"| < Olu—v| Vu,veC([0,7];X), ,0 <1.

Portanto, pelo Lema 2.3.2, T' tem um e um sé ponto fixo em C([0,7]; X), i.e., (2.3.1)
tem uma e uma s6 solugao generalizada u e u € C([0,7]; X), com 7 > 0 arbitrario, o
que demonstra a primeira asser¢do. Para demonstrar a segunda, seja v uma solugao
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generalizada de (2.3.1) com valor inicial v(0) = yo. De (2.3.2) vem, entao,

[lu(t) = v(®)] <
< [IS(H)xo — S()yo)[| + /Ot 1S = )L (2, uls)) = f(s,0(s))[lds <
< Me* [l — ol |+ MLe [ [Ju(s) = o(s)llds,
donde, pelo lema de Gronwall,
[lu(t) — v(@®)|] < Me™ "5 |z — yol| VE € [0, 7],
e dai,
u— o] < Me®T M g — yo|

o que completa a demonstracao.

Vejamos agora um teorema devido a Pazy, cuja demonstracao se baseia nao no Teo-
rema do Ponto Fixo de Picard-Banach mas no de Schauder. Recorde-se que

2.3.5 Lema (Schauder). Toda aplica¢ao continua de um espag¢o de Banach real, que
aplica um conjunto convexo e fechado em um subconjunto precompacto desse conjunto,
tem um ponto fixo.

Demonstracao: Bem conhecida.
Recorde-se, também, que

2.3.6 Lema (Arzela-Ascoli). Seja X um espago métrico compacto, Y um espago métrico
completo, C(X,Y) o espago das fungoes continuas de X em 'Y com a topologia uniforme
e F C C(X,Y) uma familia equicontinua. Se, para cada x € X, o conjunto dos pontos
f(x), f € F, éprecompacto em Y, entao F é precompacta em C(X,Y).

Demonstracao: Bem conhecida.

2.3.7 Teorema (Pazy). Seja f: [0,7] x X = Y continua e S um semigrupo compacto.
Entao, Vxqg € X a equagao integral

u(t) = S0 + [ "S(t — 8)f(s, uls))ds

tem uma solugao local v € C([0,7]; X), onde 0 < 7/ < 7.

Demonstracgiao: Sejam ¢ > 0, e p > 0 tais que ||f(s,z)|] < N para 0 < s < {; e
||z — zol| < p, seja [|S(t)||] < M para 0 <t < 7 ety >0 tal que ||S(t)zg — zo|| < p/2
para 0 <t <t,. Ponhamos

‘= min{ty, by, T, —— }
T mln{ 1,02, T, OMN
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e designemos por Y o espaco de Banach C([0,7]; X). A aplicacdo T de Y em Y definida
por

Tu(t) = S(t)ro + | " S(t — 5) (s, u(s))ds

aplica a bola Yy = {u € Y;u(0) = x¢, ||u(t) —zo|| < p} em si prépria porque para u € Yy
tem-se ||f(s,u(s))|| < N e, portanto,
| Tu(t) = ol < [[S(t)w0 — ol + tMN <

+5 =P

N
N

Vamos mostrar que a imagem de Yy por T i.e., a familia de fungoes {Tu; u € Yy} é
equicontinua. Seja, para isto, to > t; > 0. Teremos

[[Tu(tz) — Tu(ty)|] < [|S(t2)x0 — S(t1)zol[+

11 (236)
n N/O 1S(ts — 8) — S(ty — 51|ds + (ts — t1)MN.

Pelo Teorema 1.7.2, a compacidade de S(t) para ¢ > 0 implica a continuidade de S(¥)
para t > 0 na topologia uniforme de £(X). Desse modo, o membro da direita de (2.3.6)
tende a zero quando ty —t; tende a zero e, como nao depende de u, a familia {Tu; v € Yy}
é, de fato, equicontinua. Vamos, agora, demonstrar que para cada ponto ¢, 0 < ¢t < 7/,
o conjunto {Tu(t); u € Yy} é precompacto em X. Para t = 0 isto é imediato pois, por
defini¢ao u(0) = xy Vu € Yy. Seja, entao, t > 0 e 0 < & < t. Teremos

T.u(t) = S(t)wo + [ TSt — 8) f(s, uls)) ds = S(t)zo +
+ S(e) /Ot_e S(t—e—s)f(s,u(s))ds

e como S(t) é um operador comapcto para t > 0, o conjunto {T,eu(t);u € Yo} é
precompacto em X, para cada € tal que 0 < ¢ < t. Além disto, para cada u € Yj e cada
t fixo temos

ITu(t) = Tl < [ 115 = 9)f(s,uls)lldz < M.

donde decorre que {Tu(t); u € Yy} é precompacto. Segue-se, pelo Lema 2.3.6, que
{Tu; u € Yy} é um conjunto precompacto. Finalmente, pelo Lema 2.3.5 segue-se que T
tem um ponto fixo em Yy o qual é a solugao cuja existéncia desejavamos demonstrar.
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Apéndice A

Sobre a Exponencial e Funcoes
Vetoriais

A.1 Operadores Lineares Limitados

Sejam X e Y dois espacos de Banach (reais ou complexos). Com L(X,Y') representa-se a
familia dos operadores lineares limitados com dominio X e imagem em Y, i.e., a familia
dos operadores lineares A: X — Y tais que

1Al = sup [[Az]] < +oo.
el <1

Com a norma assim definida, £(X,Y) é um espaco de Banach. No caso em que Y = X
escreve-se, simplesmente, £(X) em vez de L(X, X).

Se A,B € L(X), o produto de A por B ¢é definido por AB = Ao B, onde Ao B
indicou-se a transformacao composta de A e B. Vé-se, entao que £(X), é uma algebra

equede A, B € L(X) vem AB € L(X) e
|ABI[ < [[A[l - [IBII; (A.1.1)

i.e., £(X) é uma algebra de Banach.

Recorde-se que a sucessao (A,), A, € L(X,Y), n = 1,...,, diz-se convergente se
existir A € £(X,Y) tal que

1A, — Al = 0 (A.1.2)

quando n — oo. Escreve-se, neste caso, A, — A. Recorde-se, também, que para que
(A,) seja convergente é necessario e suficiente que (A,) seja uma sucessao de Cauchy,
i.e., dado em € > 0 exista NV > 0 tal que

||Am _An|| <€

103
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para todo m,n : N. Se A, — A a relagao
[ Anl] = [JAI[] < [|An — All,

cuja demonstracao ¢ analoga a do caso numérico, mostra que ||A,|| — || 4], i.e., a norma
¢ uma funcao continua.
A convergéncia de uma série

YA, A, e L(X)Y), (A.1.3)
n=1
¢ definida exatamente como no caso numérico: diz-se que (A.1.3) converge para A €
L(X,Y) se a sucessao (S,), p=1,..., das somas parciais
P
Sp=> A,
n=1

for convergente para A. Nesse caso a (A.1.3) é dita convergente e A, soma de (A.1.3).
A série (A.1.3) é dita absolutamente convergente quando a série

§||An|| (A.14)

¢é convergente. Se m > n tem-se
1Sm = Snll = [[Ans1 + -+ + Awl] < [[Aniall + - + [[Anl],

por onde se vé que toda série absolutamente convergente ¢ convergente e que

YA <0 NA)
n=1 n=1

A série de Neumann .
T+A+A 4+ =) A",
n=1

onde I é o operador indentidade de X e convencionou-se escrever A° = I, é absolutamente
convergente se ||A|| < 1. Designando sua soma por S temos, multiplicando termo a termo

por A,
AS=SA=5-1.
Portanto,
(I-—A)S=SI-A)=1,
ie.,

S=(-A""
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Logo, se ||A|| < 1 o operador I — A é invertivel e
[+A+ A+ . =(I-A)"

COmMoO NO €aso NUMErico.

A.1.1 Lema. Seja Y um subespaco de um espago de Banach, X, tal que Y # X e
0 <6< 1. Entdo existe um yo € X tal que |lyol| =1 e |lyo—y|| >0 VyeY.

Demonstracio: Por hipétese existe um y; € X tal que y; ¢ Y e, portanto, tal que a
distancia §(y;, Y) de y; a Y é um nimero d > 0, i.e., inf{||y; —y||;y € Y} =d > 0. Mas

dai vem inf{‘%—e—y yEY} = ¢ donde 1nf{

d d

Oy, —
7 —yll;y € Y} = 6. Ponhamos

0 — —
% = yo. Entao inf{||lys — y||;y € Y} = 0 donde existe um 3’ € Y tal que 0 <

lly2 — /|| < 1. Pondo, entdo, yo = (y2 — ¥')/||y2 — ¥/|| tem-se ||yo|| =1 eVy €Y

y2—y — IIyz—y’IlyH _

/
l|yo — yll—Hi sz
I lly2 — /||

vl
1 / !
:ﬁ 2 2 — -
I yHHy W+l =Yyl =06

pois ¥’ + |[y2 = y/[ly € Y.

Seja A um operador linear de X, i.e., A: D(A) — X, D(A) C X, e p(A) o conjunto
resolvente de A, i.e., o conjunto dos niimeros complexos A\ tais que o operador A\I — A
¢ invertivel e seu inverso ¢ limitado e densamente definido. Se A € p(A) o operador
(M — A)~! é representado por R(\, A).

1
A.1.2 Teorema. Se p € p(A) e |u— N < 75—, entdo X € p(A), a série
|| (1, Al
> (1= N"R(p, A" (A.1.5)
n=0
converge e
ROLA) = 3 (5 — A)" R, AP™H. (A.16)
n=0
Demonstragao: Temos, para pu € p(A),
> (= A" R(p, A" = R(p, A) D (= N)" R(p, A)"
n=0 n=0
1
Portanto, a série (A.1.5) converge se |[(1—\)(u, A)|| < 1ouseja, |p—A| < 75—
1R (1, Al

e tem-se
[oe)

> (= N)" R(p, A" = R, AT = (= M R(p, a)]

n=0
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Temos

R(p, A)I = (= N R(u, A)| 7 (A= A) =
= (I = (p=NR(p, AJ(u = A) A=A =A-A) T (A-A) =T

(A= A)R(pu, AL = (= N R(p, A =
= (A= p+p—A)R(u, A)I = (= N R(p, A)] ™ =
= [I = (= NR(p, AL = (p = N R(p, )7 = 1.

Logo, A — A é invertivel e

[e.9]

0= 4)71 = | S 0= A R A <
< IR AN X = A" R A" €

i.e., (Al — A)~! é um operador linear limitado. Além disto, (A — A)D(A4) = X. De
fato, suponhamos o contrario e seja |u — Al ||R(u, A)|| < 6 < 1. Pelo Lema A.1.1
existe yo € X tal que |lyo|l| = 1 e |lyo — y|| > 0Vy € (M — A)D(A). Seja y, € X,
n=1,..., tal que y, = v e, v, = R(p, A)y, . Temos que =, € D(A), (un — A)z, = yn
e A=Az, = A=z, + (u— A)x,, donde (A — Az, = (p — Az, = (A — p)x, e,
portanto,

A = Az = (1= A)aa|| = X = pl [[E(, A ]ynl]
Mas como (A — A)z,, € (A — A)D(A) tem-se

0 <Ilyo— (A = A)xn|| <|lyo — (1 — A)zn|| + [|(p = A)zr, — (A = A)z|| <
< A =l [[R(pes A)|] ynl |-

No limite, quando n — oo temos o absurdo
0 < [A—pl|[R(u, A)]] < 0.

Logo, A € u(A) e

[e.9]

RN A) = 3 (4 — N R, A)"+.

n=0

A.1.3 Corolario. O conjunto resolvente p(A) € aberto e R(\, A) é uma fungdo continua
em p(A).

Demonstragao: Pelo Teorema A.1.2 se u € p(A), entdo o circulo de centro p e raio

m estd contido em p(A) donde p(A) é um conjunto aberto. De (A.1.6) vem,
i,
lim(\, A) = R(u, A), donde R(A, A) é continua.

A=
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A.1.4 Corolario. R(\, A) € uma funcao analitica em p(A) e

dTL
T ROVA) = (=1)" 7RO, AP (A.1.7)

Demonstracao: Pela bem conhecida Formula Resolvente

e tendo em vista o corolario anterior vem, passando ao limite quando p tende a A,

d
— R\, A) = —R(\, A%
d)\ (7 ) (7 )

Por indugao tem-se a férmula (A.1.7).

A.1.5 Operador Adjunto. Como é bem sabido o produto cartesiano X xY dos espagos
de Banach X e Y, munido de uma adi¢ao e de um produto por escalares definidos por

ar(x1, 1) + (w2, y2) = (x1 + a2, a1y + a2yo)

e de uma norma definida por

1
2

1 Il = (=1 + [y]1?)

é um espaco de Banach.

O grdfico de um operador linear A: X — Y é o subespago G(A) = {(x.Azx);z € D(A)}
do espago X xY'. Diz-se que A é um operador fechado se G(A) for um subconjunto fechado
de X x Y. Verifica-se que A é fechado se, e s se, for satisfeita a condigao

z, € D(A), x, > v e Ax, > y=x € D(A) e Az =y. (A.1.8)

Diz-se que o operador linear A: X — Y é fechdvel se o fecho de G(A) em X x Y
é o grafico de um operador linear. Imediatamente se vé que A é fechavel se e s6 se for
satisfeita a condicao:

z, € D(A),VneN, z, »0e Az, > y=y=0.

Seja A: X — Y um operador linear com dominio, D(A), denso em X. Para cada
y* € Y*, o conjunto dos z* € X* tais que (y*, Azx) = (z*,z) Va € D(A), se nao for vazio,
consta de um tunico elemento. Com efeito, se x7, x5 € X* e satisfazem tal condicao, entao
(x},z) = (x5, x) Vo € D(A), donde x} = x5 uma vez que D(A) é denso em X. Pode-se,
pois, definir um operador A*: Y* — X* pondo:

D(A*) ={y* e Y*, 32" € X* satisfazendo a condi¢ao
(v, Az) = (2", x)Vz € D(A)}
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A*y* = a”.

Tal operador, obviamente linear, é dito adjunto de A.
Tem-se, imediatamente,

(y*, Az) = (A"y", 2) Vo € D(A) e Vy* € D(A"). (A.1.9)

A.1.6 Teorema. Seja A: X — Y um operador linear densamente definido. Entdo:
i) o adjunto de A, A*, é um operador fechado;
ii) se Y € reflexivo e A € fechdvel, entio A* é densamente definido.

Demonstracgao: i) Seja y* — y* e A"y’ — x*. Entao, por (A.1.9)
(Yn, Az) = (A"y,, 1) Vi € D(A)
donde
(y*, Az) = (", x) Vz € D(A).

Logo, y* € D(A*) e A*y* = z*, pela defini¢ao de A*. Portanto A* é um operador fechado.

ii) Seja y™ uma forma linear sobre Y* nula em D(A*). Pelo Teorema de Hahn-
Banach, para demonstrar ii) é bastante que y** = 0. Como Y é reflexivo podemos supor
que y** ¢ um elemento yy de Y. Portanto, por hipotese,

(") =0 Vy" € D(A). (A.1.10)

Como A é fechavel, G(A) é o grafico de um operador linear A: X = Y. Supondo, pois,
que yo # 0, tem-se (0,y0) ¢ G(A) = G(A) donde existe, pelo Teorema de Hahn-Banach,
uma forma linear (z*,w*) € (X x Y)* = X* x Y* e a € R tais que

((z*, w*), (z, Az)) < ((z*,w*), (0,1)) = (w*,y0) V€ D(A).
Mas G(A) é um subespaco vetorial de X x Y donde
(" w), (@, Az)) =0V € D(A)

e, portanto,

(w*, yo) # 0. (A.1.11)

Como D(A) C D(A) temos, entao,
(@, w"), (x, Az)) =0 V€ D(A)

€ COINo

((x*,w"), (z, Ax)) = (2", z) + (w*, Az) V€ D(A)
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segue-se que

(w*.Ax) = (—x*,z) Yz € D(A)

o que mostra que w* € D(A*). Portanto por (A.1.11) temos (w*.yp) # 0 como w* €
D(A*), o que estd em contradi¢do com (A.1.10). Logo, yo = 0 e assim, D(A*) é denso
em Y.

A.1.7 Proposicao. O adjunto de um operador linear limitado, A: X — 'Y, com domi-
nio D(A) = X, é um operador linear limitado, A*: Y* — X* com dominio D(A*) = Y*
e [|A*]] = [|A]l.

Demonstracao: A funcao ¢: X — R definida por
p(r) = (y', Az), y €Y",
é, obviamente um funcional linear de X. Além disto,
()| = [y, Ax)| < [ly"[| [|Az[| < |y, [|Al[ ]=]] Vo € X,
isto ¢, ¢ é limitado. Logo ¢ € X* e, portanto, para todo y* € Y* existe 2* = ¢ € X* tal

que (y*, Az) = (z*,z) Vo € X, isto é, y* € D(A*) e, assim, D(A*) = Y*. Além disto,

[|[A*y*[| = sup [(A"y",z)| = sup [(y", Ax)| <
rxeX zeX

llz][<1 llz][<1

< sup |([y*[[ [JA[| ]| = [[A]l [ly"]],
zeX

||z||<1

donde [|A*|| < ||A]|. Por outro lado,

|[Az|| = sup |(y", Az)| = sup [(A"y", z)| <
yey' ™

yey' ™
lly*|I<1 lly*|I<1
< sup |[y*|[[[A*[| ][] = [[A*[| ][]
yeY'™
lly*|I<1

Logo [|A]] < [[A%]]. Portanto, [[A*]] = [[A]|.

A.1.8 Proposigao. Seja A um operador linear fechado de um espaco de Banach, X,
com dominio denso em X. Entao, de X € p(A) vem X\ € p(A*) e R(\, A*) = R(\, A)*.

Demonstragao: Seja A € p(A). Entao, Va* € D(A*) e Vo € X tem-se
(") = (2", (A= AR\, A)z) = (A — A)"z", R(\, A)z).

Mas, como A é, por hipétese, fechado, o dominio de R(A, A) é o espago X. Pela
Proposicao A.1.7, R(\, A)* ¢, igualmente, um operador linear limitado com dominio X*.
Logo, (A — A)*z* pertence ao dominio de R(A, A)* e, assim,

(x*,x) = (A= A)*z", R\, A)z) = (RN, A)"(N— A)*z*,x), VzeX,
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donde
RNA)*(N—=A)'z"=a2" Va* € D(A"). (A.1.12)
De modo anélogo, Vo € D(A) e Va* € X*;
= (A=A R\, A)*z*, x)
pois, pela Proposi¢ao A.1.7, * € D(R(\, A)*) e, pela definicdo de operador adjunto,
R(\, A)*z* pertence ao dominio de (A — A)*. Logo
A=A RN A2 =2", Va'eX" (A.1.13)
De (A.1.12) e (A.1.13) segue-se que R(\, A)* = (A— A)* ' e como (A — A)* = \* — A* =
A — A* segue-se que A € p(A*) e R(A\, A)* = R(\, A%).

Seja X um espago de Hilbert e A: X — X um operador linear densamente definido.
Diz-se que A é simétrico se A C A*, i.e., se D(A) C D(A*) e A* = A em D(A).
Equivalentemente,

(y, Az) = (Ay,z) Y,y € [(A).
Diz-se que o operador simétrico A é auto-adjunto se D(A) = D(A*).
A.1.9 Teorema. Se A é simétrico e Z(A\g — A) = X para algum Ao real, N\g € p(A),
entao A € auto-adjunto.

Demonstragao: Satisfeitas as hipdteses, ponhamos 2’ = R(Ag, A)x e ¥ = R(A, A)y,
x,y € X. Teremos x = Nz’ — Az, y = Ay’ — Ay’ e como A é simétrico, (z/, Ay') =
(A2’ '), donde (2, A\gy') —y) = (Mo’ —z,v') e, dai, (2/,y) = (z,v'), e, portanto, R(Ag, A)
é simétrico visto que R(\g, A) é densamente definido. Além disto, D(R(\g, A)) = Z( Ao —
A) = X, donde R(\g, A) é auto-adjunto. Seja x € D(A*) e z = (g — A)*z. Sey € X e
w = R(\g, A)y temos

(w, 2) = (R(Xo, A)y, 2) = (y, R(Xo, A))

(w,2) = (w, (Ao = A)"2) = (Ao = A)w, 7) = (y, 7).

Logo, (y,z) = (y,R(Mo, A)z) Yy € X, donde x = R(\o, A)z e, portanto, x € D(A).
Desse modo, D(A*) = D(A), donde A é auto-adjunto.

A.2 A Funcao Exponencial

Demonstra-se nos cursos de Calculo que se A é um nimero real qualquer, a fungao
exponencial e4: R — R pode ser definida por

tAN"
e = lim (1+—) ,

n—oo n
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por

tAN "
e = lim (1 — —) ,

n—oo n

ou, ainda, por

tA  ?A? A"
Tt T
e que seu campo de defini¢ao é todo o eixo real. Desse modo, se com A se designa, agora,

tA:1

um elemento qualquer de £(X), a série

LAl [EPAl
1! 2!

1+

é convergente. Levando (A.1.1) em consideragao vé-se, entdo, que a série

tA  t2A2 A
T T

I+ T (A2.1)

onde I ¢é o operador identidade de X, é absolutamente convergente e, portanto, conver-
gente, Vt € R. Define, pois, uma funcao dita, ainda, funcaoo exponencial e designada,
ainda, por €. Se puzermos (tA)° = I podemos, pois, escrever

Note-se que et € L(X) e |[e!|| < eIl

A.3 Derivacao das Funcoes Vetoriais

Seja f: (a,b) — X uma funcao definida no intervalo (a, b) e com valores em um espago
de Banach, X, (real ou complexo). Diz-se que f é diferencidvel no ponto ty, € (a,b) se
existir, em X, o limite
f(t) — (o)
t—to t—to ’
dito derivada de f no ponto ty. Diz-se que f é diferenciavel em Q C (a,b) se f for
diferenciavel em todo ponto de €.

Sao validas para diferenciacao das fungbdes vetoriais as regras a seguir, cuja demons-

tragao é andloga a do caso numérico: i) Se f é diferenciavel no ponto ¢, entao

f@t) = f(to) = (t = to) f'(to) + a(t, to),

onde « satisfaz a condigao
a(t,t
im (t, %)
t—to t — tO

=0.

Em particular, se f é diferenciavel no ponto ¢y, entdo f é continua nesse ponto;
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ii) Se f é uma funcdo constante, i.e., se f(t) = z9, Vt € (a,b), onde zy é um ponto de
X, entao f é diferenciavel em todo ponto de (a,b) e

f't)y=0 Vte (a,b).
iii) Se f e g sao diferencidveis no ponto ¢y, entdo f + g é diferenciavel em ¢, e

(f +9)(to) = f'(to) + g'(to).

iv) Se v é uma fungdo numérica definida em (a,b) e diferencidvel no ponto ¢y € (a,b) e
f: (a,b) — X é diferencidvel em t;, entdo vf é diferenciavel em t, e

() (to) = 7' (to) f (to) + (o) f' (o).

Em particular, se v for uma constante, (vf)'(to) = v.f'(to).

A.3.1 Teorema. Se f: (a,b) — X € continua em (a,b), derivdvel a direita em (a,b) e
fi. =0 em todo ponto de (a,b), entao f é constante em (a,b).

Demonstracio: Seja ¢ € (a,b) e € > 0. de fi(c) = 0 segue-se que para ¢t > c

suficientemente préximo de ¢ tem-se

L) = ()l <&t —o). (A.3.1)

Seja [c,tp) 0 maximo subintervalo de [c,b) onde (A.3.1) é valida. Deve-se ter tg = b.
Com efeito, suponha-se ty < b. Como f’ (tg) = 0 tem-se

£ () = fto)l| < et —to), (A.3.2)

para t > t, e suficientemente préximo de ty. Seja t > ¢ty um ponto onde (A.3.2) é vélida.
De (A.3.1) e (A.3.2) vem, entao,

(@) = F < If @) = f{E)ll + [1f (o) = fo)l] <
<e(t—tg)) =€(tg—c) < et —c),

isto é, (A.3.1) é valida para todo t > t; e suficientemente préximo de ¢y, 0 que contraria
a defini¢ao de tq. Logo, to = b e temos || f(t) — f(¢)|| < e(t —¢) para todo t € [¢,b). Pela
arbitrariedade de ¢, f(t) = f(c) para todo t € [c,b). Como ¢ é um ponto arbitrario de
(a,b), f é constante em (a, b).

A.3.2 Lema de Dini. Se f: (a,b) — X ¢é continua em (a,b) e admite uma derivada
direita, f'., continua em (a,b), entdo f é continuamente diferencidvel em (a,b).

Demonstracao: A funcao f ¢ integravel em (a,t) Vt € (a,b) donde, pondo

o) = [ 117
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g ¢ diferencidvel em (a,b) e ¢’ = f| em (a,b). Mas, entdo, ¢/, = fi,ie, (f—g), =0
em todo ponto de (a,b) e, como f e g sdao continuas, f — g é uma constante, pelo
Teorema A.3.1. Logo, f é diferencidvel em (a,b) e sendo f' = f' e, por hipétese, fi
continua em (a, b) segue-se que f é continuamente diferencidvel em (a, b).

Além das regras i)-iv) e do Teorema A.3.1 é valida, para as algebras de Banach e, em
particular, pra a algebra £(X), a regra a seguir cuja demonstracao é, também, andloga
a do caso numérico.

A.3.3 Teorema. Se f e g sio duas fungoes definidas em (a,b), com valores em uma
dlgebra de Banach e diferencidveis em um ponto ty € (a,b), entdao fg €é diferencidvel no
ponto 1y e

(f9)(to) = f'(to)g(to) + f(to)g (to)-

A.3.4 Proposigao. Seja u: (a,b) — X, onde X é um espago de Banach. Se u
u(t + h})l —u(t) _ ()

existe e € uniformemente continua no intervalo (a,b), entdo }llim
—0

uniformemente em (a,b).

Demonstragao: Se u' é uniformemente continua em (a,b) entdo, dado € > 0, existe
ho > 0 tal que

lW'(t+7)—u'(t)| <e0<T<hy, 7>0, Vt € (a,b), t+7 € (a,b).
Logo,

u(t+7) — u(t) N
Y —u (t)‘ =

Z /Oh[u'(t +7) —u(t)]dr| <

‘1
1 h / /
gﬁ/ W/ (t+7) — o/ (8)] dr < &
0

u(t+h) —u(t)

0<h<hygeVt e (a,b), t+h € (a,b), ie., 7

para u/(t) em (a,b).

converge uniformemente

A.4 Integracao das Funcoes Vetoriais

Seja f: (a,b) — X, onde X é um espago de Banach (real ou complexo), uma fungao
continua. Dada uma decomposicdo 7 de [a,b], i.e., » + 1 nimeros reais, tg,...,t,,
satisfazendo a condicao

a=ty<ti1<---<t,=b

e n ntmeros reais &, i =1,...,n, & € (t;_1,1;), fica definida uma soma de Riemann de

f:

n

ox(f) =D (ti = ti1) f(&)-

i=1
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Evidentemente o,(f) € X. Seja

|| = max {ti —ti_1}.

Com os mesmos argumentos do caso numérico demonstra-se que o, (f) tem um limite,
x € X, quando |r| — 0. De modo mais preciso: dado € > 0, existe § > 0 tal que

lg=(f) — =[] <

para toda 7 tal que |r| < . Como no caso numérico, diz-se que = é a integral de f em

la, b] e escreve-se .
z = lim on(f) :/a £(t) dt

|z|]—0

A.4.1 Sao vélidas para integral das fungoes vetoriais as regras usuais do caso numérico,
a saber:

i) Se K é uma constante,

/abe(t)dt:K/abf(t)dt
i) (o= [ s [owa

iii) Se a < ¢ < b entao
b b b
/a £t dt :/a £t) dt+/a F£(t) dt

[ roa < [iroiar

/ab f(t) dtH < max I1f()]|(b—a)

A demonstragao é andloga a do caso real e sera omitida.

A.4.2 Teorema da Média. Tem-se
b
[ rwa =@ oz,

onde T € conv f(a,b) (= fecho do conjunto das combinagoes converas dos elementos do

conjunto de valores de f em (a,b)).

Com efeito,

b
bia/a F(t)dt =

. "t _
m, 3~ ) 16) =l 3

(&)-

b —a |7rH0



A.4. INTEGRACAO DAS FUNCOES VETORIAIS 115

Mas,
t; — i ot — i
0 =1
b—a -0 e ; b—a ’
donde ) ,
2 / f(t)dt € conv f(a,b).
— a Ja

A.4.3 Corolario. Para todo t € [a,b] tem-se

nm%[WVWMT:ﬂw (A1)

h—0

Com efeito, dado € > 0 tem-se ||f(7) — f(t)|| < € para |7 — t| suficientemente pequeno,
uma vez que, por hipétese, f é continua. Logo, designado por B(z,r) a bola aberta de
centro x e raio r temos, pelo Teorema da Média,

[ rrar e B9

para h suficientemente pequeno; no limite, quando A — 0 tem-e (A.4.1).

Uma outra propriedade da integral das fungdes numéricas que também é valida no
caso das fungoes vetoriais é o Teorema Fundamental do Célculo: se F' é diferenciavel em

la,b] e F'(t) = f(t), t € [a,b], entdo

Recorde-se que, como ja foi dito apds o Corolario A.1.4 deste Apéndice, um operador
linear, A, com dominio D(A) C X e valores em Y (X e Y espagos de Banach) ¢ dito
fechado se seu gréfico

{(, Az);z € D(4)}

é um subespaco fechado de X x Y. Equivalentemente: de z,, € D(A), z, — x e Az, =y
decorre que x € D(A) e Az =y.

Todo operador limitado A: X — Y ¢é fechado visto que nesse caso, D(A) = X ¢ A
é continuo. E, reciprocamente, se A é fechado e D(A) = X entdo A é continuo, i.e.,
limitado (Teorema do Gréafico Fechado).

A.4.4 Teorema. Sejam A um operador linear fechado de X, i.e., um operador linear
fechado com dominio e imagem contidos em X e f uma fungio continua em |a,b], com
valores em D(A) e tal que Af é continua em [a,b]. Entdo

/U@ﬁemm

ALU@&:KAmmt



116 APENDICE A. SOBRE A EXPONENCIAL E FUNCOES VETORIAIS

Demonstragao: Consideremos a decomposicao a =ty < t; < --- < t,, = b de [a, ],
onde t; = a+i(b—a)/n e seja §; € (ti—1,t;). Entao,

visto que f(&) € D(A) i=1,...,n e D(A) é um subespago de X. Como, por hipétese,
f e Af sao continuas temos

%%/U@ﬁ

n

A%:§]u—@gAﬂ@—3KAﬂ@@

i=1
Logo,

b b b
/f@ﬁemm eA/f@ﬁ:/Aﬂmﬁ
pois A é fechado, por hipotese.

A.5 Integrais Improéprias

A integral imprépria de uma fungao continua, f: [a,00) — X é definida exatamente
coOmo no caso numérico:

| rwar=jim [ s a.

quando esse limite existe. Nesse caso diz-se que a integral

/OO F() dt (A5.1)

é convergente. Diz-se que é absolutamente convergente se existir o limite

tim [ |70 .

p—00

E imediato que toda integral absolutamente convergente é convergente.
Permanece valido para as integrais impréprias o seguinte teste.

A.5.1 Teste de Weierstrass. Seja f: [a,00) x A — X, A um subconjunto aberto de
C, continua em t € [a,00) para cada A € A e M: [a,00) — R continua e positiva em

t € la,00). Se ||f(t,N)|| < M(t) V(t,\) € [a,00) x A e

Lwﬂﬂﬂm

converge, entao

/aoo £t ) dt
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converge absolutamente para cada A pertencente ao conjunto A e a convergéncia é uni-
forme nesse conjunto.
Também é valido o teorema a seguir.

A.5.2 Teorema. Se f e % sio continuas para (t,\) € [0,00) x A, A aberto de C,

/aoo £t ) dt

¢ convergente para cada X\ € A e

% Of(t )
/a o U

¢ uniformemente convergente em A, entao

({%/aoof(t,)\)dt:/am%dt.

A.6 Funcoes Holomorfas

Seja, agora, X um espago de Banach complexo e f uma func¢ao definida em uma
regiao G do plano complexo e com valores em X. Diz-se que f é holomorfa em G se

o @) = ()
w—¢ w—(

existe em todo ¢ € G.
A demonstracao do teorema a seguir encontra-se em [52] (pag. 79).

A.6.1 Teorema. Para que f: G — X seja holomorfa em G é necessdario e suficiente
que a fung¢io complexa (z*, f) seja holomorfa em G, para todo x* € X* (X* é o dual de
X ). Para que a fungio A: G — L(X) seja holomorfa em G € necessdrio e suficiente que
a fungao complexa (x*, A(()x) seja holomorfa em G, Vx € X eVz* € X*.

Seja C' uma curva retificavel do plano complexo, de equagao ((t), 0 <t < ty, com (
continua e de variagao limitada em [0, o). Seja f: C'— X continua. Entao a integral de
Riemann-Stieltjes

[ fiewnace = [ 1)

existe e para todo z* € X*,

(. [ £©d©)) = [ @) dlc).

A.6.2 S3io validos:
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i) Teorema de Cauchy. Se f é uma fungdo holomorfa no interior e sobre um
contorno simples e fechado, C, entao

[ f©rdc=o.

ii) Férmula Integral de Cauchy. Se f é uma fungao holomorfa no interior e sobre
um contorno simples e fechado, C'; e ( é um ponto do interior de C', entao

[t Py A C)

S 2miJew— ¢

|
D= | A )
FU0) 2mi Jo (w — Q)+t o
iii) Desenvolvimento em Série de Taylor. Se f é uma fungao holomorfa no interior
e sobre um contorno simples e fechado, C, e a é um ponto interior de C, entao

1O = fa) + (¢~ a) @) + -+ E D ooy 4

em um circulo de centro a e raio 9, onde § é a distancia de a a C.

iv) Seja C' uma curva simples z(t) = x(t) + iy(t), a < t < h, onde z(t) e y(t) tém
derivada continua em (a, h) e G uma regiao do plano complexo. Seja f(z,w) uma
funcao continua para z € G e w € C e holomorfa em G para cada w € C'. Entao a
funcao

F(z) = /Cf(z,w) dw

¢ holomorfa em G e
d"F o f J
g w‘
dzm c oz

v) Seja C' uma curva simples z(t) = z(t) + iy(t), —oo <t < 400, suponhamos que as
condigoes do teorema anterior sejam satisfeitas em cada arco limitado de C' e que
a integral

/Cf(z,w) dw

seja uniformemente convergente. Entao a funcao

F(z)= /Of(z,w) dw

é holomorfa em G e
d"F o f
= dw

dzm c Oz"
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A.7 Espacos LP

A norma de u € LP(Q2), 1 < p < o0, é aqui representada por ||ul|,, i.e.,

1
||u||p:(/ﬂ|u|pdx)p se 1<p<oo

||u||oo = sup ess |u(z)].
xeQ)
Seja p' definido por p' =p/(p—1)sel <p<oo, pP=ocosep=1lep =1sep=c0.
A.7.1 Desigualdade de Holder. Se u € LP(2) e y € L' (Q2), entdo uv € L*(Q) e
uwolly < ffullp [[o]]y -
(A demonstragao encontra-se em [5] e [40]).
A.7.2 Desigualdade de Ho6lder Generalizada. Seja w; € LPi(QQ), 1 < i < ke
k k
> 1/p; < 1. Entao pondo 1/p = Y 1/p;, tem-se
i=1 =1

uy..oug € LP(Q) e urtllp < [luilloy - - - [ullp, - (A.7.1)

Demonstragao: Para k = 1 a desigualdade (A.7.1) é trivial. Suponhamos verdadeira
para k =n—1. Pndo 1/r =1/p; + -+ 4+ 1/p,_1 tem-se, pois, por hipétese,

Uit € L7Q) et ol < Jwllpy - - tnetl]o, (A.7.2)

el/p=1/r+1/p,. Der = oo ou p, = oo resulta imediatamente que (A.7.1) é
verdadeira para k = n uma vez que de u € L*(2) e v € L>®(Q) vem uv € L*(Q) e
lluv|]s < [|ulls]|v]|eo - Seja, entdo, 1 <r < oo el < p, < co. Neste caso tem-se p < 00

- De u,, € LP"(Q) vem |u,|P» € L*(2) donde |un|0p7n € LY(Q) e dai,

el = —
r/p pa/P

lun|P € L%(Q) Analogamente, |u;...u,_1|? € L"/?(Q), logo, pela Desigualdade de
Holder, |u; ... u, 1P € L'(Q) e

[t [Plua Pl < ua v Pl 2] |22 (A.7.3)
Mas
a  \ 77 o
Hunl? e = ([ ¥ dw)™ = ([ Jual)™ = lfallpe (A7)
e, analogamente,
|||U1...Un_1|p||£:||U1...Un_1||€, (A75)

[| |1 - w1 [Plun|Pl s = [Jur -ty Un||§- (A.7.6)
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Logo, por (A.7.2)-(A.7.6).

[lur -t un| P < ] lpy - AJtnallp, [ lp
i.e., (A.7.1) é valida para k = n.

A.7.3 Desigualdade de Interpolagao. Se u € LP*(Q) N L2 () 1 < p; < py < 00,
entdo, para todo real r que satisfaz a condigdo p; < r < po tem-se u € L"(Q) e, se

1 1 1-—a .
+ ,0< a <1, entao

7’_]9_1 D2

[l < Hullp, ullp, .

Demonstracao: Para r = p; e r = py a assercao ¢ trivial. Seja, entdao, p1 < r < po.

Dai vem 0 < o« < 1 e, portanto,
1

1
- -
.

Q[E’H
F

—Q

Pl

Por hipétese tem-se u € LP1(Q), i.e., [ulP* € L'(R) donde |u|*~ € L'(Q) e, portanto,
P1 _P2_

lu|* € L= (). Analogamente |u|'"* € LT-a (). Pela Desigualdade de Holder Genera-

lizada tem-se, entdo, |u| = |i|*u|'=® € L™(Q), donde u € L"(Q) e

Ml < el 1l =211 =l -

Para ser usado no Exemplo 1.2.12-3), do Capitulo 1, serd demonstrado a seguir um
resultado sobre as convolucoes.

A.7.4 Teorema. Se f € L'(R") e g € LP(R"), 1 < p < oo, entdo, para quase todo
x € R", a funcio f(x —y)g(y) € integravel em R™ e, pondo

(f+9)@) = [ fla=y)gly)dy,
tem-se f+g € LP(R") e |[f * gllp < [[f]] - [lgllp-
Demonstracgao: Se p = oo tem-se, para quase todo x € R",
[t =gy < [ 156 =)o) llody =
= ||g(y)Hoo/RN [f (@ =y)ldy = 1Ifl1 - [lglle -

Logo, f+xg € L®(R") e ||f *glloo < ||fll1-19]loc- O teorema é pois, vélido para p = co.
Se p = 1 tem-se, para quase todo y € R"

L@ =wg@)lde =lg) [ 15@=y)lde=lfilg(y)
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e, portanto
Ly [ 15 =y)gldz=1fll:-llgll:-

Pelo Teorema de Tonelli tem-se, entdo, f(x —y)g(y) € L'(R™ x R™). Dali, pelo Teorema
de Fubini tem-se, para quase todo x € R", / |f(x —y)g(y)|dy < oo e
R

Lode [ 1f@=yg@ldy= [ dy [ 1f@=yg@lde= £l llgll:.

i.e., o teorema é valido para p = 1. Se 1 < p < oo tem-se |g|? € L*(R") donde, pelo
que jéa foi demonstrado, a funcao |f(x —y))||g(y)|? é integravel para quase todo = € R".

1 1
Po,rtanto |f(x —y)|7 lg(y)| € LE(R™) para quase todo x € R" e, como |f(z — y)|*T €
LF(R") tem-se, pela Desigualdade de Holder

@ =) lg@)| = |f(z = )7 lgw)] |f(x—y)|7 € L,(R")

=

L 1= wllswldy < ([ 1= pllswl7dy)” ([ 176 = ldy)’
ou seja
(@I < (11 lg) ) - A1 (ATT)
Mas, pelo que j4 foi demonstrado para p = 1, tem-se que | f| x [g|° € L'(R") e
T LglPl < 1A (TP = 1A - gl -
De (A.7.7) segue-se, entdo, que fx g € LP(R") e

! .
1+ glle < AT gl (1117 = 1A 1 - gl

o que completa a demonstracao.

A.8 Transformacao de Fourier

Seja S(R™) ou, simplesmente, S o espago das fungdes rapidamente decrescentes a 0,
i.e., 0 espago das fungoes p € C*°(R"™) tais que

p(p) = sup |27 D™ p(z)| < 00
rxeR"

Va = (ag,...,o0), 8= Br,....08), wfi € N, i =1,....n, 2% =2 2P com a
topologia definida pelas seminormas p(¢). A transformada de Fourier, ¢, de uma fungao

¢ € S ¢é definida por

B6) = (2m) ™ [ @)™V da, ¢ eR"
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e a transformada inversa, ¢, de ¢ € S por

B(6) = 2m) 2 [ ple)er = de.

n

A.8.1 Exemplo. Temos

| 2

() (@) = @a) e e R P =g+ (A8

Em primeiro lugar, (A.8.1) é védlida paran =1, i.e.,
1 o0 2 : 1

—ax —i€x _

— e e “dx =

V2T /—oo V2a

Com efeito, o integrando em (A.8.2) é uma fungao analitica em todo o plano com-

eia, £ ER. (A.8.2)

plexo donde, pelo Teorema de Cauchy, a integral em (A.8.2) nao muda de valor quando
calculada sobre qualquer reta z = x + iy, y constante, paralela ao eixo do x. Logo

—az?\" 1 o —a(z+iy)? —i&(z+i
(e )(@ZTW/_OOG (z+iy)? j—i&(@+iy) 1.
1 2 o0 2 .
— oW +§y/ e ax —iz(2ay+€) dx.
vV 2 —00

Pondo agora y = o temos
a

o 9 T
mas, como se sabe, / e " dr = y/— - Logo,
00 a

—az2\ " 1 _é?
(6 ) (€>:Ee%,

i.e., (A.8.1) é realmente valida para n = 1. No caso geral temos

(e‘“mz)A(f) = (2#)_”/2/ e~alel® o=il6m) gy —

— (27r)’"/2 H / e~ o5 dx;
j=1"7%
donde, por (A.8.2),

()@ =en 117 et = e (T)F o

_ —n/2 —ﬁ
= (2a) e da .

N
[
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A.8.2 Lema. E vdlida a férmula
1 0o p—t 2
et = — € _ e ar

Demonstracao: Usando a teoria dos residuos vé-se facilmente que

2 [oo A
A / COSAT
0

et = — 5 d;
T 1+2x

Além disto tem-se

/Oo gt gy 1
0 1+ 22

2 [oo A 2 [ 0
e N = —/ coS AT dx = —/ COS \x (/ e~ (Ha?)t dt) dr =

mJo 1+ a2 7 Jo 0
2 ) )

= —/ COS \T </ e~ tte’ dt) dr =
7 Jo 0
2 ) )

= —/ et </ e cos A d:v) dt =
7 Jo 0

= —/ et <—/ e~ t7? g—iAT dx) dt =
™ JO 2 —00

== g/oo e_t <1\/f6_)‘2/4t) dt = L\/oo e__t 6_)‘2/4t dt
m Jo 2V t Vo Wt

A.8.3 Exemplo. E vélida a férmula

N\ ey = /2 (e 1 ,
( )(f) \/;F( 2 )(1+|§|2)("‘2“)

Com efeito, pelo Lema A.8.2 e o Exemplo A.8.1 temos

/ ool g—itea) g — / L oeet e it g
n Re \ /T Jo /T

t 2

1 0 e~ || -
= . - —i(&,x) _
— e it e dz | dt =
\/7?/0 NG (/R )

1 0o gt o2
\/7?/0 Vit
n/2 o)
= (47) / et tnT_l e’ gt =

—=,
2%1(27?)”7“ /Oo o~ (IHIEP)E 4255 gy

0
n+1 n—1 1 - S =

n+1 n—1 1 1
+(2W)Tr<n; ) NCEEI
(L+[§)2) =

Logo,

Il
(O
.
—
©
3
.

||
[\
.
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Logo,

e,H/\ _ 2_” n—+1 1 '
SR Wr( : )<1+|s|2>@

A.8.4 Teorema. Pondo F(p) =@, p €S, F € uma transformacao linear, continua e
bijetiva de S sobre S e F~1(p) = ¢.

A.8.5 Teorema. Sdo vdilidas as formulas
) [ evde=[ pids
R" R™
if) / 0dds = / 3 dz
R" R™
iif) o) = (2m) 72 (@ * )
iv) Se o, € S entao pxp €S e m = (2m)"/2 .

Seja S’ o conjunto das distribvuicoes temperadas, i.e., dos funcionais lineares conti-
nuos sobre S. A transformada de Fourier, u, de u € S’ é definida por

u(p) =u(@), ¢es.

Do Teorema A.8.4 resulta que 1 € S'.

1o\ (1 .9)\™
_ (i)l pe _ (1 9 -
Do = @™ D <i8x1> (z@xn>

e seja P(t) = Y cot® = Yot ... t8m. O operador diferencial P(D) é definido por
P(D) =Y cuDy .

Ponhamos

A.8.6 Teorema. (P(D)u)"(&) = P(&)u(§), (Pu) = P(—D)u, ueS'.
Pondo ¢(z) = p(—x), p € S, define-se u, u € &', por u(p) = u(p).
A.8.7 Teorema. Se u € S', entio u = .

Identifiquemos a fungao u € LP(R™) com a distribui¢do temperada
cp—)/ updr, ¢es.
Rn

A.8.8 Teorema de Plancherel. Se u € L*(R"), entio @ € L*(R"™) e a transformada
F definida por F(u) = U é uma isometria linear de L*(R™).
A.8.9 Teorema (Hausdorff-Young). Se v € LP(R") e 1 < p < 2, entdo @ € L” (R"),
I/p+1/p=1ce

l1ally < 2m)™ = [[ull,-

Os Teoremas A.8.4-A.8.8 es tdo demonstrados em Rudin [52] e Yosida [67] e o Teo-
rema A.8.9 em Hormander [25] (Teorema 7.1.13).
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A.9 Espacos de Sobolev

Se 2 C R™ um conjunto aberto e 1 < p < oco. O espago de Sobolev H™({2) é o espago
vetorial

H™(Q) = {u € L*(Q); D*u € L*(Q), |a| < m}

1/2
[wllm,2 = (Z HDO‘UHQ) :

la|<m

munido da norma

glal
onde D® ¢é a derivada 320 fgan 1O sentido das distribui¢oes. Com o produto interno
x{t ... Oxon

n

(U, V)2 = Z (D%u, D*v) 12(

la|<m

definido por

H™(Q) é um espago de Hilbert.
Tem-se C§°(Q2) € H™(2). Com H["(2) representa-se o fecho de C§°(£2) em H™(S).

A.9.1 Teorema. u € H™(R") se, e s se, ( + |z| ) u € L*(R").

A demonstracao deste teorema bem como dos demais resultados sobre distribuicao e
espacos de Sobolev encontra-se em Medeiros e M.M. Miranda [42].

A.9.2 Teorema. Para todo f € L*(R") a equagio u — Au = f tem uma solugdo fraca
em H?*(R").

Demonstragao: Seja f € CP(R") e

w= ;' (1— A2 (M),

n

on |
Cp = (27r)"/2,/?r<”; )

Pelo Exemplo A.8.3 e os Teoremas A.8.5 e A.8.6 tem-se u(£) = f(£)/(1+|£]?), donde

onde

1+ €P)a) = (&), EeR™ (A.9.1)

Pelo Teorema A.8.8, f € L2(R") uma vez que C°(R") C L3*(R™). Logo, pelo Teo-
rema A.9.1, v € H*(R™). Mas, pelo Teorema A.8.6, o primeiro membro de (A.9.1) é a
transformada de Fourier de (1 — A)u. Logo, pelo Teorema A.8.8, (1 — A)u = f, ie., 0

resultado a demonstrar é valido se f € C§°(R"); portanto é valido se f é uma fungao
qualquer de L?(R") pois C§°(R™) é denso em L?*(R™).
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