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Prefacio

A idéia de escrever o presente texto surgiu-nos em 1970 quando iniciamos um se-
minario sobre espagos de Sobolev e aplicacoes as equagoes diferenciais parciais, rea-
lizado no Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas. O objetivo principal era despertar
a curiosidade em jovens para este aspecto da matemaética e criar uma literatura em
portugueés, sobre este assunto de relevancia no estudo da Anélise Funcional. Pos-
teriormente este semindrio transferiu-se para o Instituto de Matematica da UFRJ,
fortalecido pela inclusao de novos alunos e professores. As exposigoes se baseavam
nos textos de J.-L. Lions, [13], [14].

Com a criacao do Curso de Pés-Graduacao em Matemética no IM-UFRJ, o
presente texto vem sendo adotado nas disciplinas obrigatérias do curso relacionadas
as equacoes diferenciais parciais. Ele foi muito modificado e aperfeicoado a partir
das aulas ministradas no IM concluindo-se, pelo menos no momento, a presente
edic¢ao.

Esta edi¢ao deste livro vem bastante aumentada e melhorada relativamente as
anteriores edigoes.

O livro compoe-se de trés capitulos e um apéndice. O capitulo I é um fasciculo
contendo os principais resultados sobre integracao a Lebesgue e das distribuigoes
de Schwartz a serem usados nos capitulos seguintes. Nao é preciso nenhum estudo
prévio sobre distribuigoes para entender este capitulo. O capitulo II contém os re-
sultados bésicos sobre os espagos de Sobolev, seguindo, como ja mencionado, J.-L.
Lions [13] e [14]. Com esta exposi¢ao introdutéria o leitor fica habilitado a leitura
de varios trabalhos sobre a andlise de solugoes fracas para equagoes diferenciais par-
ciais e de suas aplicagoes. No capitulo III sao estudados os problemas de Dirichlet
e Neumann com condigbes nao nulas na fronteira, para o caso do operador de La-
place. Trata-se, portanto, de um capitulo introdutérioi sobre problemas eliticos nao
homogéneos.

O apéndice é dedicado ao estudo da regularidadeda da derivada normal, na
fronteira lateral do cilindro, da solucao fraca da equacao de ondas. Esta propriedade
da derivada normal foi observada, pela primeira vez, por Lions[16] no caso linear
e posteriormente em [17] para nao linearidade do tipo |s|?s. Tendo em vista que



esta propriedade da derivada normal nao decorre das propriedades oriundas das
estimativas a priori, Lions a denominou ”hidden regularity”. Ela é fundamental no
estudo de solucoes ultra fracas para a equagao de ondas linear no desenvolvimento do
método HUM idealizado por J.-L. Lions[18], [19]. O apéndice estende o resultado de
J.-L. Lions[17] ao caso de uma nao linearidade F'(s) apenas continua com o mesmo
sinal que s, cf. Strauss[9] apéndice. A funcao F(s) = |s|’s, p > 0, é deste tipo.

Muitos leram as varias edicoes a quem agradecemos as sugestoes e em particu-
lar, aos colegas Aldo Louredo, Alexandre Oliveira, Ricardo Carvalho. A presente
edigao foi revista e corrigida pelos colegas: Maria Darci, Gladson Antunes e Helvécio
Rubens Crippa.

Ao Wilson Goes pelo trabalho de digitacao, também agradecemos.

Rio de Janeiro, fevereiro de 2010

Os Autores
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Capitulo 1

Resultados Basicos Sobre
Distribuicoes

Introducao

No presente capitulo serao fixadas terminologia, a notacao e certos resultados sobre
integracao e teoria das distribuicoes, resultados estes a serem usados no desenvolver
deste texto.

Com a letra K representa-se, simultaneamente, o corpo dos niimeros reais R ou
o dos numeros complexos C. Por N denota-se o conjunto dos ntmeros naturais
{1,2,...} e por Z o dos inteiros.

Considere-se um numero natural n, qualquer. Denota-se por o = (ayq,...,ay)
as n-uplas constituidas por ntimeros inteiros nao negativos. Estas n-uplas sao de-
nominadas multi-indices.

Dados o multi-indice o = (aq, o, ..., ) € 2 = (21, 22, . . ., 2,) € K" define-se
lal =1 +as+ - +a,, 2°=z"z27...20" ad=ala! ... o), 0=1

Por D denota-se o operador de derivacao de ordem « definido por

o1l ozt 0252 .. 9z | (w1, o, ..., xn) € R"

n

e para a = (0,0,...,0) define-se D% = u para toda funcio u. Por D;, para
i=1,2,...,n, representa-se a derivacao parcial 9/0z; .

Se a, B forem multi-indices, escreve-se § < a quando 3; < «; para todo ¢ =
1,2,...,n. Quando u e v forem fungdes numéricas suficientemente derivaveis, tem-
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se a regra de Leibniz dada por
a!
D*(uv) = —— (DPu)(D* P ).
() = 35— (D)

Sejam FE e F' dois espagos topoldgicos com E C F'. Para indicar que a imersao
de E em F' é continua serd usada a notagao F — F.

Por €2 representa-se um subconjunto aberto nao vazio do R" e por I sua fronteira.
Sera fixada em () a medida de Lebesgue dz.

Para facilitar a escrita, quando nao houver lugar a imprecisoes, as sucessoes de
objetos serao simplesmente denotadas, por exemplo, por (¢,) no lugar de (¢,)uen
em certas ocasioes.

Espaco de Funcoes Testes

Inicia-se introduzindo alguns resultados e nogoes prévias.

1.1 Os Espagos L?({2) e Convolugao de Fungoes

Tem-se os seguintes resultados prévios:

Observacao 1.1. Para todo conjunto aberto 2 do R™, pode-se construir uma su-

cessao de conjuntos compactos (Kﬂ)ueN tal que

int (K,) C K41, Vu>1 e Q= K,= U int(K,).
pn=1 pn=1

sendo int K, o interior de K,, .

Com efeito, é suficiente considerar K, como sendo
: 1 "
K,=<xze€Q; dist(x,I) > - N{zeR" ||z < pu},
1

onde I' é a fronteira de €).
Seja v uma funcao numérica definida em 2, u mensuravel, e seja (0;),.; a familia
de todos os subconjuntos abertos O; de 2 tais que u = 0 quase sempre em O;.
Considera-se o subconjunto aberto O = |J O;. Entao
iel

u = 0 quase sempre em O.
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Com efeito, se I for enumeravel o resultado segue direto. Caso contrario, considera-

se a sucessao (K),),.y da Observacao 1.1. Como K, C |JO; e K, é compacto
iel
segue-se que int (K,) C |J O;, I, finito, portanto u = 0 quase sempre em int (K,),
il
vV 1 € N. Decorre dai que o segundo caso pode ser reduzido ao primeiro.
Como conseqiiéncia do fato anterior, define-se o suporte de u, que serd denotado

por supp u, como sendo o subconjunto fechado de €2

supp u = Q\O .

Observe que se u é continua em {2 entao
supp u € igual ao fecho em 2 do conjunto {zx € Q;u(x) # 0}.

Sejam u e v fungoes numéricas, mensuraveis em 2 e A € K, A # 0. Mostra-se
que:
supp(u 4+ v) C supp u U supp v,

supp(uv) C supp u N supp v,
supp(Au) = supp u.

Seja u uma fungao numérica, mensurdvel no R". A funcao 7,u definida por
(1yu)(z) = u(r — y) denomina-se a transla¢io de u por y. Mostra-se que

supp(T,u) = y + supp u.

Representa-se por LP(Q)), 1 < p < 00, o espago de Banach das (classes de)
fungoes numéricas u definidas em 2, mensuraveis, cuja poténcia p, |ul’, é integrével
a Lebesgue em €2, equipado com a norma

1/p
Hmngwwm).

No caso p =2, L*(Q) é um espaco de Hilbert com o produto escalar
(u,v)2(0) = / u(z)v(z)dx, v complexo conjugado de v.
Q

Por L*°(2) denota-se o espago de Banach das (classes de) fungbes numéricas wu,
mensuraveis em €2 e que sao essencialmente limitadas em €2, equipado com a norma

o] ey = sup s )]
e
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Denota-se por L} (Q), 1 < p < 00, 0 espago localmente convexo das (classes de)
fungoes numéricas u, mensuraveis em €2, equipado com a familia de semi-normas

{po ; O subconjunto aberto limitado de 2}

_ ( / lu(z)[? d:c) "

Diz-se que a sucessao (u,) de fungdes de L] (§2) converge para zero em L} (Q) se

onde

lim po(u,) =0 para todo O aberto limitado de €.
U—>00

Sejau € LY () e (u,) uma sucessao de fungoes de LY (€2). Diz-se que (u,,) converge
para u em L () se (u, —u) converge para zero em L (12).
Note, pela Observacao 1.1, que para definir o espago L7 () é suficiente consi-

derar a sucessao de semi-normas (pKu) com
p>1

1/p
pmuoz(éyu@W¢Q ,

onde int (K,) C K41, p>1,e Q= |J K,.

pn=1
Proposicao 1.1. (Desigualdade de Interpolagao). Se w € LP(Q) N LY(Q) com 1 <
p < q< o0 entiou € L"(Q) para todo p <r < q e se tem a desigualdade

0
el gy < el zoy el oy (1.1)

1 0 1-4
onde 0 < 0 <1 verifica — = — + ——.
r . p q
Demonstragao: Sep =qgentao 0 <0 < 1;ser=p, 6 =1leser =¢q, 6 =0.
Nestes trés casos tem-se uma igualdade em (1.1).
Considere-se 0 caso 1 < p < r < g < oco. Observe que neste caso 0 < 0 < 1.

Tem-se, pela desigualdade de Holder:

mewwza/wmﬁmxwm%m
1/a’
< (fmerma) " ([ werear)

(1.2)
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1 1
com o = p/rf, o =q/r(1—0),sendo —+ — = 1. De (1.2) resulta
a o«

/ 0 (@) dz < [l Tl

1 1-0)«
Dai, notando que — = — e — Q , obtém-se a desigualdade (1.1).
r p
No caso 1 < p <r < 00, segue-se que p =16 e 0 < 6 < 1. Portanto

r@ r(1-0) r(1-6)
J@r de= [ @0 do <l ol

implicando na desigualdade (1.1). W
Sejam u e v fungoes numéricas definidas no R™. Considera-se a convolu¢ao u * v
das funcoes u e v, definidas por

)@ = [ =ty = [ ul)o@—y)dy

Tem-se o seguinte resultado:

Proposicao 1.2. (Desigualdade de Young). Sejam u € LP(R™) e v € LY(R"™) com
1<p<o0,1<qg< o0, er onimero T’ealveriﬁcando;zl—l—l—lzo. Entao
uxv € L'(R") e b
[ % ]| e gy < Mtll pogny 1101l pagrny - (1.3)
Além disso,
supp(u * v) C supp u + supp v. (1.4)

1.1.1 Exemplos de Funcoes Testes

Representa-se por C§°(2) o espago vetorial das fungoes numéricas definidas em (2,
com suporte compacto, possuindo em ) derivadas parciais continuas de todas as
ordens. Os objetos de C§°(2) sao denominados funcdes testes em ).

Exemplo 1.1 Seja p: R® — R definida por:

) = exp (=1 /(1—z]*) se x| <1
o) 0 se |lz] > 1

sendo ||z|* = 22 + 22 + --- + 22, entdo p pertence a C° (R") e suppp = {z €
R [le]l < 1}
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A afirmacao anterior é conseqiiéncia da argumentacao que se segue: considere a

funcao real
1

a(t) = exp(—;) se t>0

0 se t<0.

Claramente a fungao a é continua em R. Também ¢é diferencidvel em R\{0} e

1 1
d (1) = tgexp(—;) se t>0
0 se t<0.

Tem-se:

lim o (t) = lim 72exp(—7)=0 e lim d'(f) =0
Ap e = lp realn=0e fipa@)

logo a é diferencidavel em t = 0 e a’ (0) = 0. De forma andloga, para a j -ésima
derivada de a em R\{0} resulta

1 1
o) (1) = p(—;) exp (—;) se t>0
0

se t<0

1 1
onde p (—;) ¢ um polinomio em —7 Também

lim o) (t) = i — —7)=0 e lima" (t)=0
lim a*(t) = lim p(=7)exp(=7) e lim o (t)
portanto a é j -diferencidvel em t = 0 e a¥) (0) = 0. Como a escolha de j € N foi
arbitraria, segue-se que a € C* (R).
Considere agora a funcéo b (z) = 1 — ||z||*, z € R", que ¢ de classe C™ em R".

Tem-se:
p(z)=a(b(z)), xeR"

Decorre do exposto acima que p € C* (R") esuppp = {x € R"; ||z <1}. A
A demonstracao acima foi obtida de L. Nachbin, Teoria das Distribuicoes, Notas
de Aula, IM-UFRJ, 1974.

Exemplo 1.2. Seja k = / p(x) dz sendo p a fungao do Exemplo 1.1. Para cada

n

pu=1,2,... considere a funcao p,: R" — R definida por
pu(z) = (W /k)p(px) para todo z € R™.

Mostra-se que p, ¢é, para cada p, uma funcao teste no R™ possuindo as seguintes
propriedades:
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a) 0<pu(x) < (u"/k)e ™,

b) Rnpu(x) dx = / pu(z)dr =1,

Bo(1/u)

c) supp (pu) = Bo (1/p) = {z € R™; [[z]| < 1/pi}.

Uma sucessdo (p,)uen de fungdes testes no R™ com as propriedades a), b), c) é
denominada uma sucessao reqularizante.

Note que as funcoes p,, a medida que p cresce, tem suportes cada vez menores,
mas preservam o valor constante igual a um de suas integrais em R". Quando
[ — 00, essa funcoes concentram-se na origem.

Exemplo 1.3. Sejam u € C{°(R") e v € LP(R"), 1 < p < co. Entao u* v pertence
a C®(R™) N LP(R™) e D*(u *v) = (D%u) x v para todo a € N". Quando v possui
suporte compacto, entao, por (1.4), u * v é uma fungao teste no R".

Exemplo 1.4. Considere-se dois subconjuntos K e I do R", disjuntos, sendo K
compacto e F' fechado. Entao existe uma funcao teste ¢ no R™ tal que

px)y=1lem K, p(z)=0em F e 0 < ¢(x) <1

Para construir tal ¢ considere ¢ > 0 definido por ¢ = dist(K, F')/4 e construa
os conjuntos Fy = {z € R"; dist(z, K) > 2}, Ky = {x € R™; dist(x, K) < ¢e}.
Considere pn € N tal que e > 1. Entao se v: R" — R ¢é definida por v(z) =
dist (x, Fy) /(dist (z, Fy) + dist (z, K)) para todo x € R", segue-se que ¢ = p, * v
satisfaz todas as condigoes requeridas.

1.1.2 Regularizacao de Funcoes

O objetivo nesta secdo é mostrar que C5°(€2) é denso em LP(Q2), 1 < p < oc.
Inicia-se, para isto, com um resultado de continuidade.

Proposicao 1.3. LP(R™), 1< p < oco. Entao a aplicag¢io translagao

R" — LP(R™),
Yy — Tyu,

¢ continua.
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Demonstracao: Note-se que é suficiente demonstrar que a aplicacao é continua em
y = 0. Com efeito, seja y € R™ e (y,) uma sucessao de vetores de R" com y, — .
Tem-se:

I3 = o oy = / e =) —u(e =) do = / (e = 2) = u(@)” da

onde z, =y, —y — 0.

Provar-se-4, portanto, que a translagdo é continua em y = 0. Seja (y,) uma
sucessao de vetores do R™ com gy, — 0. Primeiro mostra-se a continuidade para
u = Yo onde xp € a funcao caracteristica de um subconjunto aberto limitado O de
R™. Tem-se:

vt = ey = [ Wole = ) = xo (@) (15)
Observe que xo(z — y,) — xo(z) para todo z € R"\0O (00 fronteira de O), logo
xo(z —y,) = xo(z) quase sempre em R". (1.6)

Por outro lado
IXo(® = yu) — xXo(@)[" < xv(z), VzeR" (1.7)

onde U é o conjunto U = ( Uo+ yu) U O, U aberto limitado do R". Aplicando
pn=1
o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue a integral da direita de (1.5),

decorre de (1.6) e (1.7) que
7y, 0 — w em LP (R") quando p — oo.

Resulta da primeira parte que a translagao é continua em y = 0 para u funcao
escada de R", isto é, para u igual a uma combinacao linear finita de fungoes carac-
teristicas de subconjuntos abertos limitados de R".

Note-se que o conjunto das fungdes escadas do R™ é denso em L? (R™). Seja u €
LP (R") e e > 0. Entao existe uma funcao escada ¢ de R" tal que [lu — ¢|| 1, gy < €.
Tem-se:

HTyﬂu - uHLP(]R") S HTyﬂu - TyuwHLP(Rn) + HTy,ﬂ/’ - ¢}}Lp(Rn) + ||77D - u||Lp(Rn) -
=2 Hw o uHLp(R") + HTyuw - ¢HLP(R7L) < 3e para (i = fio

que prova, finalmente, o resultado desejado. M

Teorema 1.1. Seja (pu) ey @ Sucessio reqularizante dada no Ezemplo 1.2. Se
u€ LP(R"), 1 < p < oo, entdo a sucessio (py * u) oy converge para u em LP (R").



Espaco de FuncGes Testes 9

Demonstragao: Tem-se:

(P * u) () —u(r) = /” e (W) {u(z —y) —u(z)} dy (1.8)

pois / pu(y) dy =1. Se p =1, do Teorema de Fubini, resulta
lyll<1/p

||pu*u—u||L1(Rn) < / Pu (Y) HTyU_uHLl(R") dy,
lyll<1/u

e o Teorema 1.1 ¢ uma conseqiiéncia da continuidade da translagao 7,u demonstrada
na Proposigao 1.3.

1 1
No caso 1 < p < o0, considere g tal que — + — = 1. De (1.8) e da desigualdade
P q

de Holder, obtém-se:

p/q
(e ) () — () s{ /uyuq/f“(y)qdy} /Hy”q/u'“(x_y)_“(x)' dy.

(1.9)
Note que
p prt 1
pu(y)? dy < / dy = T—w, —
/nynsw ki€t Jiyli<1/u ket = pu
onde w,, é o volume da esfera unitaria do R™. Portanto,
p/q w:n/q )
</ Puly)’ dy) < oy W = Oy = o (1.10)
lyl<1/p kre

onde C = wh/ /kPe?.  Considerando (1.10) em (1.9) e aplicando o Teorema de
Fubini, resulta

o % u — UHZP(R") < C:un/ Imyu — u”izf([{gn) dy < Cw, sup |ryu— u”ip([gn) .
lyll<1/p lyll<1/p

Esta expressao e a continuidade da translacao acarretam o Teorema 1.1. W

Corolario 1.1. C§°(Q2) € denso em LP(Q2) para 1 < p < oo.

Demonstragao: Seja (K,),y a sucessao de subconjuntos compactos de €} dada
na Observacao 1.1. Se u € LP(f2), para cada p = 1,2,... seja xg, a funcao
caracteristica de K, e considere a funcao u, = u xg, . Segue-se que u, € LP({2) para,
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cada e a sucessao (u,),en € convergente para u na norma LP({2), convergéncia que
decorre do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. Desde que as fungoes
u, possuem suporte compacto, para provar o coroldrio é suficiente aproximar as
funcoes u,, por fungoes de C5°(£2).

De fato, seja u € LP(2), w com suporte compacto, e considere r = dist (supp (u),
I'), que é um nimero positivo. Defina %: R" — K por

ii(x) = u(z) se x e
0 se x € R"\Q .

Diz-se que @ é a extensao de u por zero fora de €. Tem-se a4 € LP(R™) e suppu =

supp u ¢ um compacto de R"™. Portanto, (p, *1),en ¢ uma sucessao de fungoes testes

no R” que converge para 4 em LP(R"). Represente por v, a restricao a 2 da fungao

pu * U. Resulta que v, é uma funcao teste em  para cada p > 2/r e a sucessao

(v,)uen converge para u em LP($2). W

1.1.3 Convergéncia em D(()

Diz-se que uma sucessao (p,,) de fungoes de C3°(§2) é convergente para zero, quando
as seguintes condicoes forem satisfeitas:

a) Os suportes de todas as fungoes testes ¢, , da sucessao dada, estdo contidos
num compacto fixo K.

b) Para cada multi-indice «, a sucessao (D®¢,) converge para zero uniforme-
mente em K.

Se ¢ € C3°(12), diz-se que a sucessao (¢,,) de elementos de C§°(Q2) converge para
@ em C§° (€2), quando a sucessao (¢, — ) converge para zero no sentido dado acima.

O espago vetorial C§°(§2) com esta nogao de convergéncia é representado por
D () e denominado espago das fungdes testes em SQ.

1.2 Distribuicoes sobre um aberto () do R”

Define-se como distribuicao sobre ) a toda forma linear T" sobre D (£2) que é continua
no sentido da convergéncia definida sobre D (2). Isto significa que para toda sucessao
(pu) de D (), convergente para zero no sentido definido na secdo 1.1.3, entao a
sucessao ({1, ¢,)) converge para zero em K (Note que K =R ou Ce (T,p,) é o
valor de 7" em ¢,,). O conjunto de todas as distribui¢des sobre (2 é um espaco vetorial
o qual representa-se por D’ (§2). Neste espaco vetorial diz-se que uma sucessao (7))
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de vetores de D’ (§2) converge para zero em D’ (€)) quando, para toda fungao teste
¢ € D(Q), a sucessao ((T},,y)) converge para zero em K. Neste caso escreve-se
lim 7, =0 em D' (). Diz-se que

p—>00

lim 7, =T em D' (),

U—+00

quando lim (7, —T) =0 em D' ().

HU—00
O espaco D' () com a nogao de convergéncia definida acima é denominado
espaco das distribuicoes sobre €.

Exemplo 1.5. Seja u € L} (). Considere a forma linear T, definida em D ()
por:

(Tu ) = / u(2) o () dr,

para toda ¢ € D (). Mostra-se sem dificuldades que 7, é uma distribuigao sobre
Q.

Proposigao 1.4. (Lema de Du Bois-Reymond) Seja u € L, (). Entdo T, = 0 se,
e somente se, u =0 quase sempre em €.

Demonstracgao: Claramente se u = 0 quase sempre em 2 entao 7,, = 0. Mostra-
se, entao, que a condicao T, = 0 implica © = 0 quase sempre em ). Com efeito,
considere-se um subconjunto aberto limitado O de 2. Sabe-se pelo Corolario 1.1
da Segao 1.1.2 que D (O) é denso em L' (O). Conseqiientemente, como u € L'(0O),
vem que para cada € > 0 existe v € D(O) tal que

/@\u(x)—v(x)|dx<g.

Da hipétese e desta ultima desigualdade, resulta:

/Ov(:c) ¢ (x)dx

para toda ¢ € D(O).
Considere-se os conjuntos

Ky ={zeOv(r) >¢} e Ko ={xecOv(r) <—c},

/O(U () ¢ (2) —u () ¢ (2)) dr| < eméx |p ()] (1.11)

que sao subconjuntos compactos disjuntos de @. Do Exemplo 1.4 da Segao 1.1.1 do
Capitulo 1, vem que existem @7, po em D(O) tais que:

p1=1em K; pr=0em Ky 0< ¢ <1
@2:OemKl gog:leng OS()OQS]_
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Tomando-se ¢ = ¢1 — @9, obtém-se:
Yv=1lem Ky, ¢Yv=—-1lem Ky, —-1<9¢<1.

Resulta, portanto,

Lu@wwwzéwu@www+/w@wwm

K

onde K = K; U K,. Observando-se que |v(z)| < e em O\K e levando em consi-
deragao (1.11) obtém-se:

< + < e+emed(O).

/Kv(x)z/)(x)dzv /Ov(:v)w(x)dx

/O\Kv ()Y (z) dz

Da definicao de v e desta ultima desigualdade, encontra-se:

/K|v(:)3)|d:l::/K|v(x)¢(x)|dx§5+5 med(O).

Portanto,
u ()| dx u(x) —v(z)|dx v(x)| dx v (z)|dr < 242 med(O).
L\(H séJ() () +Aj<n +wa<n < 9:42¢ med(0)

Fazendo-se ¢ tender para zero obtém-se que u = 0 quase sempre em . Sendo O
arbitrario, resulta que v = 0 quase sempre em ().

A demonstracao acima é vélida para v tomando valores reais. Se u toma valores
complexos, observa-se que a condigao [, u(z)¢ (z)dr = 0 para toda ¢ em D(O),
implica

/Q(Reu(x))go(:c) dz =0, /Q(Imu(:c))ap(:c)dxzo, Yo € D),

© uma fungao real.

A proposicao segue aplicando a demonstracao feita acima a cada uma destas inte-
grais.
|

Observacao 1.2. Do Lema de Du Bois-Reymond segue-se que para cada u €
L, .(Q), tem-se T, univocamente determinada por u sobre {2, quase sempre, no

loc
seguinte sentido: se u,v € L () entdo T, = 7T, se e somente se u = v quase
) loc



Distribuicées sobre um aberto 2 do R" 13

sempre em §). Por esta razao, identifica-se u com a distribuicao 7, por ela definida
e diz-se a distribuicao u ao invés de dizer a distribuicao 7, .
E oportuno observar que existem distribuigbes nao definidas por fungoes de

L} (), como pode ser visto no exemplo que se segue.

Exemplo 1.6. Seja xy um ponto de Q e J,, a forma linear definida em D(2) do
seguinte modo:
(0u>0) = ¢ (w0)  para toda ¢ € D(Q).

Facil é verificar que d,, ¢ uma distribuicao sobre (2, denominada distribuigao de
Dirac ou medida de Dirac concentrada em xy. Quando xq = 0 escreve-se &g .

Mostra-se que a distribui¢ao d,, ndo ¢ definida por uma fungao u de L}, (£2),
isto é, ndo existe u € L} (Q) tal que

/ u(z) e (x) de = ¢ (xg) para toda ¢ € D().
0
De fato, se existisse uma tal funcéo u, entdo para 1 = ||z — z||> ¢ € D (Q) resulta

/Qu(x) |z = ao||* ¢ (2) d = ||z — wo||” ¢ (2) =0,

T=x0

para toda ¢ € D(2). Pelo Lema de Du Bois-Reymond (Proposicao 1.4) tem-se
|z — zo” u (z) = 0 quase sempre em €, mostrando que u(z) = 0 quase sempre em
(2, isto é, d,, = 0 0 que é uma contradigao.

Observagao 1.3. Existem sucessoes (u,,) de fungoes de L}, () que convergem para

distribui¢oes 7" em D’(2), mas o limite 7' pode nao ser definido por uma fungao de
Lo ().

De fato, seja z9 € 2 e B, (z9) = {z € R"; ||z — 2¢|| < r} uma bola contida em
Q2. Para cada 0 < € < r, seja 6. a fungao teste

1 _
0.(x) = o P (x gl’o) para todo x € €,

sendo p a fungao teste definida no Exemplo 1.1 da Secao 1.1.1 do Capitulo 1, e
k= [z p(y) dy. Tem-se, para ¢ € D(Q),

o) = [ (22 wtordo =1 [ ptopetey + oy ol

€ B1(0)

quando ¢ — 0F.
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Assim
lim 6. =0,, em D'(Q).

e—0t

Exemplo 1.7. Seja (u,) uma sucessao de fungoes de Lj (), 1 < p < oo; tal que

loc

lim w, =u em Lj (Q).
U—>00
Entao resulta que

lim u, =u em D'(Q).
J—00

De fato, seja ¢ € D(2) e O um subconjunto aberto limitado de € tal que
suppp C O. Se p =1, tem-se:

/Q (4 () — u (2)) p(x)dz

[{up = u, )| =

< mix fel)| | Juu(o) = uta)] d,

1 1
e se 1 < p < o0, considera-se o seu conjugado ¢, isto é, — + — = 1, obtendo-se:
p q

|<uu —u, )| < ||uu - UHLp(o) ||80||Lq(o) .
As desigualdades acima implicam nossa afirmacao.

Observacao 1.4. Tem-se a seguinte cadeia, para 1 < p < oo,
D(Q) — LT () — D'(Q),

sendo cada inclusao densa na seguinte.

Com efeito, a continuidade da imersao de D(2) em L (Q) é facil de verificar
e a continuidade da imersao de LY (2) em D'(Q) foi mostrada no Exemplo 1.7. A
densidade de D(2) em D'(2) sera provada posteriormente na Proposi¢ao 2.16 do
Capitulo 2. Para mostrar que D(2) é denso em L7 (), procede-se como se segue.

loc

Seja u € L} (Q) e (K,)uen a sucessao de subconjuntos compactos de 2 dada na

Observacao 1.1. Para cada aberto O, =int K, determina-se ¢, € D(O,) tal que

1
Hu - ¢M||LP(O#) < ;

A sucessao (¢,)uen de fungdes testes em ) converge para u em L} (€) quando
uw—o0. N

Considere uma distribuicao 7" sobre 2 e a € N". A derivada de ordem « de T
é, por definicao, a forma linear D*T definida em D(2) por:

(DT, @) = (=)l (T, D*p)  para todo ¢ € D(Q).
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Nao é dificil mostrar que D*T é uma distribuigao sobre (2.

Segue-se da definicao acima que cada distribuicao 7" sobre {2 possui derivadas de
todas as ordens. Assim, as fungoes de L}, (Q) possuem derivadas de todas as ordens
no sentido das distribuigdes. Observe que a aplicacao

D*. D(Q) — D(Q)
T — DT

é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’(€2). Isto significa que
se
lim 7, =T em D'(Q) entdao lim DT, = DT em D'(N).

U—>00 U—>00

d
Note que o operador linear o de L?(0,1) em L?(0,1) com dominio C* ([0, 1])

nao é continuo. Com efeito, o conjunto

é limitado em L? (0, 1) e sua imagem por p nao é limitado em L2 (0, 1).

Outro resultado que vale a pena mencionar é que a derivada de uma funcao de
L} (Q), nao ¢, em geral, uma fungao de L, (£2), como mostra o exemplo que vem
a seguir. Tal fato, motivara a definicao de uma classe significativa de espacos de
Banach de funcoes, conhecidos sob a denominacao de Espacos de Sobolev, tendo

este texto como um dos objetivos fazer um estudo introdutério destes espacos.

Exemplo 1.8. Seja u a funcao de Heaviside, isto é, u é definida em R e tem a
seguinte forma: u(z) =1se x > 0 e u(z) = 0 se x < 0. Ela pertence a L}, (R) mas

loc
sua derivada u’ = §y nao pertence a L .(R). De fato, tem-se:

(W 0) = —(u ) = — / " (@) de = o(0) = (6, o)

para todo ¢ € D(R).

Exemplo 1.9. Se u € C*(R"), para cada |a| < k, a derivada D% no sentido das
distribuicoes ¢ igual a derivada no sentido cléssico, isto é, DT, = Tpa, para todo
|a| < k. Isto é uma conseqiiéncia simples da férmula de integragao de Gauss.

Exemplo 1.10. Seja u € L} (R") e k € N. Suponha que para cada || < k, D%

loc

pertenga a L} (R"). Entdo, para toda ¢ em D(R") e |a| < k, tem-se:

D%(p *u) = ¢ *x D%.
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Note que D®u é a derivada no sentido das distribuicoes. A igualdade acima é uma
conseqiiéncia da definicao de derivada e do Teorema de Fubini.

A seguir serao fixados certos resultados sobre multiplicacao de uma distribuicao
por uma fungao, restricao de uma distribuicao, distribuicao temperada e transfor-
mada de Fourier.

1.2.1 Produto de Funcoes por Distribuicoes
Se p € C*(12) para cada ¢ € D(Q) tem-se pp € D(Q) e se lim ¢, = 0 em D(Q)
U—>00
isto implica lim py, = 0 em D(Q) (segue-se da Férmula de Leibniz para fungoes).
U—>00

Quando T é uma distribuicao sobre €2, define-se o produto p7" como a forma linear
definida em D(Q2) do seguinte modo:

(0T, ) = (T, pp) paratoda ¢ em D(Q).

Segue-se que pT' é uma distribuigao sobre (2.
Se o é um multi-indice, tem-se a férmula de Leibniz:

|
D (pT) =" m DPp DA T,

BLa
Verificar-se-4 esta féormula no caso a = ¢; = (0,...,1,...,0). Para todo ¢ em D(Q2)
tem-se:
(Di (pT),¢) = = (pT’, Dip) = = (T, p(Dig)) = (T, =D; (pp) + (Dip) @) =

— (T, Di (pp)) + (T, (Dip) ) = (DT, pp) + ((Dip) T, ) =
(pDiT + (Dip) T, ) -

1.2.2 Restricao de Distribuicoes

Suponha 2 e U subconjuntos abertos do R™ tais que 2 C U. Para cada funcao ¢ em
D(Q) considere-se p(x) = () se x € Qe p(x) =0sex € U\Q. Tem-se p € D(U)
e mais:

a) Se lim ¢, =0 em D(Q), segue-se que lim ¢, =0 em D(U);
JL—00 H—00

b) DYp = EB‘; para todo multi-indice «.

Como uma conseqiiéncia desses resultados, se T € D'(U), a forma linear T‘ Q
definida em D(2) por (7|, ) = (T, ) para todo ¢ em D(Q2), é uma distribuicao
sobre Q denominada a restrigao de 7" a €. De a) prova-se que T‘Q € D' () edeb),
que D* (T‘Q) = (D°T) ‘Q
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1.2.3 Distribuicoes Temperadas

Uma funcao ¢ € C*(R") diz-se rapidamente decrescente no infinito, quando para
cada k inteiro nao negativo tem-se

Pe(yp) = n}a-;i sup (1+ [l2])" | D7p(x)| < oo, (1.12)

‘_xE"

que é equivalente a dizer que

i p(x)D%p(z) =0 (1.13)
para todo polinomio p de n variaveis reais e multi-indice a.

Considere o espago vetorial S (R"™) das fungoes rapidamente decrescentes no in-
finito, no qual definiremos a seguinte nocao de convergéncia: uma sucessao (y,) de
fungoes de S (R™) converge para zero quando, para todo inteiro ndo negativo k, a
sucessao (py (¢,)) converge para zero em K. A sucessao (p,) converge para ¢ em
S (R™) se (pk (pu — ¢)) converge para zero em K para todo k inteiro nao negativo.

As formas lineares definidas em S (R™), continuas no sentido da convergéncia
definida em S(R") sdo denominadas distribui¢oes temperadas. O espago vetorial
de todas as distribuicoes temperadas com a convergéncia pontual de sucessoes sera
representado por &’(R™). Assim

lim 7, =7 em SR") se lim (T,,¢)=(T,¢), YVoeSR").
H—00 HU—00

Tem-se D(R") — S(R"). O espago D(R") é denso em S (R™). De fato, seja

0 € D(R™) tal que

O(x)=1 se |z[| <1, O(x)=0 se |z||>2 e 0<6<1
Para cada natural ;4 > 1, define-se 6,(z) = 6(z/p) para todo x € R™. Seja u €
S (R") entao a sucessao (6,u),oy de funcoes de D(R") converge para u em S (R").

Para mostrar a convergéncia observe que pela Férmula de Leibniz para fungoes,
resulta

D (0, (z)u(z)) — Du(z) = (0, (z )Da (z )—1D°"u (z)) +
+ ) e —5: D?0(x/ 1) D*Pu (x).

0<fB<a

Portanto

pr (fpu — u) < méx sup (1+ |z )

0, () Du(w) — Du()| +

lo|<k gzeRrn (1 14)
+max sup |(1+[z[?) Z (o B)l 07 ’D 0 (x/p) D*Pu(x )’
o<k weRrn 0<B<aﬁ by
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A segunda parcela do segundo membro de (1.14) converge para zero quando p —
oo como pode ser visto facilmente. A primeira parcela converge para zero como
conseqiiéncia da expressao (1.13) e do fato que 0, (z) D*u(x) = Du(x) para ||z|| < p.

Observe-se que u(z) = e I”I” pertence a S(R™) mas nio pertence a D(R™).

Como conseqiiéncia do exposto vem que se T’ é uma distribuigao temperada, sua
restricao a D(R™) é uma distribui¢ao sobre R™, a qual ainda representa-se por 7.
Além disso, se S é uma distribuicao sobre R" tal que existem C' > 0 e k inteiro nao
negativo satisfazendo a condigao:

(S, )| < Cpr(p) paratoda ¢ € D(R"), (1.15)
segue-se da densidade de D(R™) em S(R"), que S pode ser estendida como uma

distribuicao temperada.

Exemplo 1.11. Como | {dg, ¢) | < po(¢) para toda ¢ € D(R™) segue-se de (1.15)
que 9y € S’'(R™).

Exemplo 1.12. Seja u € L}, (R") tal que

|u (2)]
C = —————dr < o0
/R” (1))

para algum k € N. Entao |(u, )| < Cpr(p) para toda ¢ € D(R™). Conseqiiente-
mente, u é uma distribuicao temperada.
Como conseqiiéncia do Exemplo 1.12 e notando que

/ ! dr < >n/2
——————dr<oo para m>n/2,
Rn (1 + ||:)3||2)

vem que toda u € LP(R™) 1 < p < oo, define uma distribui¢do temperada. Para
1 < p < o0, tem-se:
1 1
D(R") — S (R") — LY(R") (— + - = 1)
p g

sendo cada inclusao densa na seguinte. Entao por dualidade resulta
LP(R") < S (R") — D'(R") (1.16)

com cada inclusao densa na seguinte.

Exemplo 1.13. Os polinomios p de n varidveis reais definem distribuicoes tempe-
radas. Isto é uma conseqiiéncia de (1.15).
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Exemplo 1.14. Se T' € &' (R") e a um multi-indice, entdo a forma linear D*T
definido em S (R™) por

(DT, o) = (=)' (T, D*p)  para todo ¢ € S (R

¢ uma distribuicao temperada.

Seja T € S'(R™) e p € C*°(R™). Entao o produto pT nao é necessariamente
uma distribuigdo temperada. Isto pode ser visto considerando p(z) = e2l=I” ¢
¢ (z) = e7I7I* ¢ notando que py nao pertence a S (R"). Diz-se que p ¢é lentamente
crescente no infinito, quando para cada a multi-indice, existe um polinomio p,, tal
que

D% p(z)| < po () paratodo x € R".

Assim, se p é lentamente crescente no infinito, entao p7' é uma distribuicao tempe-
rada.

1.2.4 Transformada de Fourier

Dada uma fungao u € L'(R"), define-se sua transformada de Fourier como sendo a
fungao Fu definida no R™ por

(Fu)(z) = (2m) "2 / D) u(y) dy

sendo (2, y) = T1y1 +Toya+ - -+ Tnyn . A aplicacio (Fu)(z) = (Fu)(—z) para todo

x € R" é denominada transformada de Fourier inversa de u. Obtém-se Fu = Fu,
sendo v o complexo conjugado de v.

Desde que S (R") C L'(R"), para cada ¢ € S(R"), estao bem definidas Fep,
Fp e mostra-se que elas sao rapidamente decrescentes no infinito. Além disto

F:S(R") — SR e F:S8R") — SR

sd0 isomorfismos continuos e F~' = F.
Observe que F e~ llel*/2 = =llel*/2,
Para todo ¢, 9 € S(R"), tem-se:

F(Dog) =il Fo,  Do(Fo) = F (=) a=0).
(F(paF@b)LZ(R”) = (Spaw)Lz(R”) = j':%ﬁw>

L2(Rn)
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Dada uma distribuicao temperada 7', define-se a sua transformada de Fourier do
seguinte modo:

(FT, ) = (T, Fp) para todo ¢ € S (R"),
<fT, g0> = <T, j—v"<p> para todo ¢ € S(R").

Da continuidade da transformada de Fourier em S(R™), segue-se que F71 e FT sdo
distribuigoes temperadas. Mostra-se que

F:SR") — S'(R") e F:8R")— SR
sdo isomorfismos continuos sendo F~! = F. Também

F(DT) =il FT, D*(FT) = F (=) 2°T) .

Observe que se u € L*(R™)\L'(R") entao a integral / e~ @Y u(y)dy ndo estd
R?’L
definida para z € R", x # 0. Para definir Fu, u € L*(R"), procede-se da seguinte

forma: Primeiro mostra-se que

[[Follr2@ny = llell2@ny, Ve € S(R™).

Isto implica que quando S(R™) é equipado com a norma de L*(R") entdao F: S(R") —
S(R") é uma isometria linear. A seguir, pela densidade de S(R") em L*(R"),
estende-se F ao espago L?*(R™). Esta extensao ainda ¢ denotada por F. Assim,
Fu com u € L*(R") é definido por

Fu= lim Fp,

U—00

onde o limite é tomado em L*(R™) e (¢,) é uma sucessao de fungoes de S(R™) tal
que ¢, — u em L*(R™). Andloga defini¢io para j—zu, u € L?(R™) pois também se
tem _

[ Follre@ny = llell2@ny, Ve € SR™).

Tem-se o seguinte resultado:
Teorema 1.2. (Plancherel). As aplicagoes
F: L*(R") — L*(R™) e F: L*(R") — L*(R")
sao isomorfismos de espacos de Hilbert tais que
(Fu, Fv)r2mny = (4, v) 2@n) = (ﬁu,fv)lﬂ(]gn)

para todo par u, v € L*(R").
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Serao usadas, também, as notacoes u e @ no lugar de Fu e F u, respectivamente.
A demonstragao dos resultados expostos nas duas ultimas secoes podem ser en-
contradas em K. Yosida [31].

Exercicios

1. Seja u € C°(R"™) e () yery uma sucessao regularizante em R". Claramente
(pu xu) € C™ (R™). Mostre que:
i) p, * u — u uniformemente nos compactos de R™ quando p — o0;

ii) Sen =1 e u é periddica com periodo P > 0 entdo p,, * u é periédica com
periodo P e p, * u — u uniformemente em R quando p — 0.

1
2. Sejau(x) =loglz|,z € R, x#0,e Vp < ) : D (R) — K definida por

T

Mostre que:

) we L., (R)

loc

e Sugestao: Use o fato que |z|° |log|z|| = 0 quando || — 0
(0<e<);

i) Vp (%) c D' (R):

L d 1
iii) %log |z] =Vp (;)

3. Considere a sucessdo de funcoes (u,)uen, w,: R" — R definida por

0 se x|l > 1
uﬂ(x):‘ H H— /,U

prtt szl < 1/p

Prove que u, — 0 quase sempre em R" quando y — 0o e que (u,)uen DAO
converge em D'(R").
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. Seja |a, b| um intervalo aberto finito da reta e A o operador d/dz com dominio
d
D(A) = {u € L*(a,b); % € L*(a, b)} Mostre que
A: D(A) C L*(a,b) — L*(a,b)
nao é continuo.

. Prove que as expressoes (1.12) e (1.13) da Segao 1.2.3 s@o equivalentes.

e Sugestao: Primeiro mostre que (1.12) implica | lﬁm 2P DY(z) = 0.
T||—00

Para isto observe que |a| < % (1+ a?), para todo a € R, e que

sup (1+ Hx||2)k lg(z)| < oo implica g(z) — 0 quando ||z|| — oo.
TER™

. Seja k € N. Mostre que existem constantes positivas C; e Cy tais que

Ci(1+ Hx||2)k < S <Gy (14 ||x]|2)k para todo x € R".
laf<k

. Seja u a fungao caracteristica do cubo U do R™:
U={zeR% |z <1,i=1,2,...,n}.

Prove que u € L'(R") mas Fu ¢ L'(R"™).

. Seja u € L*(R"™) N L*(R"). Mostre que

(Fu)(z) = (2m) 2 / i) u(y) dy.

n



Capitulo 2

Espacos de Sobolev

Introducao

Este é o capitulo fundamental deste texto, pois nele serao demonstrados os resultados
basicos para aplicacao as equagoes diferenciais parciais. Inicialmente introduz-se a
nocao de espago de Sobolev e certas propriedades elementares sao mencionadas. Com
base nestes conceitos demonstra-se os teoremas de imersao, incluindo as imersoes
compactas; estuda-se o prolongamento; finalizando o capitulo com a demonstragao
de uma versao simples do teorema do trago e uma generalizacao do teorema de
Green.

2.1 Propriedades Elementares dos
Espacos de Sobolev

Sao estudadas nesta secao propriedades elementares da geometria dos espacos de
Sobolev e alguns resultados simples de dualidade.

2.1.1 Geometria dos Espacos de Sobolev

Sejam 2 um aberto do R, 1 < p < 0o e m um inteiro nao negativo. Se u € LP({),
foi visto no capitulo anterior, que u possui derivadas de todas as ordens no sentido
das distribuicoes. Viu-se que D%u nao é, em geral, uma distribuicao definida por
uma fungao de LP(Q2). Quando D®u é definida por uma funcao de LP(2), define-
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se um novo espago denominado espago de Sobolev. Representa-se por W™P(Q)) o
espago vetorial de todas as fungoes u de LP({2) tais que para todo |a] < m, D%
pertence a LP(2), sendo D*u a derivada de u no sentido das distribuigoes. Para
cada u € W™P(Q) define-se a norma de u por:

1/p
[l i) = [, = ( ‘Z /QIDC“U (@)[” dw) ,  1<p<oo
al<m

[llyymoe () = tllmoe = 22 sup ess [D%u ()]
‘a|§m e
Nao ¢ dificil verificar que a fungao |[ull,, ,, 1 < p < oo, ¢ uma norma em W™?(Q2).
Os espacos normados W™P(€2) sao denominados espagos de Sobolev.

Proposicao 2.1. O espaco de Sobolev W™P (Q) é um espago de Banach.

Demonstracao: Seja (u,) uma sucessao de Cauchy de vetores de W™ (Q2). Sendo
D%l 15 < llull,,, para todo u € W™F(€2) e [a] < m, segue-se que (D%u,) ¢
uma sucessao de Cauchy do espago de Banach L (2), entao existe um vetor v, de
LP (Q) tal que

D%, = v, em LF(Q). (2.1)
Quando a = (0,0,...,0), u=v,, entao
u, = u em LP(Q). (2.2)

Para provar a proposigao é suficiente mostrar que D“u = v, no sentido das distri-
buigoes, para todo 0 < |a] < m. Com efeito de (2.1) e (2.2) resulta

D%, — v, em D' (), 0<|al<m (2.3)

u, —»u em D (Q) (2.4)
pois LP (2) — D’ (§2). Como a derivagao é continua em D’ (2), obtém-se de (2.4):

D%, — D% em D'(Q). (2.5)

De (2.3), (2.5) e a unicidade dos limites em D’ () resulta Du = v, , 0 < |a] < m,
que mostra a proposi¢ao. W

O caso particular p = 2 é 1util nas aplicacoes e neste caso o espaco de Sobolev
WP (Q) é representado por H™ (€2). O espago H™ (€2) é um espaco de Hilbert com
o produto escalar dado por:

(U,U)Hm(g) = (U,’U)m = Z (Dau, DaU>L2(Q)

laj<m
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para todo u,v € H™(2). A norma deste espago é denotada por:

||U||Hm(Q) = [|ull,, -

O espago H™ (£2) é denominado espago de Sobolev de ordem m.

2.1.2 O Espago W;"" (Q)

Quando m = 0, tem-se W%P(Q) = LP(Q) e do Corolario 1.1 do Capitulo 1, sabe-se
que D(Q) é denso em LP(Q2) (1 < p < o0), mas nao é verdade que D({2) seja sempre
denso em W™P({)) para m > 1, como serd visto posteriormente. Motivado por este
fato, define-se o espago W;"*(£2) como sendo o fecho de D(§2) em W™?(Q). Quando
p =2, escreve-se HJ*(Q) em lugar de W*(Q).

Proposigao 2.2. Seja u € W,""(2) e @ a extensao de u por zero fora de Q. Tem-
se:

a) u € WmP(R"),
b) D% = Du para todo |a| < m,
©) l[ullwma) = Nllwmnn) -

Demonstracao: Dada uma fungao ¢ € D(12), tem-se ¢ € D(R") C W™P(R"™) e as
condigoes a)—c) sao satisfeitas por . Segue-se que a funcao o: D(Q2) — W™P(R")
é uma isometria linear de espagos normados e pode ser estendida por continuidade
a uma isometria linear 6: W;""(Q) — W™P(R"™) definida do seguinte modo: se
u € WiP(Q) e (p,) é uma sucessao de fungoes testes em Q tais que ¢, — u
em Wi""(Q2), entdo ¢, — ou em W™P(R"). Mostra-se que du = 4 para todo
u € Wy"P(Q2). De fato, se ¢, — uw em Wy"(Q) entdo a sucessdo ($,) converge
para @ e também para du em LP(R"™), logo 4 = du. Pelo mesmo argumento tem-se
D% = Doy para todo |a| < m o que prova a proposi¢ao. B

Com base na proposicao anterior, mostra-se que se {2 é um conjunto aberto do
R™, pode acontecer que Wy""(Q2) seja diferente de W™P ().

Proposicao 2.3. Se W;"P(Q) = W™P(Q), o complemento de Q2 no R", G, possui
medida de Lebesgue igual a zero.
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Demonstragao: Sejam U uma bola aberta do R" tal que UNQ # ¢ e 0 € D(R")
tal que # = 1 em U N Q. Considere v = f|g entao v € W™P(Q) = W (Q), logo

v e WmP(R™) e D;v = (Dw) (i=1,...,n). Seja ¢ € D(U). Tem-se:

/(Diﬁ)gp dr = / (D) dx + / (D;0)pdr = / (Z):{})cp dx =0
U unta unQ Unta

parai=1,2,...,n,isto é, D;0 = 0 quase sempre em U parai = 1,2,...,n, logo 9|y
¢ uma distribuicao definida por uma funcao constante. Conseqlientemente existe
uma constante ¢ tal que A = {z € U;0 # ¢} é de medida zero. Como 9(z) = 1 em
U NS, que é um aberto nio vazio, tem-se ¢ = 1, portanto U NCQ C A, donde
U N L tem medida zero para qualquer bola aberta U. De

Co=C0n U Bu0)] = U L2n B,(0)

onde B,(0) é a bola aberta do R™ de centro em z = 0 e raio p, segue-se que
med CQ = 0 pois
med CQ < Y med[CQN B,0)] =0
pn=1
e a demonstragao da proposicao esta concluida. W

Observe-se que a reciproca da Proposicao 2.3 nem sempre é verdadeira, isto é,
se 0 Q ter medida de Lebesgue zero nao implica, necessariamente que, Wy (Q) =
Wm™P(Q). Para um estudo das condigdes necessdrias e suficientes sobre [ para
que se tenha Wy""(2) = W™P(Q) pode consultar-se J.L. Lions [13]. Segundo estes
resultados observa-se que se Q = R"\{zo}, xo pontode R", emp >n, 1 <p < oo,
entao Wy (2) estd contido estritamente em W™P(Q).

Resulta da Proposicao 2.3 que se o complemento de €2 possui medida positiva,
tem-se W7 (Q) # W™P(Q). Em particular, se € é um conjunto aberto limitado
do R", tem-se W;"P(Q2) # W™P(Q). No caso extremo 2 = R", tem-se Wy"*(R") =
WmP(R™), como uma conseqiiéncia do seguinte teorema:

Teorema 2.1. D(R"™) ¢ denso no W™P(R") para 1 < p < oo.

Demonstracao: A idéia da demonstragao é primeiro aproximar os elementos de
WmP(R™) por elementos do mesmo espago mas com suporte compacto. A seguir,
aproximar os elementos de W"™P(R™) com suporte compacto por fungoes testes em
R".

De fato, seja 6 uma funcao teste no R" tal que 6 = 1 sobre a bola fechada m,
0 = 0 fora da bola aberta By(0) e 0 < 6 (z) < 1. Para todo niumero natural g > 1,
suponha 6, (x) = 6(x/p) para todo € R". Portanto, (6,),en € uma sucessao de
funcoes testes em R” com as seguintes propriedades:
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a) 0, =1 sobre B, (0), suppf, C By,(0) e 0<6,(x) <1

b) Para todo o multi-indice, existe M, > 0 tal que:
DG, ()] < Mo/l
para todo x € R" e yp € N.

Das partes a) e b) e do teorema de Lebesgue sobre a convergéncia limitada, para
todo v € LP(R™) tem-se:

v —v em LP(R"),
(D*0,)v -0 em LP(R"), se a# 0.

Se u € W™P(R™), pela férmula de Leibniz, tem-se:

!
D*(0,u) = 0,D%u + 0%@@ (D%,) (D" u)

e dos limites acima, segue-se que para todo 0 < |af < m a sucessao (D (6,u)),,cy
converge para D*u em LP(R"™). Portanto, (6,u),en é uma sucessdo de vetores de
W™P(R™) convergente para u em W™P(R™) e além disto, §,u possui suporte com-
pacto contido na bola By, (0).

Suponha agora que u € W™P(R") seja tal que seu suporte seja compacto. Se
(pu) é uma sucessao regularizante no R", segue-se que (p, * u) é uma sucessao de
fungoes testes no R™. Além disto, para todo |a| < m, tem-se:

D%(p, *xu) = p, * D.

Portanto,
D*(p, *u) = D% em LF(R"),

como uma conseqiiéncia do Teorema 1.1 do Capitulo 1 o que prova ser p, * u — u
em W™P(R"). N

A seguir faz-se um comentdrio relativo ao suporte de fungoes de W™P(£2) o qual
serd usado na demonstracao da proxima proposicao.

Observagao 2.1. Seja u € W™P(Q)). Entao, note-se que supp(D®u) C supp u, para
todo |a] < m.

Com efeito, seja O = {O; ;i € I} a familia de todos os subconjuntos abertos O;
de ) tais que u = 0 quase sempre em ;. Entao, por definicao, ver Secao 1.1 do

Capitulo 1, suppu = Q\O onde O = | O;. A observacao decorrerd se mostrarmos
i€l
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que D% = 0 quase sempre em O;, para todo i € I, com |a| < m. Tem-se, para

/O (D (2)) ¢ (z) do = (—1) / u(x) D% (z) dz =0

O;

que implica, pelo Lema de Du Bois-Reymond (Proposigao 1.4 do Capitulo 1), D% =
0 quase sempre em O;. W

Quando €2 for um aberto arbitrario do R™, como foi provado, tem-se em geral
WP (Q) # Wy P(€2). Entretanto, o seguinte resultado caracteriza os elementos de
W™P(Q) que possuem suporte compacto.

Proposigao 2.4. Se u € W™P(Q) e possui suporte compacto, entao u € WP (Q).

Demonstracgao: De fato, seja r = dist (supp u,C Q) > 0 e p uma funcao teste em
Q2 tal que p = 1 numa vizinhanga U do suppu, U C Q. Para toda ¢ em D(R"),
tem-se pp|q é uma fungao teste em €, logo se |a| < m resulta:

(D, ) = (—1)Q'LU($)Da(pw)($) dz = (=1)l*l (u, D* (ppla)) =

= (0w pgla) = | Dule)ole)e(e)do = (Do)

provando que @ € W™P(R™). Note-se que na tultima integral usa-se a Observagao
2.1.

Tem-se também supp @ = supp u, que é um compacto do R”, portanto se (pu)ueN
é uma sucessao regularizante no R" segue-se que (p,*u),en € uma sucessao de funcoes
testes no R" que converge para @ em W™P(R"™). Seja u, a restricdo de p, * @ a €.
Segue-se entdo que (u,)uen converge para u = ilg em W™P(Q). Para p > 2/r,
tem-se:

supp(py * @) C suppu + B/,(0) C {x € R™; dist(x,suppu) < r/2} C Q,

logo, supp u,, = supp (p, * @) N2 = supp (p, * @) é um compacto de Q. Este argu-
mento significa que (u,),>2/r é uma sucessao de funcoes testes em 2 convergindo
para u em W™P(Q), isto é, u € Wi"P(2), o que prova a proposi¢ao. W

Observagao 2.2. Se suppu for compacto e u € W™P(Q) N W*4(Q)), entdao e-
xiste uma sucessao (y,) de fungdes testes em €2 convergente para u na topologia de
WmP(€)) e também na topologia de W#1(2). Isto pode ser deduzido a partir da
demonstracao da Proposicao 2.4.
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2.1.3 O Espago W ™1(Q)

1 1
Suponha 1 <p<ooel<qg<ootal que — + — = 1. Representa-se por W~"14(2)

o dual topoldgico de W;""(€2). O dual topozljégicqo de HJ"(2) denota-se por H ™" ().

Seja f € W=™%(Q) e (¢,) uma sucessao de fungoes testes em (2 tal que ¢, — 0
em D(Q). Resulta que ¢, — 0 em Wy"*(Q2), portanto, (f,p,) — 0, 0 que permite
concluir que a restrigao de f a D(£2) é uma distribui¢ao. Considere a aplicagao linear

o: W™(Q) — D'(Q),

tal que o(f) = f|p) para todo f em W~"-(Q). Por ser D(2) denso em W;""(2)
resulta que o ¢ injetora. Também se (f,) é uma sucessao de vetores de W~="9(Q)
tal que f, — 0 em W~"9(Q2) entao o(f,) — 0 em D'(Q), isto é, o é continua. A
aplicagdo o permite identificar W~"-9({2) a um subespaco vetorial de D’(2) e com

esta identificacao tem-se:
W—m9(Q) — D'(Q).

Quando se diz que uma distribuicao 7" pertence a W~"-4(Q)), significa dizer que
T, definida em D(f2), pode ser estendida como um funcional linear continuo ao
espago Wy (Q2). Esta extensdao continua é ainda representada por T. O resultado
que segue caracteriza as distribui¢oes de W="-9(2).

Lema 2.1. Seja k um inteiro positivo e E = (LP(Q))* normado por:

k 1/p
Jolls = (2 lealley )
M:

para todo w = (wy,wa, ... ,wk) € E. Um funcional linear f definido em E € continuo
se e somente se existem fi, fa, ..., fr € LUQ), dual de LP(QY), tal que

(f,w) = é qu(x)wu(x) dx

para todo w € E.
A demonstragao fica como exercicio para o leitor.

Teorema 2.2. Seja T uma distribui¢ao sobre Q. EntdoT € W~="4(Q) se e somente
se existem funcoes g, € L1(QY), |a| < m, tais que

T= > D%q,.

laj<m
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Demonstracao: Suponha T definida pelo somatoério acima. Entao, para todo
v € D(9), tem-se:

1/q

(T < Nelly | D N9alfoiy | -+ 1<p<oco.

|laj<m

Sendo D(Q2) denso em W;"(Q), a tltima desigualdade diz ser possivel estender T,
por continuidade, ao espago W;"?(f2) e portanto, T € W~™9(Q2). O caso p =1 se
procede de forma analoga.

Seja T € W=™4(Q) e k o ntimero de multi-indices « tais que |a] < m. Os
elementos u de E = (LP(2))* podem ser escritos como (ua)jaj<m, Ua € LP(Q).
Como a aplicagao

o: WP (Q) — E uw o(u) = (DU)jaj<m

¢ uma isometria linear, tem-se que Ey = {(D)jaj<m; v € W™ (Q)} ¢ um sub-
espago fechado de E. Seja fy o funcional linear definido em FEj por

(fo, (D*Wjazm) = (T u),  ueW(Q),

isto é, fo = To~', é um funcional linear continuo. Pelo teorema de Hahn-Banach,
fo possui uma extensao ao espago F, que representa-se por f. Pelo Lema 2.1 existe
um vetor (¢',)jaj<m s 9o € L(£2), dual de LP(Q2), tal que:

(fs Wa)ajzm) = X [ gu(@)wa(z)dz

jal<m J

para todo (Wa)jaj<m €m E.
Para todo ¢ em D(Q)) tem-se:

= (fo, (DQ)jaj<m) = > [ gh(z)Dp(z) dx =

|a| <m Q

- <| > (o Dag;,go>.

Tomando g, = (—1)l°l ¢/ a dltima igualdade diz que

T= 5% D%,

la|<m

o que demonstra o teorema. W
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Observacao 2.3. O mesmo argumento usado na demonstracao do Teorema 2.2
mostra que se T € (W™P(Q)), isto é, T pertence ao dual de W™P(Q), existem
fungoes g, € L(2), dual de LP(Q2), |a| < m, tais que

(Tyu) = >, Jo(x)D%u(x) dx

jal<m J9
para todo v em W"P(Q2). Tem-se T'|p(q) pertence a D'(€2), mas a aplicacao
o: (W™P(Q)) — D'(Q)

definida por o(T") = T'|p) nao ¢ injetora se Wy™? () estd contido estritamente em
Wme(Q).

De fato, seja ug € W™P(Q) tal que ug ¢ Wy""(Q2) e T o funcional identicamente
nulo em W™P(2). Considere, pelo Teorema de Hahn-Banach, S € (W™ (Q))" tal
que Su = 0 para u € Wi""(Q) e (S,ug) # 0. Tem-se T|p) = S|p) mas T # S
pois (T, ug) = 0 e (S,up) # 0. Assim ¢ nao é injetora. Em razao disto, diz-se que
se WP (Q) & W™P(Q), o espago (W™P(Q))" nao define um espago de distribuigoes
sobre ).

2.1.4 Reflexividade dos Espacos de Sobolev

Para provar que os espagos W™P(Q2), 1 < p < oo, sao reflexivos, dois resultados
sao recordados: o primeiro é que os LP(Q)), 1 < p < oo, s@o reflexivos e o segundo
é o Teorema de Alaoglu-Bourbaki; este teorema afirma que um espago de Banach
E é reflexivo se e somente se toda sucessao limitada de vetores de E possui uma
subsucessao fracamente convergente.

Teorema 2.3. Se 1 < p < +oo entado W™P(Q)) é um espaco de Banach reflezivo.

Demonstracao: Seja (u,) uma sucessao limitada de vetores de W™P (Q). Entao,
para todo |a] < m, (D%u,) é limitada em L (). Resulta a existéncia de uma
subsucessao (uL) de (u,) que converge fracamente. Do fato que (Dlu:L) ¢ limitada
em LP (), vem que existe uma subsucessao (uf)) de (u},) tal que (Dyu)) é fra-
camente convergente. Por sucessivas aplicagoes deste argumento encontra-se uma
subsucessdo (v,) de (u,) e uma fungao v, € L? (2) tal que para todo |a| < m a su-
cessao (D%v,) é fracamente convergente em L () para um vetor v, . Isto significa
que para cada |a| <m e w € L7(Q), tem-se:

/QDO‘UM(x)w(x) dz—)/ﬂva(x)w(x) dx
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sendo %%—% = 1. Considerando-se v = v(q,,...0) , da convergéncia acima, obtém-se que
v, = vem D'(Q) e D, — v, em D'(Q2), 0 < |a|] < m. Também D%, — D% em
D'(Q2), |a] < m. Da unicidade dos limites em D’() segue-se entdao que D = v, ,
la] <m. Assim v € W™P(Q).

Resta somente provar que (v,) converge para v fracamente em W™?(Q). De
fato, seja T' uma forma linear continua definida em W™P(Q2). Da Observagao 2.3,
tem-se a existéncia de fungoes g, € L(€)) tais que

(Tyu) = > | go(z)D%(x)dz

ja<m/

para todo u € W"™P(Q). Segue-se que:

lim (T,v,) = lim ) [ go(2)D,(x)de =

HU—>00 HU—00 la|<mJQ
= 2 | galx)D%(x) dx = (T’ v)
lal<m Jo

o que demonstra o teorema. W
Enuncia-se a seguinte desigualdade:

Teorema 2.4. (Desigualdade de Poincaré-Wirtinger). Seja € um aberto limitado
e conezo de R", Q de classe C', e 1 < p < 0co. Entdo existe uma constante C > 0
tal que

|lu—al|ze() < Cllullwis@), YueWHP(Q)

onde

1
U= ———m dz.
u () /Qu(a:) x
Dessa desigualdade vem que
|ul| o) < Cllullwivg), Yue SHP(Q), u=0.

A definicao de Q de classe C! é dada na Secao 4.2 deste capitulo.
A demonstragao do teorema acima pode ser encontrada em S. Kesavan [11], pag.
88.
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2.1.5 Os Espagos H™(2) e H™(Q)

Se L for o operador diferencial 3 (—1)" D2 resulta que para u € H™(Q),
la<m
Lu é uma distribuicao nao necessariamente definida por uma funcao localmente in-
tegravel. Além disto, se u € H™(2) e |a| < m, tem-se g, = D*u pertence a L*(Q2) e
pelo Teorema 2.2, Lu = Y. (=1)" Deg, pertence a H=™(). Portanto, podemos
|ar| <m
considerar a realizagdo de L como um operador linear de H™(§2) em H-™(Q2). A
seguir caracteriza-se a imagem de H{"(€2) por L.

Proposicao 2.5. O complemento ortogonal de HJ*(2) em H™(S) € o nicleo do
operador diferencial linear L.

Demonstracao: Para todo u em H™(£2) e ¢ em D(2) tem-se:

(Lu, ) = (4, @), -

Se u pertence ao ortogonal de H{"(€2) entao (u,v), = 0 para todo v € HJ*(§2), em
particular, (u, ®),, = 0 para toda fungao teste ¢ em €, portanto, (Lu, @) = 0 para
toda funcao teste, isto é, Lu = 0.

Suponha agora u € H™(Q2) e Lu = 0. Entao (u,y),, = (Lu,p) = 0 para toda
¢ € D(Q). Sendo D(2) denso em HJ*(2), tem-se (u,v),, = 0 para todo v em
H{" (), isto é, u é ortogonal a HJ*(2). W

Proposicao 2.6. O operador L transforma H'(Q2) sobre H=™(2), de maneira
isométrica.

Demonstragao: Seja f € H ™({2), entao pelo Teorema da Representacao de Riesz
vem que existe u € HJ*(Q2) tal que

(f,v) =(v,u), paratodo ve H(Q),
e llfll_,, = llull,,. Segue-se que
(f,¢) = (p,u),, = (LU, ) paratodo ¢ € D(Q),

portanto, tem-se f = Lu com u € H*(Q) e ||Lal|_,, = || fll_,, = llull,, = ||la]

m*

Proposicao 2.7. D(R2) € denso em H™().
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Demonstracao: Dado f € H™™(Q), seja u € H'(Q) tal que Lu = f. Se (p,) é
uma sucessao de D({2), convergente para u em HJ"(2), a sucessao (L¢p,) converge
para Lu = f em H~ (), porque L é uma isometria. Isto prova a proposicao, desde
que Ly, é uma funcao teste. M

Proposicao 2.8. D(2) € denso em D'(Q2).

Demonstracao: Tem-se D(Q2) — HJ'(Q2) com D(Q2) denso em HJ'(2). Entao
por dualidade resulta H=™(Q2) — D'(2) com H~™(Q2) denso em D'(2). Desta
densidade e da densidade de D(2) em H " (2) dada pela Proposicao 2.7, segue a
proposicao. H

Para concluir esta secao mostra-se a Desigualdade de Poincaré da qual obtém-se
significantes propriedades para os espagos H{"(€2). Inicia-se introduzindo a seguinte
definicao. Diz-se que o aberto 2 do R™ é limitado na direcao x; se existe um intervalo
aberto finito |a, b[ da reta tal que

pr; Q C ]CL, b[

onde pr; é a projecao de R" sobre o eixo x; .

Teorema 2.5. (Desigualdade de Poincaré)Seja 2 um aberto do R™ limitado em
alguma direcao x; . Entao

2

Oulz) dx  para todo u € Hy(Q) (2.6)

8a7i

/Q (@) dz < (b - a)?

onde pr; 2 C Ja, b].

Demonstragao: Primeiro mostra-se a desigualdade (2.6) para ¢ € D(£2). O re-
sultado geral seguird entao por densidade. Inicialmente considera-se ¢ € D(]a, b[).
Tem-se:

t
o(t) = / ©'(s) ds, a<t<b,

b
que acarreta, pela desigualdade de Schwarz, |o(t)]> < (b — a)/ ¢’ (s)]? ds, a qual
implica ‘

b b )
/ o) dt < (b a)? / (1) dt. 2.7)
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Sem perda de generalidade supoe-se que 2 é limitado na direcao x;. Considera-se
a notagdo = (t,2’) onde 2’ = (w9, x3,...,7,) e seja v € D(2), entdo:

/Q\go(x)\Q di = /R (/b o(t, )| dt) da'. (2.8)

Observa-se que 1,/ (t) = ¢(t,2') pertence a D(]a,b[) para cada 2’ € R**. Logo
a desigualdade (2.7) com %, implica

/ ot dt < (b ay / b

Considerando esta desigualdade em (2.8) resulta:

/Q|g0(:v)|2dz < (b—a)? /Rn1 ( ab 2 dt) dr’ = (b — a)? /

que é precisamente a desigualdade (2.6). Assim o teorema esta provado. W

dp

% (1 % |

ot

dx,

Observagao 2.4. Considere-se u em HJ (), € limitado em alguma diregao z; de

R™, e a expressao
. 9 1/2
Jull = (z / dx) .
i=1Jo

Entdo a desigualdade de Poincaré diz que ||u|| é uma norma em H}(Q) e que em
Hg () as normas |jul| e |Jul|, = [wl 711 () 80 equivalentes. Com base neste resultado,

Ou(x)
825‘2'

em H}(Q), Q limitado em alguma dlre(_;ao x; de R™, considera-se o produto escalar

(u,v) Z / 8:61 8:61 d:v.

Corolario 2.1. Em H['(2), 2 aberto limitado em alguma direcao x; de R", as

normas
1/2
Jull = <|Z / D*u(a)? dx)

e ||ull,, = lullgm @) sio equivalentes.

Demonstracao: Mostra-se que

lully, = 32 P )I” do < Cllul’ (2.9)

|a|<m
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onde C' > 0 é uma constante independente de v € H'(2). A outra desigualdade
¢ imediata. Seja u € HJ'(Q2) entao Du € H}(Q) para todo |a] < m — 1. Da
Observacgao 2.4 resulta entao

/Q D% (2)2 dz < O3

1=1JQ

2

9 D% (z)| dx.

€y

Isto acarreta,
/ |D%u (z)|” dz < C 3 ‘Dﬁu(x)‘2 dr paratodo |a] <m —1.
Q B=m J

Esta desigualdade implica (2.9) e a demonstracao esta concluida. B

Corolario 2.2. Em W (Q), Q aberto limitado em alguma dire¢io x; de R" e

1 <p< o0, as normas
1/p
Jull = ( > / D% (2)]" dx)

e ||ull,,, = lullymo@) sdo equivalentes.

Demonstragao: Aplicando raciocinio andlogo ao usado para obter (2.7), resulta

' pra [° 11
[erase-o [gora (1<p<ss+i=1)

/ o(t)] dt < (b—a) / G(0)]dt, Vo € D(la,b].

Com estas desigualdades e com argumentos semelhantes aos usados na demonstragao
do Corolério 2.1, segue o corolario. W

Observe que o Corolario 2.2 com {2 limitado do R™ também pode ser obtido
usando as desigualdades de Sobolev e as propriedades do operador de prolongamento
a serem estudadas nos paragrafos 2.3 e 2.4, respectivamente, deste capitulo.

Observacao 2.5. Considere-se em H[*(€2), 2 aberto limitado em alguma diregao
x; de R", a norma introduzida no Corolario 2.1. Entao pelos argumentos usados na
demonstracao da Proposigao 2.6, obtém-se que
L: HMQ) —- H ™), L= Y (-1)lDp*>
|a|=m
¢ uma isometria linear. Em particular
82

AL HNQ) s HONQ), A= iﬁ—
i=10T

SN0

é uma isometria linear.
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2.2 Imersoes de Espacos de Sobolev

Neste pardgrafo estuda-se a relagao entre os espagos de Sobolev W™P(R™) e certos
espacos classicos de fungoes em R™. Mostra-se certa regularidade dos objetos de um
certo espaco de Sobolev, isto é, mostra-se que quando a ordem m de W™P(R") é
grande eles possuem derivadas genuinas em R™.

O estudo ¢ dividido em trés partes:

) n>2el<p<oo,
II) n=1el<p<oo,

I[II) n>1ep=oc.

Na parte I) analisa-se os trés casos possiveis: mp < n, mp = n e mp > n.
As partes II) e I1I) s@o estudadas nas Segoes 2.2.4 e 2.2.5, respectivamente. Assim
todos os casos possiveis sao analisados.

No que se segue, nas trés primeiras secoes, estuda-se a parte I), isto é, quando
n>2el <p<oo.

2.2.1 Casomp<n

Nesta se¢ao mostra-se a imersao continua de W™?(R") em LI(R™), ¢ especial.
Inicia-se o estudo com a obtencao de alguns resultados preliminares. Representa-
se por p; (i =1,2,...,n) a projegao de R" em R"~! dada por

b = (xla ey Li— 1y i1y - - - >xn)> T = (xlaan s >xn)-

Os pontos do R sdo também escritos sob a forma (z,t) sendo z € R" e t € R; as
projecoes de R™*! em R" dadas por

oi(z,t) = (pix,t), i=1,2,....n e opi(z,t) =1z
Proposigao 2.9. (Sobolev-Gagliardo) Se uy, us, ..., u, € L *(R"™1) entdo

a) u= (uip1) - (ugp2) - .. (unpn) € L'(R"),

b) ||u||L1(Rn) < 1:[1 ||ui||Ln71(Rn71)
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Demonstragao: Inicialmente, observe que se x € R, (w;p;)(x) = u; (21, ..., 21,
Tit1,.-.,Tn). No caso n =2 vem u(xy, To) = u1(x2)uz(z1) para todo (z1,z5) € R?,
portanto
[l 2 ey = lluall oy - el
Suponha a proposi¢ao verdadeira paran > 2. Dados wy,ws, . .., wy, w1 em L™"(R™),
seja w = nﬁlwiai , isto é,
i=1

w(z,t) = [Jwi(piz,t) - wpgr(z) para todo (x,t) € R™M,
i=1

Para todo t € R, considere:

uit(y) = |wi(y,t)\"/"_1, yeR™Y i=1,2,....n

u(z) = [[wirpi(z) = H\wi(pix,t)\”/”_l, r € R™
i=1

1=1

Do teorema de Fubini obtém-se u;; € L™ '(R"!) e da hipétese indutiva resulta
u; € LY(R™) e também

H’U,t| |L1(R”) S H | |ui,t| |Ln71(Rn71) . (210)
i=1

-1 1
+==1,de (2.10)
n

Observando que |w(z,t)| = uy(z) /™ |w, 41 ()] e que

e da desigualdade de Holder, obtém-se:
[ o@lde = [ @) (@) de <
(n=1)/n
< ( [u@r) ol < Q1Y)

< H il 1y - o

Ln (Rn)

Obtém-se também,

i el 7

Ln— I(R” 1y == /Rnl |(.U7,(yat)|ndy

Se 0;(t) = ||u”||Ln 1(/Rn 1y segue-se do teorema de Fubini que 6; € L™(R) e que:

[erwar= [ ptoray
R n
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isto é,
||9i||Ln(R) = ||Wi||Ln(1Rn) ;o 1=1,2,...,n. (2.12)
De (2.11), (2.12) e pela desigualdade de Holder, obtém-se:

<

|t oldm < [ 1160 ol

1/n
<1 { [orw dt] il ey =

I
s
=
=
3

(R) : Hwn+1| L (R™) -

n+1
= H1 ||wz'||Ln(Rn)
1=

0 que prova a proposicao.

= . —1 np-—1

Proposicao 2.10. Dado 1 < p < n, considere Cy = (n )p es = L
n—p n—p

Entao, para toda funcao teste o no R"™, existem uy, us, . .., u, € L" Y(R"™Y), verifi-

cando:
Q) ooy < Co [ el 1Digl@)] do, i =12, om
b) |o(2)[/" P < |u;j(piz)|, para x € R", i=1,2... n
Demonstragao: Nao ha perda de generalidade admitir-se ¢ = 1. Se wui(y) =

stuﬂlg lo(t, 9P/ y € R"L, ¢ simples concluir, notando que o suporte de u; é um
S

compacto de R™™! que u; € L™ 1(R"™!) e que u; satisfaz a condicao b).

A seguir mostra-se que u; também satisfaz a condigao a). Para isto, considera-se
dois casos. Primeiro quando p = 1 e depois quando 1 < p < n.

Para o primeiro caso, observe que Cy =1 e s = 0. Também

o(ty) = / Digp(€.y) de

que acarreta

+oo
o (t,9)] S/_ |D1 (&, )| d§.

[e.e]

Esta desigualdade implica a).
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Analiza-se o segundo caso. Aqui Cy > 1. Como Cy = s+ 1, vem que s > 0.
Considere os conjuntos

O={zxeR" p(xr)#0} e K =suppe.
Denote por I' a fronteira de @ e por f(z) a funcdo |¢ (z)|°. Para mostrar a)
primeiro prova-se D f (z) existe para todo x € R", depois que D, f é continua em
R"™ e finalmente mostra-se a). Com efeito, se ¥ € CK entdo Dif(x) = 0 e D, f é
continua em CK . Seja € O Entao

Dif (5) = Di () 2 (2) % = L1 (0)| (0 (1) D () + 2 (&) Do (2) =
= Colip ()| Re (¢ () Digp ().

Esta igualdade implica que D1 f existe em O e que Dy f é continua em O.
Sejam x € I', h um ntmero real com |h| < 1 e e; o vetor (1,0,...,0) do R™.
Note que ¢ (z) = 0. Pelo Teorema do Valor Médio resulta entao

|0 (2 + hey)| < sup [Dyp (z +7er)| [h] < kr b

IrI<1

portanto
f(x + hey)
|h
onde ky e ky sdo constantes positivas independentes de h. A tltima desigualdade
implica que D; f (z) existe e que Dy f (z) = 0 para todo z € T', pois s > 0. Logo
D, f (z) existe para todo # € R" pois R* = CK UT U O.

A seguir mostra-se que D;f é continua em I' que implicard a continuidade de
D;f em R". Seja entdo x € I' e (x,,) uma sucessao de pontos do R” tal que z, — x
quando p — co. Se z, € 0O entdo D, f (x,) = 0. Suponha que z,, € O entdo da
igualdade obtida acima para calcular D f (z), obtém-se

|1 D1f ()] < Colp ()" |Drgp (w4)] < ksl ()]

onde k3 é uma constante independente de u. Esta tltima desigualdade acarreta que
|D1f (x,)] = 0 quando p — oo pois s > 0 e ¢ (z,) = ¢ (x) quando p — co. Assim
D, f é continua em I'.

Finalmente mostra-se a parte a). Da igualdade obtida para calcular D, f (x) com
x € O resulta

Sk‘12|h|8a h#07

Dile @] < Cole @ 1D @)
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Isto acarreta

t +oo
X =/ D1|90(€>y)|cod€§00/ o (&Y [Dip (& y)| dS
que implica
+oo
s )" <Co [ o€l D€l
que permite obter a parte a). |

Proposicao 2.11. (Desigualdade de Sobolev) Suponha 1 < p < n e considere

1 1 1 -1
r_rot o o=l
¢ p n (n—p)
Entao para cada ¢ € D(R™) tem-se:
C n
||90||Lq(Rn < ; Z || z‘PHLp(Rn) .

=1

Demonstragao: Quando p = 1, tem-se s = 0, Cp = 1 e (n—1)g = n (s e Cy
definidos no enunciado da Proposi¢ao 2.10). Portanto,

ettty = ([ re@re a) ™ < ([ fim i ar)

Disto e das Proposicoes 2.9 e 2.10 decorre

n 1 n n
el o <1 sl s ey < Pl any (2.13)

que implica a desigualdade de Sobolev, pois para nimeros reais nao negativos
1/n n
ai, as, . . .,a, tem-se (Hai) < —=>"a;. No caso p > 1, considere p' = p/ (p — 1).
= n =1
Desde que p's = np/ (n — p) = q, tem-se:

11 ey = N G agny

Considere uy,us, ..., u, em L"1(R"!) como na Proposicao 2.10. Pela parte a)
desta proposicao e pela desigualdade de Holder, obtém-se:

-1
Tty < Co | Ditll oy ol 2

il
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Da parte b) da Proposicao 2.10, resulta:

e @ = (le @ )" < [ lus @), = € R

Pela Proposicao 2.9 e pelas duas ultimas desigualdades, obtém-se

ey = ([ tewra)” < ([ fimoene)” <

< Il sresy < G5 1l35 TT 1D oy -

n
Note que sendo (n — 1)g — —? = n, a desigualdade anterior implica a de Sobo-

lev quando ¢ # 0. Quando ¢ = 0 a desigualdade segue diretamente. Assim a
demonstracao esta concluida. W

Observacao 2.6. Note-se que a desigualdade de Sobolev dada na Proposicao 2.11
é valida para toda ¢ € CJ(R"), isto é, para p € C'(R") e  com suporte compacto.
Em particular de (2.13) resulta com ¢ = n/(n — 1):

1117/ n-1) my < 1_[1 IDigll 1 @ny  Para todo ¢ € Co(R™).

Observagao 2.7. Note-se que se 1 < p < o0 € m, n sao numeros inteiros nao
negativos entao

1 m
a) —— — >0 se, e somente se, mp < n;
P n
1 1 m
b) —=-——>0 implica p<g.
q P n

A seguir mostra-se a imersao de W”P(R"™) em L4(R").

1

1
Teorema 2.6. (Sobolev). Sejam 1 < p < co,mp < n e — = — ~ ™ Entdo
q p n
WmP(R™) estd contido em LI(R") e se verifica
Co N
ol < ()" 2 1%l .14

para todo uw € W™P(R"), onde Cy = (n — 1)p/(n —p).
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Demonstragao: Prova-se primeiro a desigualdade para as fungoes ¢ em D(R").
Na prova aplica-se o método de indugao com relagao a m. Com efeito, para m = 1
a desigualdade (2.14) é a desigualdade obtida na Proposigao 2.11. Suponha entao
que (2.14) é valida para m > 1, isto é,

Co\™ o n
ol < (L) 3 1070l paratodo. o € DY)

laj=m
com mp; < n e 1 = 1 m Deseja-se obter a desigualdade (2.14) para m + 1.
Tem-se entao (mq—lk 1)ppi n en

Ll m+l _1om 1 1 1m0 1 11

qa p n p n n qQq p N a ¢ N

Da hipétese de inducao e da Proposicao 2.11 resulta entao para ¢ € D(R™):

Co\™ N
Iolloner < (2) S 10%lsges .15
Co 2
||S0||Lq(]Rn) S ;; ||Di90||Lq1(Rn) . (216)

De (2.15) obtém-se:

Co\™ o
Dl < () 5 10" Diplen

|a)l=m

portanto
O 1Dl < (5) £ T ID Dl =
- T (2.17)
- (—) S 10l
n |a|=m+1

De (2.16) e (2.17) segue a desigualdade (2.14) para m + 1. Assim o teorema estd
mostrado para ¢ em D(R").

Seja u € W™P(R"). Entao existe uma sucessao (y,) de funcoes de D(R"™) tal
que ¢, — u em W™P(R"). Logo

D%p, = D% em LP(R"), paratodo |a| <m. (2.18)
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Tem-se: "
Co o o
H‘Pu - ‘PUHLq(Rn) < " Z HD Pp — D QOUHLp(Rn) .

|laj=m

Logo, pelas convergéncias (2.18), segue-se que (y,) é uma sucessao de Cauchy em
Li(R™). Resulta disto e de (2.18) que

o, —v em LYR") e ¢,—u em L°(R"). (2.19)

Passando ambas as convergéncias ao espago D'(R") resulta u = v, portanto u €
LA(R™). Assim W™P(R™) esta contido em LI(R™). Tomando o limite em ambos os
lados da desigualdade

Co\™ o
o < (2) T 1% lhogen

lal=m

segue das convergéncias (2.18) e (2.19), a desigualdade (2.14) para u € W™P(R™).
Isto prova o teorema. W
Como uma conseqiiéncia direta do Teorema 2.6, seguem os resultados:

1 1
Corolario 2.3. Sejal <p<oo, mp<ne—=—— . Entao
qg p n
WmP(R") — LY(R").
Corolario 2.4. Sel1 <p<oo, mp<nep<q< entao
n —mp

WP (R") < LI(R™).

Demonstracao: De fato, ponha ¢y = e considere o espaco de Banach

E = LP(R") N Lo (R™) com a norma

n—mp

lullp = Nl o gy + llell oo eny -

Sendo p < ¢ < qp, tem-se pela Proposi¢ao 1.1 do Capitulo 1, que E — L(R").
Pelo Corolario 2.3 resulta W™P(R") < E. Destas duas imersoes continuas segue o
corolario. W

1 1 m

Corolério 2.5. Se1 < p < oo, mp <ne—- = - — — entio WmTFP(R") —
q p n

Wk4(R™) para todo k inteiro ndo negativo.
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Demonstragao: Seja |a| < k entao pelo Teorema 2.6 resulta para ¢ em D(R"):

[ C " o
| D°@ll gy < (;) ; 17D o

de onde
1/p

1Dl oggny < C 1Dl 7o @n
®") ®")

|y|<m+k

que implica

lellwra@ny < Cll@llwmern@n

onde C' > 0 é uma constante independente de ¢. Desta desigualdade e da densidade
de D(R™) em W™+kr(R™) segue o corolario. M

Observacao 2.8. Seja 1 < p < n. Note-se que se existem constantes C' > 0 e
1 <r < oo verificando a desigualdade

lolor@n) < C2 1Dl oeny - para todo o € DRT).

1 1 1
Entao r =qgonde - = - — —.
p n
Com efeito, da desigualdade com py(x) = p(Ax), A > 0, resulta

[l r@ny < C)\(1+7—5); | Die| porny Para todo A >0

que implica 1 + non_ 0. H
r.p
A ltima observagao indica que a Desigualdade de Sobolev (Proposigao 2.11) é

6tima no sentido que nao se pode encontrar r > ¢ que verifique dita desigualdade.

2.2.2 Casomp=n

Nesta secao mostra-se que WP (R") estd imerso continuamente em L9 (R") para
todo ¢ € [p, 00]. Para isto prova-se inicialmente o seguinte resultado:

Lema 2.2. Seja g € [n,00[. Entdo existe uma constante C (n,q) > 0 tal que

el ogeny < € (n @) [Pllwrngeny  para todo o € D(R™).
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Demonstracao: De fato, da Observacao 2.6 resulta

n 1/n n
I@llnso-bny < [T 1Dl gy para todo € CYR).

Seja p > 1et = || ¢ com ¢ € D(R"). Entio desta desigualdade com 1) resulta

121 m -0y < LI el Ditlf e

1
Tem-se, com — + — = 1:
p P

[ le@F T 1D @1 de < 1015 ey 1Dl -

Combinando as duas ultimas desigualdades resulta

1
191y < 212155ty LT NP1 ey

Fazendo p = n, portanto p’ = n/ (n — 1), nesta tltima desigualdade e notando que
a média geométrica é menor ou igual que a média aritmética, obtém-se:

n
||<P||§pn/<n—1)(Rn = ||<P||L<p n/(n—1)(Rn) ;HDWHLn(Rn) :

Desta expressao e aplicando a desigualdade de Young para ntimeros reais nao nega-
ap pe/ (p=1)
tivos ab < — resulta

)

(p—1)
P

1n
1l ooy ey < lillzi-smsonmny + 2 1D lineny - (2:20)

A expressao (2.20) implicara a seguinte desigualdade:

(n—1)
||<)0||L(n+k)n/(n*1)([[gn) < nik ||<P||Ln(Rn) +
(2.21)
(k+1D)(2n+ k)&
HDZ()O|L7LR7L VkIO,l,Q,

2n(n + ]f) i=1

Mostra-se esta desigualdade por inducao com relacao a k. Com efeito, fazendo
p =mn em (2.20) resulta (2.21) com k = 0. Suponha (2.21) verdadeiro para k > 0 e
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considere k + 1. Fazendo p = n + k + 1 em (2.20) e usando a hipé6tese de indugao,
obtém-se:

N

||¢||L(7l+k+1)n/(n71) (Rn) =

n+k [n-—1 (k+1)(2n+ k)&

n(mn) T D, N e
T n+k+1 n+kHSOHL(R) 2n(n + k) ,Zzln #llin

1 n
+ni:21|| Ol ey

n—1 (k+2)2n+k+1)Z

T Wl + g S Dl

que d& a desigualdade (2.21) com k + 1.
(n+k)n

Seja ¢ € [n,o00[. Entao existe k = 0,1,... tal que n < ¢ < - Pela
desigualdade de interpolacao, Proposicao 1.1 do Capitulo 1, resulta:

1-0
@l ka1 (Rm)

0
||<P||Lq(Rn) <ll¢ Ln(R™)

_ P /(p—1)
ondeogﬁglelzg—k 10 .Comoabga—+bp7,entéo
¢ n (n+kn/n-1) p p/(p-1)

1 ,
para p = — obtém-se:

0

||90||Lq(Rn) <0 ||90||Ln(Rn) +(1-6) ||<P||L(n+k)n/(nfl)(Rn) : (2.22)
Combinando (2.21) e (2.22), resulta:

Il aqary < € (n.0) (ngonmw) +3 ||Dm||m<w>) |

Da ultima expressao e do fato que no espaco £ = L"(R") x --- x L"(R") ((n + 1)
vezes L™"(R™)) todas as normas sao equivalentes, seguird o lema. W

Teorema 2.7. Seja 1 <p < oo, mp=n eqé€ [p,oo]. Entio
WmP(R"™) — LY(R").

Demonstracao: Mostra-se o teorema por inducao com relacao a m. Com efeito,
se m=1entao p =n e o Lema 2.2 diz

19l a@ny < C(n,9) lellyrp@ny  paratodo ¢ € DR™).
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O teorema segue entao pela densidade de D(R") em W1P(R™). Suponha que o

teorema é valido para m > 1 e considere m + 1 com (m + 1)p = n. Tem-se entao
1 1 1

—— =~ — = > 0 que implica, pelo Corolario 2.3, W'P(R") — L™™(R"). Por

n/m p n

outro lado, o Corolério 2.5 acarreta W™+HP(R") < W™™™(R™). Pela hipétese de

inducdo resulta W™™/™(R") «— LI(R") para todo q € [n/m, oc[. Das duas tltimas

inclusoes continuas segue

WP (R™) «— LYR"™) para todo ¢ € [n/m,o0. (2.23)
De (2.23) resulta W™ '#?(R") — L"™(R") e como W™HP(R") — LP(R"),
p= o , segue-se por interpolacao de espacos que
m+1
WP (R™) < LY(R") para todo q € [p,n/m]. (2.24)

De (2.23) e (2.24) segue o teorema. H

No caso p = 1 tem-se o resultado suplementar W™!(R") — CP(R"). CY(R"™)
é o espaco de Banach das fungoes continuas e limitadas em R™ com valores em K,
equipado com a norma do supremo em R™ (ver a se¢ao a seguir).

2.2.3 Casomp>n

Nesta se¢do mostra-se que W™P(R"™) estd imerso continuamente num espago de
funcoes regulares em R™.

Inicialmente introduz-se alguns espacgos que serao utilizados na formulagao dos
resultados. Com efeito, denota-se por Cf(R"), k inteiro nido negativo, o espago de
Banach das funcoes u: R* — K de classe C*, limitadas assim como todas suas
derivadas até a ordem k, equipado com a norma

[ull cp gny = max sup | D% ()],
e denota-se por C*A(R"), 0 < A < 1, o espago de Banach das fungdes u € CF(R")
tais que u e todas suas derivadas até a ordem k sao Holderianas com expoente A em
R™, mais precisamente,

| D*u(z) — D*u(y)|

mMax sup
la|<k z,yeR™ ||1. _ y”)\ )
TFY
equipado com a norma
. |D%u(z) — Du(y)|
||u||Ck7>\(]Rn) = ||u||c’{)€(Rn) -+ max sup .

jal<k yeRn r — |
oy [E
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Observagao 2.9. Claramente C**(R") — CF(R"). Tem-se também que
CPNR™) — C*7(R™) se 0<o<A

Com efeito, se z # y e ||z — y|| < 1 entao

|Du(x) — D*u(y)| _ |D*u(x) — D*u(y)]
lz = yl” Bl lz = y|I”

ese ||z —y| > 1 entao

De — D~
[D%u(w) = DY)l | pey(a) - Du(y)| < 2 sup | D*u(=)
e =4l

de onde segue a afirmacao. W
Tem-se o seguinte resultado:

Lema 2.3. Sejam A\g = m — n com 0 < A\ < 1, U, um paralelepipedo do R" de

lados paralelos aos eixos coordenados e cada lado de comprimento r > 0 e xg € U, .
Entao

1 n .
X Z | Di¢ll paggny»  para todo ¢ € D(R™)

onde

1 1
a) A=) e —=—— se A\ < 1,
q

b) 0<A<1 e q:& se Ao =1

—1

Observagao 2.10. No caso a) tem-se — — > 0 pois A\g < 1 e no caso b),

p

&>pp01s)\0—1

Demonstracao do Lema: Seja z € U, e u(t) = ¢(tz + [1 —t]zo), ¢ € DR").
Entao

o(z) — p(zo) = u(l) —u(0) = /0 u'(t) dt = i Dip(tz + [1 — t]zo)(z; — zoi)dt

1=1J0
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que implica
no fl
[p(2) = p(zo)| <7 Zl | Disp (tz + [1 = t]ao)| dt.
1=1J0

1
Notando que ¢(zg) = — / ©(x0) dz e usando esta tltima desigualdade, obtém-se:
rm U,

= [ #lerdz = olao)

r

=l = ot a:

r

" (2.25)
< rl_"Z/ |Dip (tz + [1 — t]zo)| dzdt.
i=1Jo Ju,

Fazendo y =tz + (1 — t)zg resulta

Dip (12 + [1 — tlay)| d =/’ Digp(y)[t" dy =

U, (l—t)mo-i-tUr

=t [ [Dip ()| Xa=t)zo+tv, (¥) dy
Rn

onde X(1-t)zo+tv, ¢ a funcdo caracteristica do conjunto (1 —t)xg + tU, . Aplicando a

1 1
desigualdade de Holder <E + E = 1) nesta ultima igualdade, vem:
|Dip (t2 + [1 = t]zo)| dz < 7" || Digpl| o eny (777" (2.26)

Ur

Combinando (2.25) e (2.26) resulta

1 nrn [ ! Cpan
‘ap(xo) - r_"/ o(z)dz| < ' (Zl ||Di<p||Lﬁ(Rn)) / mar
Ur i= 0

Observando que 1 —n + " — 1= obtém-se desta tltima desigualdade

g B

1 a2 o
'gp(xo) — —/ o(2)dz| < r'"5 (Zl HDi‘pHLﬁ(Rn)) / /B gt (2.27)
r 1= 0

™ Ju

Fazendo = ¢ em (2.27) obter-se-4 o lema. Com efeito:
Caso a). Considere = ¢, ¢ = np/ (n—[m — 1]p), em (2.27). Entdo notando

1

n n

que 1 — — =m — — = )¢, portanto / t="/4dt = 1/)g, obtém-se:
q p 0

)wm——éy@w

1 n
< — 73 ||D; n -
S )\07“ Z;H SDHLq(R )
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Caso b). Seja0<)\<1eﬁ>1talque1—%:)\. Entao S =n/(1—-X), f=q¢q

em (2.27) resulta entao

e fol t="/Bdt = 1/\. Fazendo f = 0 ﬁ)\

olw0) — — [ p(z)dz
Uy

/raTL

1 n
< XTAZ ||Di90||Lq(1Rn)
i=1
concluindo-se a demonstracao. W

Lema 2.4. Sob as hipdteses do Lema 2.3, tem-se:

<Cr léllwmomny paratodo ¢ € D(R")
TTL

olw0) — — [ p(z)dz
Uy

onde C' > 0 é uma constante independente de @, r, xq €

a))\:)\o se )\0<1,
b) 0<A<1 se A\=1

O Lema 2.4 ¢ uma conseqiiéncia direta do Lema 2.3 e do fato que W™ 1P(R") —
1 m-1
L4(R™) em ambos os casos a) e b). Para o primeiro caso note que — = —— >0
q P n
e para o segundo caso, que (m — 1)p =n e ¢ > p. (Ver Observagao 2.10).

n
Teorema 2.8. Seja k <m — — < k+1, k um inteiro nao negativo. Entao

W™P(R") < CFA(R")
onde

a) O<)\§m—k—ﬁ se m—k—ﬁ<1,
p p

b) 0<A<1 se m—k—%zl.

Observacao 2.11. Sejamn > 1, 1 < p < oo, €2 um subconjunto aberto do R™ e N
o subespaco fechado de W™? (2) defnido por

N={ueWm™(Q); u=0q.s. em Q}.
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Com N define-se a relacao de equivaléncia
u ~ v se e somente se u —v € N.

O espago quociente Z = W™P (Q) /N esta constituido entao pelas classes de equi-
valéncia

[u] ={ve W™P(Q) ; v=uq.s. em Q}.
O conjunto Z com as operacoes usuais de classes de equivaléncia transforma-se em
um espacgo vetorial e com a norma

11 17 = inf {[ollymay 3 v = as. em O}

num espaco de Banach.
n
Sejamn >2, 1<p<oo, Q=R" mp>nek<m-——<k+1. Arigor, o
p
Teorema 2.8 mostra o seguinte:
a) A cada classe de equivaléncia [u] corresponde um tnico v € C** (R"), tal que
v € equivalente a u, isto é, v = u quase sempre em R".

b) A aplicacao
wmP (R") /N — CF*(R")
[u] — v

é linear, injetora e continua (A na condi¢ao a) ou b)).

Quando se diz que se u € WP (R"), k < m — L <k+1, entdao u € C** (R"),

estd querendo se dizer que no lugar de u estda considerando-se seu equivalente v €
Ck* (R™). Neste sentido, diz-se que u depois de uma eventual modificacio num
conjunto de medida nula transforma-se numa fungao pertencente a C** (R™).
Todo o anterior pode ser sintetizado escrevendo W™? (R") — Ck* (R™).
O mesmo tipo de sintese aplica-se para os casos n = 1, p = oo e {2 aberto
limitado do R".

Demonstracao do Teorema: Tem-se

0<m—k—%:)\0§1. (2.28)

Seja ¢ € D(R™); =,y € R", x # y; e U, um paralelepipedo de R™ de lados paralelos
aos eixos coordenados e cada lado de comprimento r = 2 ||z — y|| contendo z, y. Pelo
Lema 2.4, para cada |a| < k, obtém-se:

Da) = D] = | ——/ protestz + [ Doty - ety <
<20 21z =y 1Dl
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isto é,
1D%p(x) = D*(y)| < C Iz = y|I* 1ol wmo@ny paratodo |of <k (229)
onde C7 > 0 é uma constante independente de ¢, x, y e A com
A=X se N<1l e 0<A<1l se A =1, (2.30)

Ao definido por (2.28).

Por outro lado, seja ¢ € D(R™), = € R" e U, um paralelepipedo do R", nas
condicoes do Lema 2.3, de volume igual a um e que contém z. Entao do Lema 2.4,
com |a| < k, resulta:

D ()] S'D‘”SO(%)— Do () de| + | [ Do (2) de| <
v o 1/p
< O 1Dl o+ ( [ 10 <z>\p)
isto é,
D% ()] < Co lgllmnqary Y € B, ¥ |a] < & (2.31)

onde C5 > 0 é uma constante independente de ¢ e x.
Seja u € W™P(R™) entao pelo Teorema 2.1, existe uma sucessao (¢,,) de funcoes
de D(R™) tal que
0, —u em W™P(R") (2.32)

¢, — u quase sempre em R". (2.33)
De (2.31) resulta

D%y (x) = D00 (2)] < Collop — ollymogny » Yo €R" V| <.

Desta expressao e da convergéncia (2.32) vem que (¢,) é uma sucessao de Cauchy
no espaco de Banach Cf (R"), portanto, existe v € CF (R™) tal que

Y, —v em Cf(]R"). (2.34)

As convergéncias (2.33) e (2.34) permitem identificar u com v, mais precisamente, u
depois de uma eventual modificagao num conjunto de medida nula em R", transforma-
se em v (ver Observacao 2.11). Do fato que se duas fungoes continuas v e w sao
iguais quase sempre em R™ entao v (x) = w (z) para todo x € R", vem que v com a
regularidade requerida é tinico na classe de equivaléncia determinada por u. Assim

o —u em CF(R™). (2.35)
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Escrevendo (2.29) e (2.31) com ¢,, e tomando o limite em ambas as expressoes, vem
das convergéncias (2.32) e (2.35):

|D%u(x) = Du(y)] < C1 & = y|I* Nullympgny paratodo |af <k
com A nas condigoes (2.30), e
|D%u(@)] < Co||ullymogny » Yz €R™, V|af <k

Estas duas dltimas desigualdades e a Observacao 2.9 implicam que W™? (R") /N —
CEX (R™), isto é, W™P (R") — C** (R™). Assim o teorema estd demonstrado. W

O Teorema 2.8 e a Observagao 2.9 acarretam:
Corolario 2.6. Sob as hipdteses do Teorema 2.8, tem-se:
WP (R™) — Cy(R™).
2.24 Cason=1
Neste caso obtém-se uma melhor regularidade para as fungdes de W™P(R).
Teorema 2.9. Tem-se com m > 1:
a) WmP(R) — C™ MM R)com 0 < A< 1— ]19 se p>1,

b) W™P(R) — C" (R) se p = 1.

Observacao 2.12. A rigor no Teorema 2.9 considera-se o espaco quociente
WmP (R) /N no lugar do espago W™P (R). Ver Observagao 2.11.

Demonstracao do Teorema 2.9: Seja ¢ € D(R), y > x e j um inteiro nao
negativo. Entao

@) =) < [Tl @] de= [ O e ar 230)

onde xj,y ¢ a funcao caracteristica do intervalo aberto |x,y[. Seja I um intervalo
aberto da reta de comprimento r e x € I. Tem-se:

‘¢(j)(x) — 1/}¢(j)(2) dz

1 ) )
< / 69 (2) — 09 ()] d
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donde, por (2.36),
. 1 .
'¢(J)(x) — _/I¢(J)(Z) dz

r

1 .
rJrJr
Caso a) De (2.36) segue

| | | ;11
|0V (@) = 0D W)] < [l gy 12—yl (2—9 o= 1)

isto é,
_ , _1 .
|09 (z) — e (y)| < (L] [—— lz—y|"7 Vi=0,1,...,m—1. (2.38)
De (2.37) resulta

, 1 , 1 , L
gO(J)(:C) — _/¢(J)(Z)dz < _/H‘P(JH)HLP(R) |z — 2| 7 s
rJr rJr
isto é,
, 1 , 1 ,
@) 1 [ < g

Seja x € R e I um intervalo aberto da reta de comprimento um e que contenha .
Da tultima desigualdade resulta

o0 @) < [e00) - [0 + | [o0)d:] <
<" M oy + 1691 oy
isto é, _
09 ()] < lellympzy » ¥z ER, j=0,1,...,m— 1. (2.39)

A seguir, de posse das estimativas (2.38) e (2.39), procede-se como na demonstragao
do Teorema 2.8.
Caso b) De (2.37) vem

o9 (z) — & /I 29 (2) d

< Hgo(j+1
r

Mo -

Conseqlientemente considerando I de comprimento um e contendo x, resulta

0 (@)| < |p9(a) - / 29 (2) dz
9 gy + 1199 1 y

<

IN

+

/ 29 (2) d

IA

isto é, _
‘go(j)(x)‘ S ||S0||W7”,1(]R) ) Vr e Ra ]: Oala"'am_ L.

A demonstragao prossegue como no Caso a). B
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2.2.5 Caso p=

Nesta se¢ao mostra-se o seguinte resultado:

Teorema 2.10. Paran >1 em > 1 tem-se que

W™>(R™) ¢ isomorfo a C™ 1(R™).

Observacao 2.13. Em verdade, o Teorema 2.43 mostra que o espaco quociente
Wme (R") /N é isomorfo a C™ ! (R™). Ver Observagao 2.11.

Demonstracao do Teorema 2.10: Faz-se a demonstragao em duas etapas:

Primeira Etapa: Nesta parte mostra-se que W™ (R") — C™ 1! (R"). Para
isto, de inicio, prova-se que se u € W™ (R") entdo u € C™ L1 (R") e vale a
desigualdade

|D%u (x) = D% (y)| < C |z =yl 1wllym.oo gy (2.40)

para quaisquer z,y € R" e |a] < m — 1, onde C' > 0 é uma constante independente
de u. Mostra-se este resultado por inducao com relagao a m > 1. Seja entao m =1
e considere u € WH> (R"). De inicio analisa-se o caso n > 2. O caso n = 1 seguird
de forma analoga. Seja 6 € D (R") tal que

f(r) =1 para |z| <1, O(z) =0 para |z||>2e0<6<1.
Considere 6,,(z) = 0(z/p) para p inteiro positivo. Entao
0u() =1 para ol Spebu(e) =0 para o] > 2u.

n
Seja p > nentao 0 < 1 — » = X < 1. Tem-se que 0,u € W'P(R"), para todo p,
portanto, pelo Teorema 2.8, resulta que 6,u € C%%(R"), para todo p. Disto vem

que u é continua em R™. Observe-se também que é valida a desigualdade
1
6.0 - % [ G (e) a:

T

< ID ) vy (24)
0 =1
onde xy é um ponto qualquer do paralelepipedo U, . Este resultado é obtido quando
se considera a desigualdade do Lema 2.3 com (¢, ) sucessao de fungoes testes em R”
com ¢, — ,u em WHP(R™), e toma-se o limite nesta desigualdade.

Sejam z,y € R", x #y, pum inteiro ndo negativo tal que ||z|| < u, ||yl < u,
er=2|x —y|. Entao por (2.41) resulta

u(z) = uly)] = [(uu)(z) = (Bu)(y)] < %0 (2]l = ylh)™ é 1D: (0u)l Lo gy
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isto é,
21420 o n
o)~ ) < 2 o= ol SN0y (Po=1-2). (242
Tem-se:

2p
D) @) do <2 [ DO/l futa)l do+
R7 HP ) By, (0)
+2 [ @ Du) ds
B2M(0)
onde By, (0) = {z € R"; ||z|| < 2u}, que implica
ID: ey <2 |12 100 Wil + 210005 ) <
< C(0) ||u||LP(Bzu(O)) +2 ||Diu||LP(Bg‘L(O))

Substituindo esta desigualdade em (2.42) resulta

1+Xo

2 n
[ulw) —u(y)] < —— v - vl [nC(G) el ooy + 2 D 1Pt o, 00
=1
(2.43)

Observe que se v € L>(By,(0)) entao

1/p
(/ v (2)[” dx) <[Vl ooy 0y (V01 Bau(0))*7
BZ#(O)

que implica

LY PP PR

Tomando o limite superior em p na desigualdade (2.43) e levando em consideracao
esta ultima observacao, obtém-se

u(z) = u(y)| <4z =yl [n CO) 1l o 0y + 2 D I1Di10l oo 13,0

=1

que implica
u(@) —u(y)] < Cllz =yl [lully0gn

que mostra a desigualdade (2.40) para m = 1.
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Para o caso n = 1, tem-se a desigualdade

[u(z) = u(y)] = [(B,u)(x) = (Ouu) ()] < |z —y[*

d
A (Quu)

1
-
LP(R) p

a qual vem de (2.38). A demonstragao de (2.40) prossegue entdo como no caso
n > 2.
Suponha que a desigualdade (2.40) é vélida para m > 1. Considere m + 1 e

n

u € WmHLoo(R™), Sejap > nentaom < (m+1)—— < m+1. Pelo Teorema 2.8 e por
p

andlogo raciocinio ao feito acima vem que u € C™*(R"). Seja |a| < m. Considere

um multi-indice 3 tal que |3| = |a| — 1 e DPDyu = D*. Como Dyu € W™ (R")

e |f| < m —1 vem da hipdtese de inducao que

|D?(Diu)(x) — D*(Dyu)(y)| < C llz =yl | Dsullyym,oo sny
isto é,
| D%u(x) — Du(y)| < Cllz =yl lullymircogny , Yo,y €R”

que mostra (2.40) para m + 1.
Da desigualdade (2.40) e notando que ||u||q7171(Rn) < |lullyymoo gy segue a pri-
meira etapa. W

Segunda Etapa: Nesta parte mostra-se que C™ b1 (R") — W™ (R"). Prova-se
primeiro que

COt(R™) — Wh™ (R™). (2.44)
Com efeito, seja u € C%! (R") entao u € L™ (R") e
u(z) —u(y) < Cllz—yll, Vo,y € R (2.45)
onde C' > 0 é uma constante independente de x e y. Mostrar-se-a que
Diue L*(R"), i=1,2,..,n.

De inicio estuda-se o caso n > 2. O caso n = 1 seguird de forma analoga. Prova-
se que Diu € L*(R™). Por argumentos andlogos seguird que D;u € L* (R"),
i =2,...,n. De fato, sejam e; = (1,0, ...,0) o vetor unitario de R", e

u(x+hey) —u(v)

DMy (z) = ; , heR, h#0.

Sejam (h,) uma sucessao de nimeros reais com h,, # 0, para todo p, tal que h, — 0
quando p1 — oo e (u,) a sucessao de fungdes definidas por u, (z) = D" (z). Vem
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de (2.45) que (u,) é uma sucessao limitada em L> (R"™), logo existe uma subsucessao
() de (u,) e vy € L (R™) tal que

D?“'u — vy fraco- * em L™ (R™) quando ' — oo. (2.46)

Considere ¢ € D (R™) entao

(Diu, @) = — /n u(z) Dip (z) dz.

Note que

/ u () Dl_h“'ap (x)dx — u (x) Dy (z) dr, quando p' — oo (2.47)
n R”

pois (Dl_ h"'go) converge uniformemente para D;p, quando p’ — 0o, nos compactos
de R™, em particular para um compacto K que contenha os suportes de Dy e de

D, h“/gp, para todo u/. Observe que

i D (2) ¢ (z) d = —/ w(z) Dy o (x) da.
Disto e do limite (2.47) vem que
s D" (z) ¢ () do — — s u (z) Dy (z) dr quando p' — oo
e do limite (2.46),
s Df"/u (x) ¢ (x)dx — . v1 (z) ¢ (z) dz quando p’ — oo

portanto
—/ u () Dy () dr — / o (2) ¢ (2) dz, Vo € D (R,
isto é, Dyu = v1. Assim Dyju € L™ (R"). Disto e de (2.46) resulta

| Dyl e gy < liminf HDfﬂ’u (2.48)

‘Lw(Rn) '

Por outro lado,

L, = sup lu(z) —u(y)] - lu(z + hper) —u ()]

syerr [z —yll o
TFY
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portanto
L, > HDlﬂ’uH .
Lo (R")
Tomando o limite inferior com relagao a ' a ambos os membros desta desigualdade
e observando (2.48) obtém-se que

HDIUHLw(Rn) < L.
De forma analoga mostra-se que D;u € L™ (R") e

||DZU||LOO(Rn) S Lu, Z — 2, ...,7’L.

Assim
d u(z) —u(y)|
[[ull oo (ry + 22 1 Dite]| poogny < [[tt]] poo gy + 10 U —r—==
L@ o L= @) L@ 5 yern e =y
T#Y
que implica
[llyyr.00 @y < 7 llull gosrny (2.49)

que mostra a imersao continua (2.44).
A seguir mostra-se o caso geral. Seja u € C™ 11 (R"), entao da imersdo (2.44)
e da desigualdade (2.49) vem que para cada multi-indice o com || < m — 1 resulta
Dy € C*H(R") e
HDOLUHWLC’O(Rn) <n ||Dau||00»1(Rn) :

Logo
> DUy <0 D0 1Dl ot gy

jaf<m—1 o <m—1
que implica
||u||Wmv°°(]R”) <C HuHCm*lvl(R”)
onde C' > 0 é uma constante independente de u. Assim o teorema estd mos-
trado. ]

Uma desigualdade importante, cuja demonstracao nao sera feita neste texto in-
trodutdrio, é a seguinte:

Teorema 2.11. (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg). Sejam 1 < p,q, 7 < oo e
J, m dois numeros inteiros verificando 0 < 7 < m. Se

1 ‘ 1 m l1—a
e e
q n p n r
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para algum a € {i, 1] (a <lsep>lem—j— n_ O) entao exriste uma cons-
m p
tante C' = C(n,m, j,p,q,r) tal que

Y ID%llzaeny < C | D0 1D @llirny | 1l

lo|=3 |a)]=m
para toda ¢ € CIM(R™).

A demonstragao do teorema acima pode ser encontrada em A. Friedman [8], p.
24.
Como conseqiiéncia do teorema acima, obtém-se o seguinte resultado:

Corolario 2.7. Tem-se:

a) Sob as hipoteses do Teorema 2.11 com a restrigio p,q,r < oo, obtém-se que
existe uma constante C' > 0 tal que

a

Y ID%lpagny < C [ Y 1D ullpwny | ual|femy

lo|=3 |a)]=m
para todo u € W™P(R"™) N L"(R™).

b) Seja 1 < p < oo e j, m inteiros com 0 < j < m. Entao existe uma constante
C > 0 tal que

[l lwsgny < Cllullifn g ||u||m , Yu e WP(R™),

A parte a) do Corolario 2.7 é conseqiiéncia do Teorema 2.11 e da densidade de
D(R™) no espago W™P(R™)NL"(R™) (ver demonstragao do Teorema 2.1 e Observagao
2.2). A parte b) do Coroldrio 2.7 ¢ obtida diretamente do Teorema 2.11 fazendo-se
p=q=rea=j/m.
Uma demonstragao simples da parte b) do Corolério 2.7 sera feita na Proposi¢ao

2.78 para o caso particular p = 2 porém j nao necessariamente um inteiro.
Um resultado na mesma ordem de idéias do Teorema 2.11 é o seguinte:

Teorema 2.12. (Browder). Suponha que 2 é um aberto do R™ de classe C*™ (Q nao
necessariamente limitado). Sejam 1 < p,q,r < 0o nidmeros reais e j, m nimeros
inteiros com 0 < j < 2m, verificando
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Entao existe uma constante C' = C(j,2m,q,r,Q) tal que
lullwir@) < Cllullfyemmoy Ul s Vo€ W™P(Q) N LT(Q)

onde
= nr— jqr —qn 11 (@2m—j)
nr—jgr—qntp T q p n

A demonstracao do Teorema 2.12 pode ser encontrada em F. Browder [4].

2.3 Prolongamento

Seja €2 um aberto de R™. Neste paragrafo estuda-se o prolongamento ao R™ das
funcoes u definidas em €2, tudo no contexto dos espacos de Sobolev, mais precisa-
mente, determina-se um operador linear e continuo

P:WmP(Q) — W™P(R") tal que Pul|g = u quase sempre em ).

Na Secao 2.3.1 do Capitulo 2 analiza-se o prolongamento para o caso em que {2
¢ o semi-espaco R’ e na Secao 2.3.2 do Capitulo 2, para o caso ) aberto-limitado
de classe C™.

Por D(Q) representa-se a restricio a Q das funcoes de D(R") e por C™(Q) a
restricao a (2 das funcoes de C™(R") que possuem suporte compacto.

2.3.1 Caso (1 =R"

Denota-se por R’} ao semi espaco
R? = {z € R"; 2, > 0}.

Faz-se * = (x1,22,...,2,) e ' = (x1,79,...,2,_1) € R""L. Representa-se um vetor
x do R"™ como sendo = = (2/, x,,),

A seguir dar-se-4 um resultado de densidade que é central no desenvolver das
idéias deste paragrafo.

Proposicao 2.12. D(R%) ¢ denso em W™P(R™), sendo 1 < p < co.

Demonstracao: Primeira Etapa - Aproximacao por fungoes com suporte limi-
tado.
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Seja 6 uma fungao teste no R™ tal que 6(z) =1 se ||z|| < 1, 0(x) =0 para ||z| > 2
e 0 <0 <1 Paratodok =1,2,... considere-se 0y(x) = 0(z/k), = € R". Dada
uma funcao v em W"P(R%), seja

ug(z) = Op(z)u(xr) paratodo z e R .

Repetindo o mesmo argumento usado no Teorema 2.1 da Se¢ao 2.1.2, conclui-se que
a sucessao (uy) converge para u no espaco W™P(R?). Além disso,

supp(u) < supp (Oily )  {w € R5, > 0, ]| < 2k)

isto é, supp u; ¢ um conjunto limitado de R}, para todo k.

Segunda Etapa - Aproximacao por funcoes de W P(R"), restritas a R’
Seja u € W™P(R?) tal que supp v seja um limitado de R’;. Mostrar-se-a que existe
uma sucessao (w,) de W™P(R") tal que wu|]Ri — u em W™P(R%). Sejam K; um

compacto de R"™! e T > 0 tais que suppu C K; x [0,T]. Para todo u =1,2,...
sejam:
Q. ={r Rz, >—-1/u} =R x]-1/p, 00|

1
pu € D(R™) tal que p, =1 em K; x [0,T] e supp(p,) C R"™ x [ — —, o0],

2
, 1
uu(z) =u x,xn—l—p para todo x € Q,,
vu(x) = pu(x)u,(r) paratodo =€,
w () = ().
Graficamente teria-se
Axn
]Rn—l
1
———————————————————— 0———zp——————————————————————————
Qu _1
———————————————————— S i
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Tem-se as seguintes propriedades:

a)

b)

1
Du, (2, x,) = (D*u)(2/, z,, + =) para quase todo (¢, z,) € Q, e para todo
i

la] < m.
1

De fato, se ¢ € D(Q,) seja (x) = @(x’, Ty — —) para z € R} , entdo 1) é uma
L

funcao teste em R} e

(D%, ) = (—1)'“/Q u(a, xy + %)(Dacp)(x’,xn)d:z’da:n =

azendo ==z l = (—1)l uux “U(x)dr =
(faendo g = 2, + ) = (~1) /ﬁ()D b(z)d
— [ Dou(a)(a) de - / (Dau)(:c’,xn—l—%)go(x)dx.

R Q

uu‘m — uem W™P(RY).

1
Observe que se k, = (0, 0,...,0, ——), entao (1, @) (2, z,) = ﬁ(x’, Tp + —) =
p

(7', Ty), isto é, 7, U = 1, . Tem-se:
[y — UHLP(Ri) = HTku U= UHLP(R”)
e sendo a translacao continua, resulta:

uh_{go [ — uHLP(Ri) = 0.

De forma andloga, levando em consideracao a parte a), obtém-se

— 1
(1, Dou)(2', @) = Dau(a:', Ty + —) = Do, (2, x,)
L

isto é, 7, D*u = D%u,,, para todo || < m. Por um raciocinio andlogo ao
feito acima segue entao que

| D, — DauHLp(Ri) —0, V]|a<m

0 que mostra a parte b).
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c) w, € W™P(R") e wylgy — uem W™P(RL).

De fato, sendo

1 1 1
supp (u,) C K X}——,T——[ e supp (p,) C {zeR";xnz ——}
8 H K g 2u
1 /7
tem-se supp (v,) C K; X [—2—,T — —} o que demonstra que supp (v,) é um
f T

compacto de €, . Também, da parte a) decorre que v, € W™P(Q,,). Estes
dois tltimos fatos implicam que w, = 0, € W"P(R"). Sendo w,

R Uﬂ‘m -
— uem W™P(RY).

uu‘m , por ser p, =1 em K; x [0,T], tem-se que w, Ry

Sejam u € W™P(R%) e ¢ > 0. Da primeira etapa resulta a existéncia de u;
em W™P(R%) tal que [|u —wuilf,,,, < €/3 e uy é de suporte limitado. Da segunda

(Ug}Ri)—ulH <€/3.
m,p

Sendo D(R™) denso em W™P(R™), existe ¢ em D(R") tal que ||¢p — us||m, < €/3.
Considerando ¥ = ¢ em D (Ri) e da desigualdade do triangulo decorre que

etapa, obtém-se a existéncia de uy € W™P(R™) tal que

RY
|u —1]],,, <&, o que demonstra ser D (R7) denso em W™?(R7%). W

Teorema 2.13. Seja 1 < p < co. Entao existe um operador de prolongamento
P: W™P(RY) — W™P(R")

linear tal que
||Pu||W7n,p(Rn) S C Hunm,p(Ri)

onde C' € uma constante que depende apenas de m, e
Pulgn =u quase sempre em R, Vue W™P(R]).

Demonstragao: Na demonstracao do teorema sera usado o resultado que segue
enunciado sob forma de lema.

Lema 2.5. Seja u continua em R"™ tal que a derivada cldssica 8u existe em cada
Z,
0
ponto de R e R" = {z € R";z, <0} e 5 e L} (R™). Entao
Tn

%Tu =Tou em D'(R™).
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A demonstragao do lema segue por integragao por partes.
Seja v € D(R?) e

v(z) se x, >0
(PU)(:C) = Zcuv( Iu([;n) se x, < 0

Dado a = (¢/, k) um multi-indice, com o' possuindo n — 1 componentes e k£ um
inteiro nao negativo, obtém-se:

D*(Pv) = P(D%) quando k =0.

Fazendo D,, = P vem:

k (Dh)@), 0> 0
Dn(P’U)(:L') = Z( ) CM(DZU)(;L'/, —qun), z, < 0.

p=1

Escolhendo os coeficientes ¢y, ca, . . ., ¢, tais que . (—p)*c, =1,k =0,1,...,m—1,
pn=1

as fungdes DF(Pv) satisfazem as condigoes do Lema 2.5, logo D¥(Pv) € LP(R™) para
k=1,2,...,m, poisv € D (M) Note que DF (Pv) é continua em R" para k =
1,2,...,m — 1, no entanto D" (Pv) nao é necessariamente continua em R", porém
pertence a LP (R™). D™ (Pv) nao pertence necessariamente a L? (R™). Observe
ainda que os coeficientes ¢y, ¢, . . ., ¢, 820 as solugoes do sistema de equagoes AC' = 1
onde A é a matriz

! 1 1 I
-1 -2 -3 —m
A=| (D7 (=27 (=3 ... (-m)?
I (_1)m—1 (_2)m—1 (_3)m—1 L (_m)m—l |
C = (c1,¢9,...,¢)" 1 =(1,1,...,1)7 (7 = transposta). Este sistema possui

solugao tnica C pois det A é um determinante de Vandermonde. Como é conhecido
o determinante de Vandermonde

1 1 1 1
y; yg yg y;”
V(yi,y2, - ym) = | Y1 Y Ys o Ym |, Y1, Y2, -, Ym € R,
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éigual a [[ (y; —vi)-
ij=1
i<j

No caso geral o = (o/, k) com k + || < m, obtém-se
D*Puv = D (P (Da’v>> c LP(R™)
j4 que D*v é um elemento de D (M) Resulta entao

|D*(Pv)(x)" do = / |DE (P (D'v)) (z)‘p dr =

n

R

:/ Do ()P da;+/
Rﬁ R™ |p=1

p

S (=p)¥ e, DEDY¥v (o, —pxy,)|  da'dz,, .

m p m
Notando que ( > au) <mP~' Y ab, a, >0, segue-se que

/n

p
do'dx <

5 (=) 0 D DV o(al, —puz,)
’LL:

m 0
<o Sprlol [ [ Do e ditds, <
—ocoJRn—1

p=1

p=1

m
<wr 2SSt [ Dte(a)pdo.
R%
Combinando os dois dltimos célculos resulta

/ |D*(Po)(2)” da < (1+mp—lzump—1|cu|p) / | D0 (2)|P d
que acarreta
> [ preowr s (1S ior) 5[ ipwra
o <m ” B" #=1 jaj<m RY
Portanto

p=1

67

Da Proposicao 2.12 decorre entao que P estende-se a uma aplicagao linear continua

P: W™P(RY) — W™P(R")
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com P verificando

||Pu||Wm7P(]Rn) <C ||u||wm,p(R1)

m 1/p
com C = (1 +m Yy u" |Cu|) . Resta apenas mostrar que P é um prolongamento.
pn=1
Seja u em W™P (R%) e seja (¢,) uma sucessao de funcoes de D (R7) tal que
@, — uwem W™P(RY), entdo Py, — Pu em W™P(R"™), logo

(Pou)lgy = (Pu)ly, em WP(RY)

Da definicao de P resulta que Py,

n
RJr

= ¢, , portanto Pu = U quase sempre em

R

R”, o que demonstra o teorema. W

Observacao 2.14. Sejam v € D (M) e K, compacto de R*! T > 0 tal que

supp (’U‘Rn) C K; x [0,7]. Note que Puv(z',x,) = 0se x, < 0e (2/,—x,) &
+

K, x [0,T]. Resulta disto que supp (Pv) esta contido em K; x [T, T].

n
RJr

2.3.2 Caso () Aberto Limitado

Inicialmente fixa-se algumas notagoes. Sejam @) o retangulo aberto
Q={yeR"—-1<y <1, i=1,2,...,n},

Q" e @~ os quadrados abertos

Q+:Qm{yn>0}> Q_:Qm{yn<0}a

e 3 o segmento aberto @ N {y, = 0}.

Seja 2 um subconjunto aberto do R™. Diz-se que €2 € de classe C™ (m =
1,2,...) se sua fronteira I' é uma variedade de classe C™ de dimensao n — 1 e Q
estando localmente de um mesmo lado de I'. Se €2 é de classe C™ entao existe um
sistema de cartas locais (Uy, ¢x), k=1,2,... para I tal que

U, ¢é um aberto limitado do R™ e os U, cobrem I,
vr: Uy — @ é uma bijecao de classe C™,

@,;1: Q@ — U, ¢ de classe C'™,

(pk(Uka) :Q+, (,Ok(UkﬁF) = .

Decorre da tltima expressao que (U, NCQ) = Q~. Evidentemente as condicoes de
compatibilidade sao satisfeitas, isto é, se UyNU,; # @ entao existe um homeomorfismo
Jre de classe C™ com jacobiano positivo de ¢ (U N Uy) sobre o,(Uy NUy) tal que

wi(x) = Jre(r(x)), paratodo =€ U,NU,.
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Graficamente teria-se

A yn
Uy
¢, 1
/\ Q+
Q_ Rn—l
-1
Nao sao de classe C*! os seguintes abertos:
To T2
N
x1 x1

No primeiro exemplo €2 é o disco aberto menos o centro zy e no segundo, €2 é
o disco aberto menos o raio M N. Claramente R” é um aberto de classe C"™ para
todo m > 1.

Se €2 é um aberto limitado do R™ de classe C"™ podemos escolher um sistema de
cartas locais finito

(Ulagpl)v"’v(UNvSDN)

para I' que satisfazem as condigoes acima.

O aberto 2 do R™ é denominado bem regular se €2 é de classe C™ para todo
m=12,...

A seguir fixa-se Q0 um aberto limitado do R™, €2 de classe C", e denota-se por
I' sua fronteira. Mostrar-se-a que existe um operador de prolongamento

P W™P(Q) — WMP(R™).
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Este resultado é obtido observando-se, por meio de cartas locais, que localmente
as fungoes definidas em (), perto da fronteira I' comportam-se como se estivessem
definidas em @Q*. Existindo um operador de prolongamento P: W™P(R}) —
W™P(R™), o prolongamento a R’} das funcoes definidas em Q* (possivel gracas a
introdugdo de uma particdo C' da unidade, ver a continuac¢do) proporcionard o
resultado.

Antes de enunciar o teorema central desta secdo, introduz-se certas notacgoes e
demonstra-se alguns resultados prévios. Com efeito, primeiro constréi-se um sis-
tema finito {(Uk, pk)} <1<y de cartas locais para I'.  Considerar que o sistema
seja finito é possivel pois I' é compacto em R”. De posse destas cartas locais,
determina-se, aplicando-se o Teorema da Particao C°>° da Unidade a colecao de
abertos Uy, Us, ...,Uy,€2; uma colecao de fungoes g, oy, ..., oy tais que

o, € DR"), Vk=0,1,...,N;

supp (0¢) C Q, supp(ox) C Uy, Yk =1, ..., N;
0<op<1,Yk=0,1,..,N;

N

Seja u € W™P(Q). Tem-se que u = uoy + Zuak. Observe que wy = uog tem o

k=1
prolongamento natural a R™ por zero fora de €. A dificuldade esta com os wy = opu .
Sejam U," = U, N Qe

ue(y) = wi (01" (), yeQT

Claramente, wy, € W™P(U;). Tem-se o seguinte resultado:

Lema 2.6. Sejam u € W™P(Q) e vy, wg definidos como acima. Entao v, €
WmP(QT) e existe uma constante Cy = Cy (ok, ox, m,n,p) > 0 independente de
u tal que

||Uk||Wm,p(Q+) < Co ||wk||Wm’P(U]:r) :

Demonstracao: Para facilitar a escrita nao escrever-se-a4 o indice k. Sejam y =
p(x) e

¢(y) = Q:O_l(y) = (ﬁl(y>vﬁ2(y)v ce 5n(y)) = (xlvx?v T ZL’n) :
Note que v(p(x)) = w(x) e |det (Jp (z))| = A(z) > 0, para todo = € U. Tem-se:

v(y)[? = v(p(x)]" A(z)de = w(\ P Az dx
[pwras = [ e awi= [ juep e <

supp w

< ( méx A(x))/ |w(zx)[P dz.
z€ supp(o) .
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Também
ov B "L dw 00,
ayl (y) - — T (w(y)) ayl( )7
o |P n ow , |" 0B P
dy < np~t — A(z)dr <
L gew| ar<w s [ 5w |G| Awd
_ , , By P ) L ow () |
< ppt A .
<o (s, i, |Gl ) (i a0) £ [ 5500 @
Da mesma forma:
021) a2,w 857’ aﬂﬁ
s ) =S (E 50 WG 5w
ow 0255
_l_ .
% 0. o0y,
e por um procedimento analogo ao anterior, obtém-se
821] p 8211} p
dy < n2®e=1¢C; (oy, +
Q[ \ Sl KL NCAESb E e
p
+n2P=Y G (0%, 1) D Ow :
7 || Oy Lp(U+)

Repetindo os mesmos argumentos obtém-se desigualdades do mesmo tipo para as
outras derivadas parciais de v. Assim o lema estd demonstrado. W

Seja W o espaco das fungoes g € W™P(QT) tais que todas elas se anulam numa
vizinhanga fixa O de 0Q T\, O subconjunto aberto do R” com O CQ". Define-se
h(z) = g(pr(x)) (para facilitar a escrita omite-se o indice k de hy(x)). Entao tem-se
o seguinte resultado:

Lema 2.7. Nas condi¢oes acima, h € W™P(U,}) e existe uma constante C, =
C1(O, or,m,n,p) > 0, independente de g € W™P (QV), tal que

HhHWmvP(UIj) S Cl Hg||W7n,p(Q+) .

Demonstracao: Seja z = 1 (y). Entao | det(J¢(y))| = B(y) > 0, para todo y € Q.
Tem-se:

| m@rar= [ swpse < (s Bw) [ o)

yeEQT\O
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Procedendo como no Lema 2.6, obtém-se os resultados desejados. W

Se em lugar de QT considera-se @ e fixa-se uma vizinhanga O de 9Q (O sub-
conjunto aberto do R™ com O C @), obtém-se, de forma andloga ao Lema 2.7, o
seguinte resultado:

Lema 2.8. Nas condi¢oes acima, h € W™P(Uy) e existe uma constante Cy =
Cs (O, o, m,n,p) > 0, independente de g € WP (Q), tal que

||h||WmvP(Uk) S 02 HgHWm,p(Q) .

Aplicando os trés ultimos lemas, obtém-se para €2 resultados analogos aos obtidos
para R’} . Com efeito:

Proposicao 2.13. Seja Q aberto limitado de R™, Q0 de classe C™. Entdo D(Q) ¢
denso em W™P(§)) sendo 1 < p < oo.

N
Demonstracao: Sejau € W™P(Q). Entao por cartas locais u = ogu+ Y opu. Seja
k=1
wy = uog, k= 0,1,...,N. Note que wy € W;""(2). Fixa-se k = 0,1,..., N.
Com wy € W™P(U,") constréi-se v, € W™P(Q"). Observe que vy anula-se numa
vizinhanga O de 0Q*\X, O como no Lema 2.8. Entao pode-se considerar v, como
pertencendo a W™P(R%) (Em verdade, considera-se vy, (z) = vj (x) se x € Q1 e
U (z) = 0, se z € RE\QT, entao v, € W™ (R7). Identifica-se 0}, com v;). Pela

sec@o anterior existe uma sucessao (7,) de funcées de D (M) tal que
Yo = v em W™P(RT).
Seja p € D(Q) tal que p =1 em Q\O. Entao
PV = pok = v em  WMP(RY).

Observe que cada pv, se anula numa vizinhanca fixa de 0Q). Seja 0,(x) = py.(¢r(2))
para x € U;" e 0,(z) = 0 para z fora de U;". Entdo os o, restritos a Q formam uma

sucessao de C™(€2), e pelo Lema 2.7, segue que

o, —w, em W™P(Q).
€
N+1’

Sejam € > 0 e & € C™(Q) tais que ||& — Wil lyymp) <

Entao

k=01,...N.

N
u = E &k
k=0 Wm.p(Q

que mostra a densidade de C™(Q) em W™P(€)). Regularizando as fungoes de C™(Q)

(ver Teorema 2.1) segue que D(£2) é denso em W™P(€)). N

N
<Y lwk = Ekllwmag) < €
) k=0
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Teorema 2.14. Sejam ) aberto limitado do R™, € de classe C™, e 1 < p < o0.
Entao existe um operador de prolongamento

P:WmP(Q) — W™P(R") linear

tal que
HPU‘HW"”’I’(R”) S C HUHW"L»P(Q)

onde C' é uma constante independente de u € W™P(Q) e p. Além disso

Pulg =u quase sempre em ).

N
Demonstracao: Seja u € D(2). Entao por cartas locais u = wuog + Y uoy.
k=1
Com wy, = uoy constréi-se vy que se anula numa vizinhanca fixa O de 9QT\,
O como no Lema 2.8, O independente de u. Tem-se que v, € W™P(R"}) e pelo
Teorema 2.13, da se¢ao anterior, Py, € W™P(R™). Pela prépria construgao de P
(ver Observacao 2.14), note-se que Pu tem suporte compacto em . Com Puy
constréi-se hy € W™P(Uy) que se anula numa vizinhanga de OU}, e hy, restrito a U

é igual a w; . Denotando-se com hy o prolongamento de hj, ao R™ por zero fora de
Uy , tem-se, entao, dos trés ultimos lemas e do Teorema 2.13, que

Hthwm,p(Rn) - HthW’"”’(Uk) <C HPUkHWm,p(Q) <
< Callvrllymrigry < Cs llwkllwomswyy = Cs llwnllwmrg)

onde as diferentes constantes C; sao independentes de u e p. Seja Pywy = izk Entao
Py é linear e continuo. Define-se o operador de prolongamento P como sendo

N
Pu:lDo—l—ZPkwk.

k=1

Tem-se:

N
||Pu||Wm7P(]Rn) < HwOHWm’P(Q) + Z c ||wk||wm,p(g) <C ||u||wm,p(g)
k=1

sendo a constante C' independente de u. O teorema segue pelo resultado de densidade
da Proposigao 2.13. A
Sejam S,,—1 = {oc € R"||o|| =1} e 0g € S,—1, « > 0. Denota-se por C(0y, @)
a0 cone
Clog,a) ={to;0<t<ooe ||c -0yl <a, o€ 5,1}
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Seja €2 aberto limitado do R™. Diz-se que €2 possui a propriedade do cone se existe
uma cobertura (U;)1<;<ny da fronteira I' de Q) verificando:

para cada U; existe um cone C(0y;, ;) tal que para todo
x e U;NQ, x+ C(0g,q;) ndo intersepta U; N T.

Mostra-se (ver [13] e [1]) que os abertos limitados € do R™ com a propriedade do
cone possuem a propriedade do (m, p)-prolongamento para todom > 1lel < p < oc.
Este é um resultado devido a A.P. Calderon e baseado em propriedades de integrais
singulares de Calderon-Zygmund. Observe que os paralelepipedos abertos do R” tem
a propriedade do cone. A desvantagem do operador de prolongamento de Calderon
é de que este é construido especialmente para W™P({)) e nao pode ser utilizado
para prolongar simultaneamente os espagos W*?(Q) com 0 < k < m, como é o caso
do operador P estudado anteriormente. Esta propriedade de P é importante na
obtencao de desigualdades de intepolagao para os espagos W™P(QQ).

2.4 Imersoes dos Espagos W"?(QQ)

Os teoremas de imersao de W™P(R") e o operador de prolongamento P: W™P(Q)) —
WmP(R™) introduzido no Pardgrafo 2.3, permitem obter resultados de imersao para
os espagos WP (Q).

Neste paragrafo estudar-se-a as imersoes continuas e as imersoes compactas do
espago W™P(€2) com (2 limitado do R".

2.4.1 Imersoes Continuas

Denota-se por C**(Q) ao espaco de Banach das restricdes a  das funcoes perten-
centes a C**(IR") (ver secao 2.2.3), equipado com a norma induzida, isto é,

Do — D~
[ullgragy = max sup [D%u(z)| + mdx sup | D u(z) /\u(y)| .
lal<k ,co o<k el |z — yl|
TFY

Teorema 2.15. Sejam Q um subconjunto aberto limitado do R™, (n > 2), Q de
classe C™ e 1 < p < o0, entao

np
n—mp

b) WmP(Q) — L), 1<g<ooe mp=n;

a) WP(Q) < L9(), 1<q<

=p"se mp < n;
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c) WmP(Q) — C*AQ) se mp > n.

No caso ¢), k éum inteiro verificando k < m—" < k+1 e XA um real satisfazendo
O<)\§m—k‘—ﬁ:)\0 seMp<leO<A<lser=1.
p

Observagao 2.15. No caso c¢) se faz o mesmo tipo de consideragoes feitas para
Q = R", isto é, a aplicacao

Wme(Q) /N — CPNQ), [u] = v

é linear, injetora e continua. Ver Observacao 2.11.

Demonstracao do Teorema 2.15: a) O Corolédrio 2.4 diz que W™P(R") SN

L4(R™) é continua para p < g < p*. Tem-se a seguinte cadeia de aplicagoes lineares
continuas:
wmrQ) 2 wmr(R") - LY(RY) L% L9(Q)
que mostra a) para p < ¢ < p*. O caso 1 < ¢ < p é obtido pelo fato de ter-se
LP(Q) — L1(Q2) pois Q é limitado.
Os casos b) e c¢) sao obtidos aplicando o raciocinio acima, o Teorema 2.13 e o
Teorema 2.8, respectivamente. W

Teorema 2.16. Seja I um intervalo aberto limitado da reta e 1 < p < co. Entdo:
- 1
a) WmP(l) — C™m1AI)com 0 <A< 1——-sep>1.
p

b) WmP(I) — C™ (1) se p = 1.

Este resultado é obtido aplicando o Teorema 2.9 e a demonstragao do Teorema
2.15. Aqui aplica-se também a Observagao 2.15.

Teorema 2.17. Seja 2 aberto limitado do R" (n > 1), Q de classe C™. Entao
W™>(Q) € isomorfo a C™ H1(Q).

Observagao 2.16. Por consideragoes andlogas as feitas na Observagao 2.13 vem
que o Teorema 2.17 mostra, em verdade, que o espago quociente W™*(Q)/N é
isomorfo a C™~H1(Q).
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Demonstragao do Teorema 2.17: Primeiro mostra-se que W™>(2) < C™11((Q).
Faz-se a demonstragao por inducao com relacao a m. Seja entao m = 1. Por ser ()
limitado W1 (Q) < WP(Q), 1< p < oo. O Teorema 2.14 diz que

||Pu||W17P(]Rn) <C ||u||wl,p(9) (2.50)

onde C' é uma constante independente de v € W?(2) e 1 < p < co. Considere
p > n. Entdo pelo Teorema 2.15, parte c), vem que W'P(Q) — C°(Q), isto ¢, as
funcdes u de W1*°(Q) sdo funcdes continuas em . Aplicando os mesmos argumentos
usados para obter (2.42), na demonstracdo do Teorema 2.10, resulta para z,y € Q,

T #y,

ute) = uly)] = 1(P)&) — (P < 5 =yl S IDCPU e

1=1

n
onde \g = 1 — —. (Para o caso n = 1, obtém-se desigualdade semelhante, ver
demonstragao do Teorema 2.9). Isto implica

1+Xo

Ao

A
u(z) —uly)| < [z = ylI™ [ Pullyp@n -

Tomando o limite superior quando p — oo, resulta entao

u(z) —u(y)] < 4|z =yl nlimsup || Pullypgny - (2.51)

pP—0o0

Observando que limsup [|ul[y1.0) < [[ullyp10@q) - vem entao de (2.50) e (2.51)
p—00

u(z) —u(y)] < 4nCllz =yl fullyrw@ . Yo,y €Q

que mostra o teorema para m = 1.
Suponha o teorema valido para m > 1. Considere m + 1. Seja p > n entao

m < (m+1) — " com 1 Tsto implica pelo Teorema 2.15, parte c), que
p

WmHlr(Q) — C™(Q). Seja |a| < m. Considere um multi-indice 3 tal que |3| =
la| =1 e D Dyu = D*u. Como Dyu € W™>(2) vem da hipdtese de indugao que

|D?(Dju)(x) = D (Diu)(y)| < Clle =yl [1Divllyymoe oy
para x,y € ﬁ, portanto

|Du(z) = D*u(y)] < Cllz =yl [[ullyymric
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para todo x,y € Q e todo |a| < m. Assim W™>(Q) — C™11(Q).

A seguir mostra-se por C™11(Q) — W™>(Q). Este resultado seguird como
uma conseqiiéncia da Segunda Etapa da Demonstragao do Teorema 2.10. Assim
prova-se primeiro a inclusdo continua para m = 0. Seja entdo u € C%*(Q). Por
definigao existe w € C%(R") tal que w|g = u. Tem-se:

w(z) —w(y)| < Cllz —yll, Vr,yeR

onde C' > 0 é uma constante independente de = e y. Prova-se que Dyu € L*®(Q).
Por argumentos andlogos obtém-se que D;u € L*(Q) para i = 2,...,n. Sejam
e; = (1,0,...,0), o vetor unitdrio do R", e h € R, h # 0. Define-se a fungao Dlu
com dominio €2 por
w(x + hey) — w(z)

. .
Seja ¢ € D(2). Entdao ¢ pode ser considerada como uma funcao teste do R™.
A seguir prossegue-se como na Segunda Etapa da Demonstragao do Teorema 2.10
tendo-se cuidado de substituir R” por 2. W

Dhu(z) =

Corolario 2.8. Seja €2 um aberto limitado do R™ sem condicoes de reqularidade na

fronteira. Entao B
W>=(Q) ¢é isomorfo a C™ 4H(Q).

Este resultado ¢é obtido aplicando o raciocinio usado na demonstracao do Teorema
2.17 com Pu = @ onde u ¢é a extensao de u ao R™ por zero fora de €.
Tem-se a seguinte desigualdade importante:

Teorema 2.18. (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg). Seja Q2 um aberto limitado
do R™ de classe C"™. Considere os numeros reais 1 < p,q,r < o0 € j, m inteiros na

condi¢ao 0 < j < m. Se
1 ) 1 m 1—a
R e
q n P n r

' n
para algum a € {j—,l] <a< lsep>1lem—j5——= 0). Entao existe uma
m p

constante C' > 0 tal que

> ID%ulluy < Cllullfymaay Il

|lal=j

para todo uw € W™P(Q) N L"(Q).
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O teorema acima é conseqiiéncia da parte a) do Corolario 2.7, do Teorema 2.14
de Prolongamento e do fato que, por construcao, o operador de prolongamento
P: WmP(Q) — W™P(R™) também ¢ continua de L"(2) em L"(R"). De fato, se
ve W™P(RY)NL™(RY) e P: W™P(R") — W™P(R") é o operador de prolongamento
definido na Secao 2.3 entdao Pv € L"(R") e

||PU||L7‘(RTL) S C||UHLT(R'¢)

onde C' > 0 é uma constante independente de v € W™P(R%) N L"(RY).

2.4.2 Imersoes Compactas

O resultado central desta secao é o Teorema de Rellich-Kondrachov. Para demons-
tra-lo, primeiro prova-se o seguinte resultado:

Lema 2.9. Se u € WH(R") entao

ou
8@-

17—l gy < 20D
i=1 L1(R™)

onde (thu)(z) = u(z — h).

Demonstragao: Mostra-se o resultado, inicialmente, para fungoes ¢ € D(R").
Tem-se:

que implica
¢
03:,-

(x — th)' dt

(e)(o) = pl)] < 1S [

e isto acarreta,

[ @) —e@lde < Z//

dp
03:,-

(z — th)' dudt =

=|lh d
MY, |ae )]
isto é,
e = Plgageny < 101D (15 . (2.52)
Li |l L1 (rn)

i=1
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Seja u € WH(R™), entdo existe uma sucessao (¢,) de fungoes de D(R") tal que

o, —u em WHHR™),
¢, — u quase sempre em R",
lo.(z)] < g(x) quase sempre em R™, g€ L'(R").

Escrevendo (2.52) com ¢,, , tomando o limite a ambos os membros desta desigualdade
e aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue no primeiro membro,
obtém-se o lema. W

Observacao 2.17. Seja ) aberto limitado do R™. Entao, dado ¢ > 0, existe K
compacto de 2 tal que med (Q\K) < e (ver Observagao 1.1 do Capitulo 1).

Com efeito, seja K, o compacto de €2 definido por K, = {:c € Q; dist(z,T") > i}
Tem-se:

K,CKu, Vp>1 e |JK, =Q
pn=1
Portanto,
XK, < Xo e limxg,(z) =xe(z), Vzel

onde yp ¢ a fungao caracteristica do conjunto O. Resulta, entao, pelo Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue que

lim(med K,,) = lim/ Xk, (z)dr = / Xa(x)dxr = med )
Q Q
que mostra a observacao.

Teorema 2.19. (Rellich-Kondrachov). Sejam Q0 um aberto limitado do R™, € de
classe C* e 1 < p < oco. Entdo as sequintes imersoes sao compactas:

a) WW(Q) — LI(Q), 1<q< nﬂ —p*sep<n.
- P

b) WhP(Q) — LI(Q), 1<g<oosep=n.

c) Wh(Q) — C°(Q) se n < p < oo.

Demonstragao: Estudar-se-a primeiro o caso a). O Teorema de Frechet-Kolmogo-
rov (ver K. Yosida [33]) diz que o subconjunto F de L%(f2), 1 < ¢ < oo, é relativa-
mente compacto em L()) se

i) F ¢ limitado.
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ii) Para todo € > 0, existe um compacto K de €2 tal que

/ lu (z)]? dz < e, VueF.
Q\K

iii) Para todo ¢; > 0, existe n > 0 tal que se h € R", ||h|| <7, entdo
HTha_aHLq(Rn) < €1, VUE.F,
onde @ é a extensao de u a R™ por zero fora de Q2 e (1,u)(z) = u(z — h).

Seja B um conjunto limitado de W'?(Q). Mostrar-se-4 que B satisfaz as trés
condigoes de Frechet-Kolmogorov em L9(2) com 1 < ¢ < p*.
A condigao i) segue pelo Teorema 2.15, parte a). Estudar-se-a a condicao ii).

1 1
Por se ter 0 < g < p*, existe p > 1 tal que ¢ = —p*. Considere — + — = 1.
P pop
Aplicando a desigualdade de Holder resulta:

/Q\K|U(x)|q dr < (/Q\Km(x”quz)l/f) (/Q\de) 1y )

< Jullt, ) med(@\K)YP < Cmed(@\K)Y7 < Ce

pois med(Q\ K)'/*" pode ser escolhido arbitrariamente pequeno, ver Observacao 2.17.
Isto mostra ii).
Verifica-se iii). Seja e; > 0. Escolha K compacto de 2 tal que

(/Q\K u ()] d:):) v <& /3, VYucB. (2.53)

Este compacto K existe pela parte ii). Sejam n = dist (K,I') (I fronteira de Q) e
Ky ={z e R dist (z, K) <n/3}, K= {reR"dist(z, K) <2n/3}.

Claramente K; e K, sao subconjuntos compactos de §2. Observa-se que se z € 0K
e ||h]] < n/3 entdo x — h € CK. Logo para ||h|| < n/3 resulta de (2.53)

(/CK1 i (x — h)|? dx) v < (/CK ()] dx) v = (/Q\K |u(z)|? d:c) v <e1/3

isto é ,
il < 1/3, Vu € B, ¥ b < n/3. (2.54)
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Sejamp € D(Q) talquep=1lem Ky, 0<p<letp=1—¢. Entao 0 <y <1
el=¢+1. Tem-se:

S ! i 2.55
< 17 (9) = Pl ey + 10 oy + o gy - )
®") &) &)

Mostra-se que cada um dos trés ultimos termos de (2.55) é pequeno para ||h|| pe-
queno. Com efeito, de ¢ = 0 em Ks, resulta de (2.53):

< (/Q\K |u(a;)|qazx) " s

19l oy <€1/3,  Vu€B. (2.56)

Também, dos fatos se © € K entdo x — h € Ky com ||h| <n/3 ede ) =0em Ko,
resulta:

isto é,

1/q
170 (Y8 || Lo ey = (/EK [(z — h)a(z — h)|qdfﬂ) < il fogrery -

Resulta de (2.54) que
170 (VW) | pany < €1/3,  Vue€ B, V|| <n/3. (2.57)
Aplicando o Lema 2.9 com u = @u, obtém-se:

17 (pt) = @l prny < MBI lotllyasgay = 101 oty gupp o) <
< [[Rll Cle, p) 1ullwroupp o) < Cr 1R
isto é,
|| (@) — @i L1mny < Ci|R]], Yue B. (2.58)
1 1—0
Seja 6 € ]0,1] tal que — = 0 + ——, que existe por se ter 1 < g < p*. Pela
q p
desigualdade de interpolagao (Proposi¢ao 1.1 do Capitulo 1), obtém-se:
170 () — @] Larny < (|7 (0) — @al|70 oy |70 (00) — @l o - (2.59)

Note que

1/p
(I T— ( (e — ) dx) — Nl

R
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portanto

"“Y<c, VYueB. (2.60)

o) = o 5 g < (@l o)
De (2.59) e das desigualdades (2.58) e (2.60), obtém-se
|7(p@) — @il ony < ClIRI°,  Vue B. (2.61)
Usando-se as desigualdades (2.56), (2.57) e (2.61) em (2.55) resulta

“Tha—ﬂ“Lq(Rn)<C€1, Yu e B, VHhH<T},

que mostra a parte iii). Assim B é relativamente compacto em L?(€2).
Demonstracao do caso b): Aplique o raciocinio usado na demonstragao do caso
a), com, por exemplo, p* = 2q.
Demonstracao do caso c): Tem-se 0 < 1 — n_ A < 1. Entao pelo Teorema

2.15, parte c¢), para n < p < 0o, ou pelo Teorema 2.17, para p = oo, resulta
WhP(Q) = C%(Q).

Seja B um conjunto limitado de W1P(Q) entao, pela imersio acima vem que B é
limitado em C°(Q) e

u(z) —u(y)| < Cllz —ylI*, Va.yeQ, VueB.

Esta desigualdade implica que B é equicontinuo em . Pelo Teorema de Arzela-
Ascoli, segue o caso c¢) do teorema. W

Corolério 2.9. Sejam Q um aberto limitado do R™, € de classe C™, m >0 e
1 <p<oo. Entao as sequintes imersoes sao compactas:

a) Wmrbr(Q) — Wmi(Q), 1<q<

se p<n.

b) WHa(Q) < W™4(Q), 1<q<o0se p=n.

c) Wmtlr(Q) — C™(Q) se n < p < c0.

Demonstragao: Seja (u,) uma sucessdo limitada de fungoes de W™12(Q). Entao

(D%u,) élimitada em W'P(Q), V |a] < m.
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Aplicando o Teorema de Rellich-Kondrachov, vem que existe uma subsucessao de
(u,), denotada também por (u,), e u € W™4(Q2), para os casos a) e b), tal que

D%, — D% em L), Vial <m

que mostra a) e b). Para o caso c), existe v € W™P(Q) tal que u, — u em

WmHLp(Q), portanto u € C™(Q) pois m < m + 1 — < m+1. Aplicando o
p
Teorema de Rellich-Kondrachov, obtém-se:

D%, — D*u em C°(Q), Vial <m

que mostra a parte c¢) do corolario. W

Corolario 2.10. Seja €2 um aberto limitado do R", m > 1 e 1 < p < oo. Entdo:

a) Se Q é de classe C™! a seguinte imersao é compacta:

WP (Q) s W™P(Q).

b) Se Q é qualquer, a seguinte imersao é compacta:

W P(Q) = WeP(9).

Demonstracao: A parte a) é obtida aplicando o Corolario 2.9 para as diferentes
possibilidades de p e n. Note que se p < n entao p < np/(n — p). Também

C™(Q) — W™P(Q). Para a parte b), considere O uma bola aberta do R™ que
contenha propriamente §2. Considere as aplicagoes

Wt (Q) 2 wrtte(0) L wmr(0) 1% WP(Q)

onde ext u = @, u a extensao de u a O por zero fora de Q2 e rqu = ulg . Notando
que a primeira e terceira aplicagoes sao continuas e a aplicagao I é compacta, pela
parte a), segue a parte b) do coroldrio. W

Teorema 2.20. Sejam 2 aberto limitado do R"™, € de classe C™, e 1 < p < 0.
Entao as sequintes imersoes sao compactas:

np

a) Wmr(Q) — L1(Q), 1<g¢q< se mp < n.

n—mp
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b) WmP(Q) — Li(Q), 1< qg<oose mp=n.

c) WmP(Q) — C*Q), k<m-— n < k+1semp>nonde kéum inteiro nao
p
negativo.

Demonstracao: As partes a) e b) serdao mostradas aplicando induc¢do com relagao
a m.

Mostrar-se-4 a). Para m = 1, o resultado é verdadeiro pelo Teorema de Rellich-
Kondrachov. Suponha a) véalido para m > 1. Serd provado que a) é vélido para
m + 1, isto é, para (m + 1)p < n serd provado que a imersao

WmHe(Q) s L9(Q), 1<g< —P  _ g
@)= L), 1<g< =y
é compacta. Com efeito
1 1 m 1 1 1 1 m
— == ——— =——— com —=-———-:
g p n n p*on D P n
. . 1 1 1 ,
Pelo Teorema de Rellich-Kondrachov, aplicado a — = — — —, obtém-se que a
imersao
WP (Q) «— L), 1<g<q (2.62)
, . 1 1 m
é compacta e, pelo Teorema 2.57, aplicado a — = — — —,
p p n
W™P(Q) — LP (Q)
que acarreta
WP (Q) s WP (Q). (2.63)

As imersoes (2.62) e (2.63) implicam a parte a) para m + 1.

Mostrar-se-4 b). Para m = 1, o resultado é vélido pelo Teorema de Rellich-
Kondrachov. Suponha b) véalido para m > 1. Serd provado que b) é vélido para
m + 1, isto é, para (m + 1)p = n demonstrar-se-a que a imersao

WP (Q) s LI(Q), 1<g<oo

1 1 m
é compacta. De fato, tem-se — = — — — que implica, pelo Teorema 2.15,
n

noop
Wmr(Q) — L"(5),
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portanto:
WmHLP(Q) s W),

O Teorema de Rellich-Kondrachov garante a imersao
W (Q) — LI(Q), 1<g< oo

é compacta. As duas tltimas imersées implicam b) para m + 1.
Demonstrar-se-a c). Pelos Teoremas 2.15 e 2.17 vem que

W™P(Q) — CF(Q)
para algum 0 < \; < 1. Notando que C**1(Q) — C*(Q) resulta
W™P(Q) — CFM1(Q) — C*(Q).

Seja B um conjunto limitado de W™P(€)) entdo B é um conjunto limitado em C* ()
e
|Du(x) — Du(y)| < Cllz—yl|™, Va,yeQ, |o|<keueB.

Pelo Teorema de Arzela-Ascoli segue entao que B é relativamente compacto em
C* (). Assim o teorema estd demonstrado. W

Quando € nao é limitado pode acontecer que a imersao de W;"?(Q2) em LP(Q)
seja compacta, como € o caso quando 2 satisfaz a hipdtese geométrica

ling dist(xz,I') =0, I é a fronteira de Q
S
||| =00

(isto é, Q ¢é quase-limitado). Ver este resultado em R.A. Adams [1], pag. 150.

Quando  é apenas nao limitado pode acontecer que a imersao de Wi""(Q) em
LP(Q2) nao seja compacta como é mostrado no seguinte exemplo:

Exemplo 2.1. Seja 1 < p < oo entdo a imersio de WP(R) em LP(R) ndao é
compacta. Para mostrar este resultado primeiro prova-se que se u € WHP(R) entao

lim u(x) = 0.
|x|—o00
Com efeito, dado € > 0 existe ¢ € D(R) tal que |[u — ¢||w1rw) < €. Pelo Teorema

2.6 vem

sup u(z) — ¢(2)] < Cllu — ¢llwire) < Ce,
S

Disto vem
[u(z)] < u(x) — ()| + [p(z)| < Ce,  V|z[ > M
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onde supp ¢ C [—-M, M], que mostra o resultado desejado. A seguir contrdi-se
uma seqiiéncia (u,) de fungoes de WHP(R), com (u,) limitada em W'P(R) e (u,)
nao contém nenhuma subsucessao convergente em LP(R). Com efeito, considera-se
u € WHP(R), u # 0. Seja

uy(z) =u(r+p), xek
Entao

uullwre@) = [lullwis@ , V.
Se existisse alguma subsucessao (u,) de (u,) e v € LP(R) tal que
uy = v em LP(R)
teria-se que
uy(r) — v(z) para quase todo = € R,

que implicaria
u(x + o) — v(x), para quase todo x € R, quando o — oc.
Logo pelo resultado mostrado na primeira parte, acarretaria v = 0. Portanto
||ug||Lp(R) — 0.

Mas isto é um absurdo pois ||tue||Lr) = ||u||zr@) > 0, Yo. Assim a afirmacao do
exemplo esta mostrada. W

Uma condicao necessaria e suficiente sobre ) nao limitado para que a imersao
de Wy"P(Q2) em LP(Q2) seja compacta pode ser encontrada em R.A. Adams [1], pag.
152.

Observacao 2.18. Uma parte dos resultados do Capitulo 2 foram obtidos para
funcoes a valores reais. Entretanto, todos os resultados do capitulo sao validos para
fungoes a valores complexos. Isto deve-se ao fato de que sendo u(z) =Reu(x) +
i Imu(z) entdo as fungdes Reu(z) e Imu(z) tém a mesma regularidade que u e o
suporte de cada uma delas esté contido no suporte de u. Também, por exemplo,

(/|U(x)|qdz)1/q < 2</|Reu(aj) |qu)1/q+2(/|[mu(x)|ng:)1/q

[Reullymo) < tllympy s Hmtllymmg) < lullymeq) -

Resultados analogos para ¢ = p = oo. Entao a observacao decorre aplicando os
resultados obtidos para funcoes reais e as propriedades mencionadas.
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2.5 Espagos H*({)

Inicia-se o estudo com outra caracterizacao dos espagos H™(R™), m inteiro positivo,
que servird de motivagao para a definigao dos espagos H*(f2), quando s é um real
positivo e 2 um aberto nao necesssariamente limitado do R™. Considera-se a fungao
() = (1+ | z))? )m/Z, x € R". Note que J,,,(x) é uma fungao lentamente crescente
no infinito. Nesta secao @ estara representando a transformada de Fourier de u e %
a transformada de Fourier inversa.

Proposicio 2.14. H™(R") coincide com {u € S'(R™); (1 + ||=|* )m/2 u
Definindo

€ L*(R")}.

2\m/2 ~
el = || (1 )™ 3

L2(R™)

a aplica¢ao v — |||ul|l, de H™(R™) — RY é uma norma equivalente a norma de
Sobolev ||ul|,,

Demonstracgao: Sejam (', C5 constantes positivas verificando a desigualdade:

Cy > e < (14 ]2*)"<Cy > 2™, VaeR"

lo|<m |o|<mn

(ver Exercicio 5 do Capitulo 1). Observe que H™(R") — L*(R") — S'(R") (ver
Segao 1.2.3 do Capitulo 1). Se u € H™(R"), para todo |a| < m, resulta

EOTUCL’) = (iz)*u(x) quase sempre no R".

Dai e da tultima desigualdade elementar acima mencionada conclui-se que J,,u €
L*(R") e

HMﬁlzé(meﬂmW@FmS
<CQZ/ d:c—C’2Z

laj<m laj<m

de =

— 0, Y [ Deu(@)F de = Gy Jul?,

‘a|§m R

Reciprocamente, se u € §'(R") e J,,i € L?*(R"), da desigualdade elementar acima
resulta, que para todo |a| < m, (iz)*a € L*(R"), isto é, Deu € L*(R"). Logo



Secao 6 Espacos H*(2) 88

Dy € L*(R") e, além disso,

ol = Y [ [Pt de -

laj<m

1
o [~ 2
=Y [ a*i(x) dxéaHIUIH?n

jaf<m” B"

que demonstra a proposi¢ao. W
A seguir, serao estudados os espagos H*(R™) sendo s um nimero real nao nega-

tivo. Para todo 2 € R™ e s real nao negativo, seja J,(z) = (1+ |z )8/2, semelhante
a Jp,, caso m inteiro nao negativo. Define-se H*(R™) como sendo o espago vetorial

{u e S'R™); (1+ ||z)*) i e L?(R")}
com o produto escalar definido por:
(oo = [ (14 ol ia)e) do

cuja norma por ele induzida é:

||l

2\S | ~
Simples é mostrar que H*(R") est4 imerso continuamente em L?*(R").

Proposigao 2.15. H*(R") ¢ um espago de Hilbert e S(R™) estd continuamente
imerso em H*(R™), sendo ai denso.

Demonstracao: Seja (u,) uma sucessao de Cauchy de H*(R"). Entao (u,) e (Js1,,)
sao sucessoes de Cauchy de L*(R"), logo existem u e v em L?(R™) tais que u, — u e
Jsti, — vem L*(R™). Para provar que H*(R™) é Hilbert, basta mostrar que v = Jyi.
Para toda funcao teste ¢ no R", tem-se:

(Jst, o) = (u, Jop) = lim (G, Jop) = lim (Jst,, @) = (v, @)
p—>00 H—>00

e do lema de Du Bois-Reymond (Proposigao 1.4 do Capitulo 1), obtém-se Jsi = v.
Dada uma funcdo u € H*(R"), seja (¢,) uma sucessdo de fungdes testes no R™

convergente para Jyi em L*(R"). Para todo p € N, a funcdo ¢, (z)/(1 + || )8/2
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pertence a D(R") C S(R"™). Logo existe ¢, € S(R") tal que Q//J\u(l’) = pu(z)/(1+
||:c]|2)8/2 para todo x € R". Dal

2

?Zu(z) —t(z)| dr =

[0 = ey = [ (1 Nel)’
- [ Jouta) = Lita)

isto ¢, (¢,,) é uma sucessao de S(R") convergente para u em H*(R").
Resta demonstrar a continuidade da inclusao de S(R") em H*(R"). Seja m um
inteiro positivo tal que

C= [ (1+]z*) " dr < +o0.
Rn

Para todo v em S(R") tem-se:

2 2\m 2\ (m—s) [5(\|2 .

[/l oy :/R L+ lel®)™ @+ 2l*) =) Ja(2) P de < C pu(@)

sendo p,, as seminormas que definem a topologia de S(R™). Se (u,) converge para
zero em S(R™), da continuidade da transformagao de Fourier em S(R™) decorre que
(@,) converge para zero em S(R"™). Logo, dai e da ultima desigualdade decorre que
(u,) converge para zero em H°(R"). W

Corolario 2.11. D(R") € denso em H*(R") e D(R") — H*(R"™).

Seja s > 0 e H*(R") = (H*(R™))" o dual de H*(R"™). Da proposigao anterior
resulta que
S(R™) — H*(R") — H*(R") — S'(R").
Representa-se por || f|| 7-s gn) @ norma de uma forma linear continua f € H~*(R"),
isto é,
1Al ey = sup {[(f, s w € HY(R™), [Jul

Proposicao 2.16. Sdo verdadeiras as sequintes assertivas:

Hs(R") = 1}.

—s/2

a) H*(R") = {f € S'(R"); (1 + [|«|*) """ f € LR},

b) [ fllqaey = || (14 lell®) ™ £

L2(R")
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para toda f em H—°(R™).
Demonstracao: Dada f € H*(R"), do teorema da representagao de Riesz decorre
a existéncia de ug € H*(R"™) tal que

||f||H*S(]R”) = [luo| Hs(R™)

(f,u) = (u,uo) gsrny para todo u em H*(R").
Para todo ¢ em S(R™) tem-se ¢(x) = o(—1z), logo
(F:9) = 110) =@ = [ (14 [al)” p(-o)iafe) ds =
= [ @ lal?) BT ol d

logo, f é definida pela funcao (1+HSL’H2 )" tig(—x), donde J_ f(x) = (1—1—Hx||2 )5/2 tig(—x)
ou seja, J_, f € L2(R") e

HJ_sf

= ||Js'&0||L2(]R”) = [Juol Hs(R®) — ||f||H*S(]Rn) :

L2(R™)

Seja f € S'(R") tal que J_,f pertence a L*(R™). Dada uma fungao ¢ € S(R")
seja ¢*(z) = ¢(—z), = € R". Notando que p(—x) = p(z), vem que @* = .
Escrevendo ¢ = Jgp* pertencente a S(R™), tem-se

] Hs(Rn) — ||J895||L2(Rn) = ||J890*||L2(Rn) = ||¢||L2(Rn)

e também, ¢ = p* = fs\qﬁ, logo:

(o) = (F. T ) = (Juf o)) = / (14 212)"F fa)d(e) do,

n

portanto,

(o) < | 7]

I [P EAG S Py

LQ( L2 (Rn

desigualdade esta que demonstra ser f: S(R") — K continua na topologia de
H*(R™). Logo f estende-se a um tnico funcional linear continuo ao H*(R"), isto é,
feH*R"). N

A seguir mostra-se que para p € S(R™) a aplicagao linear

ur— pu de H*R") — H*(R")

¢é continua. Para isto observa-se que
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Lema 2.10. Para ¢ e u em S(R"), tem-se
2m)"2ou = ¢ * .
Demonstracgao: De fato, nota-se que

—_—

Gruta) = a2 [ e plyuly) dy
e o(y) = p(y), isto &,
ply) = (QW)_"/ / ') =) (1) dwdz.
Segue entao
Gta) = (emy e [ ][ et e o) dyduds =
= (2%)_"/ / e~ p(w)i(xr — 2) dwdz =
= (2n) " [ e = 2)p(z) dz = (2m) (i 9) (o)
que mostra o lema. W
Proposigao 2.17. Sejam ¢ € S(R") e u € H*(R™) com s real > 0, entdo
a) pu € H*(R").
b) A aplicagdo linear
ur pu de H(R") — H*(R")

¢ continua e verifica:

llpul Ho®n) = ¢ ||80||Hr(Rn) | He(R™)

onde 2(r —s) >n, C?=(2m) " Cy2*T e

1
SRy [ —
» (L gl

91
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Demonstragao: De inicio considera-se u € S(R™). Entao pelo Lema 2.10 segue-se:

[ el (G de = o [ (@4 ol?) @ <)o)l da,

n

Por outro lado,

s/2
v (1+ )" 2\r/2)
(U llo?) @ r )@ < [ i@ —y) [+ i)™ 16()] dy.
= (1+ yl)
que implica, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
2 S
N R (1+ 22" )
(41l x @) < Wl [ e =)l d
) Jen (14 ly11%)
Assim
. (1+ )
loulen < @) lolBreny [ / i) (o) dyde. (260)

Observe que 1+ ||z]|* < 2(1+ |z — y||*) + 2(1 + ||ly||* ), portanto
(L4 lall®)” < 2% (14 flz = l*)" + 2 (1+ [ly)*)",

donde pelo Teorema de Fubini,

Q)
i — ) drdy <
Jo bt
1
§225/ 7r[/(H||x—yr|2)5|a<x—y>|2dx]dy+
o (1)

+228/ [/\u T —y d:c]dy <
me (1+ ||y||

< 22sco[||ur

s 2
2 sy Huumn)} < 21, [l gy

De (2.64) e desta tultima desigualdade resulta

(i) (2.65)

Seja u € H*(R") e (u,) uma sucessdo de funcoes D(R") tal que w, — u em
H*(R™) (ver Coroldrio 2.11). Segue entao que

loul o (Rn) S c ||80||Hr(Rn) [

ou, — ou em L*R™).
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Por (2.65) vem que (pu,) é uma sucessao de Cauchy em H*(R"™), logo, existe v €
H*(R™) tal que pu, — v em H*(R"), portanto pu, — v em L*(R™). Da unicidade
dos limites vem que v = pu e

pu, = pu em H*(R").

Isto mostra a parte a). A parte b) segue de (2.65) e desta ultima convergéncia. W
A seguir dar-se-4 uma demonstragao simples da parte b) do Coroldrio 2.7 para
o caso particular p = 2 porém j nao necessariamente um inteiro.

Proposicao 2.18. Seja s > 0, s numero real. Entdo

3/4 1/4 s n
Hs(R") < HU‘H[{/ALS/B(Rn) HUHL/2(Rn) ) Vue H4 /3(R )

||l

Demonstracgao: Considere s > 0 pois se s = 0 nao se tem nada a demonstrar. Seja
¢ € S(R"). Tem-se:

ol = [ 1+ 1lalP) oo do.

Sejae>0e0 <o <s. Entao
(L [Jl*)* = (2e) 2 (1 + [|2[[)*~7 (2) 72 (1 + [ *)” <

S—0o 1 ag
< (Ll 4 - (U [l

As duas tltimas expressoes implicam

[11172e ) < el oo uny + 72 1911 r2o ey -

1
Escolhendo € = 5 ] 2o gy /||| r2cs—o (mn) nesta desigualdade, obtém-se

ol Ers@ny < 1@l zr2e-o)@ny |20 ny -
Com analogos argumentos e notando que
(L [|2]?)%7 = (2e)2 (1 + | |][*)*7 (2¢) 712

deduz-se que
||l Fr20 ey < ol mrto gy [0l 2Em) -
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Combinando as duas ultimas desigualdades, resulta

1/2 1/2
2oy < Nl an) (01 1ol

[l

Escolhendo o = s/3 nesta desigualdade, obtém-se a desigualdade desejada para
¢ € S(R™). A proposicio segue pela densidade de S(R”) em H**/3(R"). W

A Proposicao 2.18 foi obtida aplicando o mesmo método da demonstragao que
L.A. Medeiros [21] utilizou para demonstrar o caso particular s = 3.

A seguir serdo introduzidos os espacos H*(2). Denota-se por H*({2), s um
nimero real nao negativo e {2 um aberto nao necessariamente limitado do R", ao
espaco vetorial

H*(Q) ={u=v|g;v e HR")}. (2.66)

Dota-se a H*(2) de uma topologia. De fato, considera-se a aplicagao linear sobre-
jetora

H*R") — H*(Q), v—rv=0|q.

Observe que o niicleo N(r) de r é fechado. Com efeito, seja (v,) uma sucessdo de
elementos de H*(R") tal que rv, =0 e v, — v em H*(R"). Tem-se

|0 = vl

oy = [ (U4 1P) ayle) = )P o >

> [ o= o@Pde = [ o)~ v@Pde> [ o)

R
logo
/Q v (z)|*dx < lim ||lv, — UH?{S(Rn) =0

isto é, v|g = 0 o que mostra que N(r) é fechado.
Considera-se
H(R") — H*(Q)
Tl Mo (2.67)
H*(R")/N(r)

onde m é o homomorfismo canénico. Tem-se que ¢ é um isomorfismo de espaco
vetorial e X = H*(R™)/N(r) é um espago de Hilbert com produto escalar

(], [w]) x = (o], [w]), +i([e]ifw]),

onde
(], wl), =47 (v + wlllx — v — wl ),
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€ norma

o]l = inf { lwl] gugny 50 € [0]}. (2.68)

Equipa-se H*({2) com a topologia dada por H*(R"™)/N(r), via o isomorfismo o.
Assim
(ur, uz) sy = ([oa], [v2]) ,  onde  wi|, = uy e va|, = us, (2.69)

ey = V)l =t { o]l o ny svle = u}. (2.70)
Com esse produto escalar, H*(£2) torna-se um espagco de Hilbert. Na verdade, H*(€2)
equipado com esse produto escalar é isométrico ao subespaco fechado N(r)* (orto-
gonal de N(r)) de H*(R"), como serd mostrado a seguir.

Seja u € H*(§2). Denota-se por [4] a classe de equivaléncia determinada por u,
isto é,

lul

(@] = {v € H'(R"); 0l = u}.

Claramente, [4] é um subconjunto convexo fechado de H*(R™) pois N(r) é fechado
em H*(R"). Representa-se por u* a projecao ortogonal do vetor nulo sobre [@], mais
precisamente, u* € N(r)* e

||| e eny = min {[[o]| s en) ;v € [a]}-

Tem-se assim a aplicacao

Proposigao 2.19. A aplicagio T é uma isometria linear de H*(2) sobre N(r)*.
Demonstracao: Do isomorfismo do espaco vetorial
H*(R™)/N(r) = H*(Q), o([v]) =u, u=1|q
o definido em (2.67) vem que
HY(Q) T HYR")/N(r), o~} (u) = [i

é uma aplicacao linear. Seja v* € N(r)t a projecao ortogonal do vetor nulo sobre
[v]. Define-se a aplicagao

H*(R")/N(r) = N(r)*, Pl] = v".
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Tem-se que P ¢ linear. Com efeito,
P([v1] + [v2]) = P([vy + va]) = v*, vy +va = w+v*, w € N(r), v* € N(r)*
P([v1]) = v}, vy =w; + v}, wy € N(r), vi € N(r)*
P([va]) = v5, vy = wy + 05, wa € N(r), v5 € N(r)*.

Como a representagao de v +v, como uma soma de um vetor de N(r) e de um vetor
de N(r)* é tnica vem que v* = v + v}, isto &, P([v1] + [v2]) = P([v1]) + P([va]).
Analogamente P(afv]) = a P([v]), @ € K. Observe que

Tu= P(c(u))
logo T' é linear. Por outro lado,
(u1, u2) o) = ([v1], [v2])x = ([ui], [uz))x = ([wi], [uz])r + i([ui], ifud]): -
Tem-se
([wi], [u3))r = Re (u, u3)ms@n)
i([ut], dfus)) = ¢ Im (u, u3) ms(rn) -
Combinando as trés ultimas expressoes resulta
(w1, u2) s () = (Ul, U3) s (mn)

que mostra a proposicao. W
Como conseqiiéncia da proposi¢ao acima vem que H*(£2) é um espagco de Hilbert.

Observacao 2.19. Com o intuito de tornar autosuficiente a leitura destas notas,
mostra-se que a norma (2.68) do espago X = H*(R"™)/N(r) satisfaz a lei do parale-
logramo.

Com efeito, sejam vy € [v] e wy € [w] entdo vy £ wy € [v £ w]. Tem-se

1[o] + [w]l% + o] = [l < llos+wi
= 2]

2 2
wrs ey V1 — w01l ny =

2 2
s eny T 2 W] gre g
que implica, tomando o infimo de cada um dos termos da iltima expressao,
1[0] + W]l + 11Te] = [wlllx < 2[5 + 21Tl -
A desigualdade
2I[o)l15x + 2 fwlli% < Mol + [l + 1] = [w]llx

¢ mostrada de forma analoga.
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Proposicao 2.20. D(2) € denso em H*(R2), s real > 0.

Demonstragao: Por construcao a aplicagao r definida em (2.67) é continua. Seja
u € H*() entdo existe v € H*(R") tal que rv = v|g = u. Como D(R") é denso
em H*(R") (Corolario 2.11) vem que existe (y,) sucessao de funcoes de D(R™) tal
que ¢, — v em H*(R"), e pela continuidade de r, resulta r¢, — rv em H*(2), que
mostra a proposicao. H

No caso de ser s um inteiro nao negativo m e {2 um aberto limitado, tem-se o
seguinte resultado:

Proposicao 2.21. Seja 2 um aberto limitado do R™, Q de classe C™. Entdo
H™(Q) = {u=v|g;v e H"(R")}

e as normas ||ul Q) © [[|ul]

definida em (2.70) para s = m.

am@) sdo equivalentes, onde |||ul||gmq) € a norma

Demonstracao: Seja P: H™(Q2) — H™(R™) o operador de prolongamento dado
pelo Teorema 2.14. Considere u € H™(S2). Seja v = Pu entdo rv = rPu = u onde
rv = v|g . Isto mostra uma das inclusdes dos conjuntos. Por outro lado, note que
rD% = D%v, |a] < m, que mostra a outra inclusao.
Tem-se:
i@y < WPy < € Nl (27)

Por outro lado, seja v € H™(R") tal que rv = u. Entao

||Da(rv)||L2(Q) = ||T(Dav)||L2(Q) < ||Dav||L2(Rn) , el <m
logo
[ull gy < N[0l g gy -
Como v foi arbitrario segue-se que
[ell ey < el [ - (2.72)

De (2.71) e (2.72) obtém-se que as normas sao equivalentes. W

Conclui-se da Proposicao 2.21 que quando €2 é um aberto limitado do R™ com
Q2 de classe C™, a definigao de espago H™(2) dada no Pardgrafo 2.2 coincide com a
defini¢do dada por (2.66), (2.69), (2.70). Em geral, quando €2 nao é regular, tem-se
que o espago definido por (2.66), (2.69), (2.70) estd contido no espago definido no
Paragrafo 2.2. Para um estudo deste caso o leitor pode consultar N. Meyers - J.
Serrin [24].

Serao demonstradas algumas propriedades dos espagos H?*(£2).
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Proposicao 2.22. Se 0 < s1 < sy entao
H*?(Q) — H*(Q).

Demonstracao: Do fato H%2(R") C H*'(R") segue que H**(2) C H*'(2). Também
para u € H**(2),

{ve H?R"); vlg=u} C {we H*(R"); wlgo =u}.

Desta inclusao e notando que [|z{| sy gny < [[2[| oo rn) Para todo z € H*2(R"), vem

que
nf { ||

Hs1(R") swle = U} < inf { ] Hs2(R") Jvlo = U}

isto é,

que mostra a inclusdo continua de H%2(2) em H*'(2). W

Denota-se por C}*(€2) ao espago de Banach
Cy'(Q) = {u=v|g;v € C™(R") e D*v é limitado em Q, |a| < m}

equipado com a norma

lelepim = mix (suplDu(o)] )

alsm \ zeq

Claramente se  é limitado, C/"(Q) = C™(Q).

~ n . . ~ . -
Proposicao 2.23. Se s — 5 >m, m ntewro nao negativo, entao

H*(Q2) — C*(92).
Demonstracao: Faz-se a demonstracao por inducao com relacao m. Mostra-se o
resultado para m = 0.

Sejam u € H*(2) e v € H*(R") tal que v|q = u. Tem-se que

o(x) = (14 |lz1?) " (1+ |l2)* ) d(x) € L*(R") N LY (R™)

191l 3 gy < €2 0]

Hs(R)
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com C' = / (1+ [E )" dx < oco. Dados , x, no R", tem-se v(z) = o(x), logo

v(z,) —v(z) = (27?)_”/2/ [ei(w“’z) - ei(m’z)]@(z) dz.

n

Se x, — x em R", decorre desta ultima igualdade e do Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue aplicado as fungdes w,(2) = €@ §(z), que v(z,) = v(z),
isto é, v é continua em x. Como x € R foi arbitrario segue-se que v é continua em
R™. Portanto u é continua em €. Também

[o(@)] < @m)™2 [0 1 geny < (2m) 72 CV2 0]

gy » VZER"
que implica
||UHC;3(§) < (27)_n/2 c'? HUHHs(Rn) . Yve H*(R"), vlo=u

portanto

o [l s e

lull gy < (27)
que mostra a proposicao para m = 0.
Suponha o resultado valido para m > 0. Mostra-se que ele também é valido

para m + 1, isto é, para s — 2 > m + 1. De inicio observe que se v € H*(R™) entao

i

7 Hs—l R™
o, © (R") e
Com efeito, @(x) =iz; 0(z) e
825']‘

[ lely

ov

— <
o < vl

Hsfl(Rn)

i=1,2,...,n. (2.73)

H5(R™)

—

2
to = [ QIR ol o de <

< [ @+ lel?) @) do

que mostra a afirmacdo. Sejam u € H*(Q) e v € H*(R") tal que v|q = u. Pela

£

a—%(x)

v
primeira parte vem que v € Cf(R") e pela hipétese de indugio pois E € H* (R")
L

0
e 2 pode ser o R", & e Ci"(R™) e
01']-
0 0
'Da—”(x)gcl il , VeeR"ela|<m
an (91’]' Hs=1(R")
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que implica por (2.73) e notando que v € C'(R™) pois 88_21 e CO(RY), j =

L
1,2,...,n
|D*v(z)| < C1 v

mgn s VTER"e |of <m+ 1.

Assim

||u||cm+1 < Cl HU| H‘S(R") 9 VU E HS(Rn), ’U‘Q = U

isto é

[ ul (@) < C ||ul Hs(Q)

e a proposicao estd demonstrada. W
Observe que a Proposicao 2.23 é uma generalizagao, num certo sentido, do Teo-

n
rema 2.8 do Paragrafo 2.3, onde é estudado a imersao para o caso m — 5 > k.

Existem outros métodos para definir H*(€2), todos coincidentes quando 2 = R"
R? ou um aberto limitado regular. Como exemplo de algum desses métodos pode-
se mencionar os que usam a teoria de interpolagao de espagos de Hilbert (ver J.L.
Lions-E. Magenes [20]).

2.6 Teoremas de Traco

A seguir estuda-se uma versao elementar do teorema de traco. Considera-se um
aberto limitado € bem regular do R” (isto é, 2 de classe C™ para todom = 1,2,...),
com fronteira I'. Considere v € H'(2). Se u é modificada numa curva C contida
em () entao u é essencialmente a mesma funcao pois C tem medida nula em R",
portanto a restricaio de u a C nao esta bem definida. Andlogo raciocinio para a
restricao u a I'. No entanto é possivel dar um sentido a “restricao”you de u a I' e
caracterizar o espaco X onde estd definida vyu. A idéia é a seguinte: considera-se
uma sucessdo (u,) de fungdes regulares, u, € D(Q), tal que (u,) converge para u
em H'(Q). Entdao define-se you como o limite de (you,), You, = u#}r’ no espago
X. A funcao you é denominada traco de u em +, ou simplesmente, traco de u. Da
definicao de you e a caracterizagao de X é que trata o teorema de traco para as
fungoes u € H'(Q).

Seja u € H™(Q2), m > 2, e v(x) a normal unitaria exterior em = € I'. Genera-
lizando o resultado anterior e seguindo a mesma ordem de idéias, estuda-se o trago

]

v;u em I' das fun(;ées % j=1,2,...,m—1 (ou equivalentemente, o traco em I"
de D%, |a] = =0,1,. — 1). Isto serd analisado no teorema de trago para
as fun(;oes u € H m( ). Analogas consideracoes para as fungoes u € H™(R?).
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Seja Q = R . A fronteira I' = {(2/,0),2 € R"'} de Q ¢é identificada a R"!.
Para obter os resultados anteriores primeiro estuda-se o trago em I' das funcgoes
u € H™(R"). Depois por meio de cartas locais obtém-se os resultados de traco para
as funcoes u € H™ (), 2 aberto limitado bem regular do R™.

De inicio estuda-se o traco de fungoes u € H*(R). Fixa-se entao 2 = R” com
fronteira I'. Neste caso, define-se H*(T') como sendo H*(R"!), s >0, s € R.

Denota-se u|r por you para fungoes u € D(R%). Tem-se o seguinte resultado:

Proposicao 2.24. E vdlida a desigualdade
|voullme@a-1y < llullm@ny,  Vu e DRL).

Suponha demonstrada a Proposicao 2.24. Ela afirma que considerada D(M)
com a topologia induzida por H'(R"), a aplicagao

Yo: DRY) — H'2(R")

é continua. Sendo D(R%) denso em H '(R™), esta aplicagdo prolonga-se por conti-
nuidade a uma aplicacao linear e continua, ainda representada por 7, tal que

v: H'(RY) — H'2(R")

a qual denomina-se fun¢do trago, e seu valor you, para v em H'(R"), denomina-se
o trago de u sobre R"™'. Andloga terminologia para fungoes u em H'(£2), Q aberto
limitado bem regular do R".

Pode-se assim, enunciar o seguinte teorema, conhecido sob a denominacao de
teorema de trago para fungoes u € H'(R™).

Teorema 2.21. A funcdo trago aplica H'(R) sobre HY/2(R"™1) e o nicleo de v
é o espago HJ(R™).

Observacgao 2.20. Por construcao vem que 7, ¢ a Unica aplicagao linear e continua
de HY(R") em H'?(R"1) tal que

Vu € D(RY).

YoU = U

Rn—1>
Demonstra-se a Proposi¢ao 2.24 e a seguir o Teorema 2.21.

Demonstragao da Proposigao 2.24. Representa-se por F; a transformada de
Fourier no L*(R"'). Dado um vetor u € D(R%), para todo t > 0, sejam u(t) a
funcao de R"! em K dada por

u(t)(2') = u(a2',t) para 2’ € R™!
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e w(t) a funcao,
w(t) = Filu(t)]
w(a', 1) = w(t) (@) = (2r)" /2 / =)y 4 dy

Rn—1

/

Observe-se que (yu)(z") = u(2’,0) = u(0)(z’), logo:

1. ol By = OBy zggns, =

1/2
- /R (14 12'17) " 1 u(0) ()] da’ =

N\ 1/2
- / (1 11) " o o, 0)]
Rn—1

Tem-se também:

> 2
2 by = [ [ el =

0 Jret
= @Byt = [ RO By dt =
= / / lw (2, ¢)|° da'dt.

0 Jrn-1 5

Para j =1,2,...,n—1, seja D; = —- Entao:
(917]-

Fi[Dju())(2') = (—izj) Falu(t))(2") = (—iz))w(a’, 1),
para (2/,t) € R . Tem-se, também:

(Dju(t))(@") = (Dju)(a',1).

Do célculo anterior obtém-se:

5. Dl = [ { [ 10 @) a

5AHQmmawuﬁ=AHﬂWﬂWMmmﬂh=

:/ / ‘x;‘z lw (2, t)[* da'dt.
0 Jrn
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Fazendo v(2/,t) = —u(x’ ,t) resulta que

ot
ow , , ,
@) = AR,
logo
4 Dl = [ IO di -
> ° ow ,
= [ 1R = [T gt
0 0 Rr—1

Das trés ultimas relagoes conclui-se:

5. il = [ [ { L ) o a0 + | S ) }d:c’dt.

Fixando 2’ no R™7!, seja o(t) = w(z',t), t > 0, entdo p € D([0,00)) e ¢'(t) =

—z,t. a desigualdade de Schwarz o tém-se:
‘981;’ Da d ldade de Sch b
o0 d o0 ,
POF =- [~ SleOPdt=-2Re [ p()(e) de <
0 0
) 1/2 00 1/2
§2</ |s0(t)|2dt) (/ o O dt) ,
0 0
ou seja,

9 1/2
dt> |
9 1/2
dt) <

2 o 2 1/2 < ow
w (,0) 32(/ w (&, 4) dt) [ e
6. (1 + /1) Jw (2, 0)* <

<2 [Tas i) o) ( [ |G

2
dt.

< [Cas i) weord [ |G

0
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Integrando sobre o R™~!, aplicando o teorema de Fubini e levando em conta as
relacgoes 1., 5. e 6. obtém-se:

voul[agn—ry < [lullan )

o que demonstra a Proposicao 2.24. N

Demonstracao do Teorema 2.21.

a) 7, é uma aplicagao sobre — De fato, seja ¢ € S(R"™!) e considera-se

o(,20) = (Fip)(&) exp (—\/1 ¥ ||x/||2xn) ,

1—n

el 20) = F o)) () = 20)' 7 [ ()
Sendo v(0)(2") = v(2/,0) = (Fip)(2') tem-se
You=Fi w(0)] = F Fip=¢.

Resulta dai que para demonstrar que 7y é uma aplicacao sobre ¢é suficiente demons-
trar que u € H'(R%) e que ||ul[m@n) = |[@]]g/2@n-ry -
Note-se que sendo

& 1
/ exp (—2\/1 + ||x’||2xn) do, = L
0 2./1+ |||

obtém-se:
L [ a1ttt ) datdr, =
R
L 2\ /2 2 1
= 5 /Rnl (1 _'_ ||.f(:/” > |-F1S0 (.f(:/>| d,j(,’/ = 5 ||S0||§-[1/2(Rn*1)‘
Também: 5
Y ! \/72 /
n - 1 ! ) n
B, &) 1P o, )
e portanto:
ov / ? ’ 2 , 5
R axn R
* +

1
= B ||S0||§{1/2(]R”*1)'
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Fazendo:
Wj(l',,l'n):’él’;v(l’,,l’n), J :1a2> ,TL—L
ov
n /7xn i /7 n)s
W, ) = 5 ()
tem-se:

Dju(a',x,) = Fy Hw;(,)](2)), j=12...,n—1
Dy u(a', x,) = Fy Huwn ()] (2).

Sendo F; ' uma isometria de L?(R""!) sobre L*(R"!) tem-se:

n—1

3. / (Ju(2!, ) > + Z |D; u(2', x,)|?)dz'da,, =
R% j=1
%) n—1
= /0 <||U(95n)||%2(w1) + Z ||wj(95n)||%2(w1)> da, =
j=1

) n—1
= /0 <||U(xn)||2L?(R"1) +Y IIffl[wj(In)]lliz(Rnn) da, =

J=1
I

Tem-se também:

1
2
(L4 @) o 20) [P da'dan = 5 116l /)

n
+

2

0
4. / |Dyu(z’, 2,)|? da'da,, :/ ! (2, x,)| da'dx, =
R™ R" a:L’n
+ +
1 2
~ 5 H‘PHHl/z(Rnfly
Das relagoes 3. e 4. resulta que u € H'(R?}) e [|ul[g1wn) = |1¢]]g1/2(ra-1y . Note que

105

se a @1 e g correspondem, respectivamente, 1y e us entao a p — g corresponde u —
usy . Desta observacdo, da tltima relacdo e da densidade de S(R"™1) em H'/2(R"1)
resulta que vy é sobrejetora. Com efeito, seja w € H'/?(R"!) entdo existe uma

sucessao (p,) de fungoes de S(R™ 1) tal que
¢, —w em HY2R.
Seja u, € H'(R") a fun¢ao obtida acima com ¢, . Entao you, = ¢, e

w = url[mrny = |lop = orllmz@n1y
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logo (u,) é uma sucessao de Cauchy em H'(R"). Seja u o limite de (u,) em H'(R")
entao pela continuidade de 7, resulta

Pu = YoUu —7 YolU.
As duas dltimas convergéncias implicam yu = w. Também [[u|[gigr) =
HUJ||H1/2(R7L—1) . [ |

Resta demonstrar que o ntcleo de 7y é o espago Hg(R"). Para tal usa-se o
seguinte resultado:

Lema 2.11. Dados u € HY(R?) e p € D(RL), tem-se vo(pu) = (Yo0)(You).

Demonstracao: Observa-se que as aplicacgoes

o HHR?) — HYRY) e oo HAR"YH) — HZR"Y
U = ou U > (Yop)u

sao lineares e continuas, (ver Proposicao 2.17). Também, o lema é verdadeiro quando
u € D(R?L).

Seja (¢,) uma sucessio de D(R? ), convergente para u em H'(R"). Da continui-

dade das aplicagoes o1, 09 € 7, sao verdadeiros os seguintes limites na topologia de
H1/2 (Rn—l):

(Y00) (vou) = /}ggo (Y0@) (o) = ,}EEO Yo(epu) = v0(pu). W

b) O espacgo Hj(R") é o nicleo de y — Com efeito, sendo you = 0 para todo
JE— ] n
u € D(R%), tem-se you = 0 para todo u € Hj(R") = D(R’}r)H D

estar Hg(R") contido no nicleo de v .

, 0 que demonstra

Considere u € H'(R") tal que you = 0. Serd provado que u € Hj(R").

Caso 1: S(u)=supp u* éum compacto do R? . Para uu € N considere as fungoes:

1
0 se 0<t<—
L
1 2
0,(t) =t —1 se —<t<—
M M
1 se t>-—
7

cujos graficos tem a forma:
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v

=1
=
~

u, (2!, xn) = 0, (xp)u(a’, x,), (2, 2,) € RY

entao supp u, C S(u) N{R™ ! x [1/u, 00}, sendo este tltimo um compacto do R”
resulta que u,, é um elemento de H'(R'}) com suporte compacto contido no R” logo
u, € Hg(R") (ver Proposicao 2.4). Demonstrando-se que (u,) converge para u na
topologia de H*(R") ficard provado que u € Hj(R'). Realmente,

/EWA@—u@WdI=

= / dx’ </ 0, (xn)u(a!, z,) — u(x’,xn)\2dxn) =
Rn—1 0
1/p
:/ / \u(z', ) | dapda’+
Rn—1

2/p
/ / (pxn — 2)%u(2’, z,) | de,de’,
Rn—1

2 2 2
s =l < [ ol fanr don

demonstrando ser a sucessao (u,) convergente para u em L*(R').
Dado j =1,2,...,n— 1 tem-se:

Dy, (', 2,) = 0,(x,)(Dyu) (@, 2,).

logo,

Sendo Dju um elemento de L*(R’), tem-se que a sucessao (Dju,) converge para
Dju na topologia de L*(R"}). Tem-se também:

Dy (2, 2,) = 0,(20) (Dyu) (2!, 20) + 6, (20 )u(a’, 2).
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Sendo D,u, € L*(R"), a sucessdo de funcoes dada pela primeira parcela da ex-
pressao anterior, converge para D, u em L?(R"). Observe que u € L*(0,T; L*(R"™1))
e Dyu € L*(0,T; L>(R"™!)) onde 0 < T < oo, portanto u € C°([0,T]; L*(R"!))
(ver J.L. Lions [13]). Disto vem que u(0) = you = 0, onde u(0)(z') = u(z’,0),
2 € R"1. Assim

n o

0 al’n

w(a' x,) = w2, x,) —u(a’,0) = (2',t) dt,

de onde, aplicando a desigualdade de Schwarz, obtém-se:

2

lu(z’, 2,)]* < xn/ a@u (2, t)] dt <
0 T
9 [2/k 2
< ;/0 88; ()| dt,

para 0 < z,, < 2/u. Logo,

2/p
/ 10/ (0 )u(a, 2, |* da'da,, = / / P lu(a’, z,)|? do'd,, <
n Rn—1

2/p 2/u
<L, 2#/
Rn—1

2/p

A
Rnfl 0 8

provando que (D,u,) converge para D,u em L*(R").

dt dz,dx’ =

(SL’/, t) dtda:’,

Tn

Caso 2: Tome u € H'(R?). Seja # uma fungao teste no R" tal que 0(z) = 1
se [lz]] < 1ef(x) =0sellz|]] >2 0<60x) <1 Parap € N seja 0,(z) =
O(x/pn), € R" e uy(x) = 0,(x)u(r), + € R?. Entdo, (u,) converge para u na
topologia de H*(R"). Do Lema 2.11 resulta que vo(u,) = Y0(6,)70(w) = 0. Sendo
S(u,) C supp(d,) NR%, do Caso 1 resulta que u, € H}(R?), logo u € H}(R%), o
que completa a demonstragao do teorema de traco no caso R} . W

A seguir estuda-se o traco de fungoes definidas num aberto limitado do R™. Seja
entao () um aberto limitado bem regular do R™ cuja fronteira é denotada por I'.
Aqui precisa-se definir os espagos H*(I') com s > 0, s € R, o qual serd feito por
meio de cartas locais de I'.

Considere entao

Q={(W,yn) ER" " xR:|y| <1, i=1,2,....n—1,|ya| <1},
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Q+:Qm{yn>0}> Z:Qm{yn:()}

e um sistema de cartas locais U = {(Uy, ¢1), ..., (Un,pn)} de T verificando para
cada
k=1,2,...,N:

Pk QO,zl sao de classe C.

As condigoes de compatibilidade sao satisfeitas, isto é, se

2.74
U, N Uy # ¢ entao existe um homeomorfsimo Jy, de classe C* ( )
com jacobiano positivo de ¢k (U N Uy) sobre ¢ (Ux N Uy) tal que
(pz(l’) = Jkg((pk(l’)), Vo e Uk N Ug .
Considere funcgoes testes og, 01, ...,0n do R™ tais que
0<o0,<1, k=0,...,N, suppog C {2
N
_ 2.75
supp(ox) C Uk, k=1,...,N, e Zak(z)zl, Ve (2.75)
k=0
Dada uma fungao w definidaem I'e k =1,..., N, seja
-1/ 7 / n—1
,0 se eQ=]—-1,1
o) = |0 ey e Qo=1- 1 076)

0 se 3y € R"I\(Q.

Sendo supp wy = supp(oy oap,;l)‘z , (suppor) NI C UpyNT e como ¢y, aplica U, NT
sobre Y, tem-se:
supp wy C 2.

Note que X = {(y/,0);y € R"~1}.

Define-se o espago D(I'), isto é, o espago das fungdes C* em I', como sendo o
espaco das funcoes w: I' — K tal que wy, € D(R"!) para todo k =1,..., N. Assim
w depende localmente de (n — 1) variaveis e suas derivadas parciais sdo definidas
usando as derivadas parciais das wy. Note que D(I') coincide com o espaco das
funcoes F = {ulr;u € D(Q)}. Com efeito, claramente F C D(I'). Para mostrar a
outra inclusao utilize a construcao dada no Exemplo 1.4 do Capitulo 1 para prolongar
de forma C* cada wy a R™. Observe também que se w: I' — K é mensuravel, isto
é, cada w;, é mensuravel, entao o suporte de w é compacto pois I' é limitado.

Dado ntmero real s, s > 0, define-se H*(I") como sendo o espago das fungoes
w: ' — K tais que wy, € H*(R"!) para todo k = 1,..., N, munido do produto



Secao 7 Teoremas de Traco 110

escalar

N
(w,v Hs(r § (wk, Vk) s (Rn—1)
k=1

para todo par w,v € H*(I'). A norma deste espaco é denotada por ||w|

Tem-se
|w] 37y = Z ||wi|[7

Tem-se que H*(I') é um espaco de Hilbert sendo D(I') denso em H*(I'). Estes
resultados podem ser mostrados usando as cartas locais U de I' e notando que
H*(R™ ') é um espago de Hilbert e que D(R"') ¢é denso em H*(R"™!) (ver Coroldrio
2.10 do Parédgrafo 2.6).

Observacao 2.21. Note que se {(Vl, 1)y (Vi ¢M)} é outro sistema de cartas
locais de I satisfazendo as mesmas propriedades (2.74) que o sistema de cartas locais
U de T entao o novo produto escalar para H*(I") definido por

M

((u,v))ms(ry = Z(wk,vk)Hs(Rnfl)

k=1

proporciona uma norma equivalente em H*(I') & norma ||u||gsry dada em (2.77).
Assim a definigdo do espago H*(I') nao depende da escolha do sistema de cartas
locais de I'.

Para mostrar o teorema do traco parau € H'() precisa-se do seguinte resultado.
Fixa-se k =1,..., N e considera-se o espaco F}, das funcoes w: I' — K tais que

w = 0 fora de (suppoy) NT ev=wop,' € H'(R").

Equipa-se este espaco com a norma

[w]Hs(F) = HU| Hs(Rnr—1) -

Proposicao 2.25. Tem-se, para s > 0, s € R:

a) Iy, ¢ H*(I') e em Fj, as normas [u]gsry e ||ul

He() 40 equivalentes.

b) Sew € H*(T') entao
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Demonstragao: Claramente se (supp o) N (suppox) NI = ¢ entédo

||wg| HS(Rnfl) = O

Aqui utiliza-se a notagao (2.76). Seja entao o, tal que (supp oy) N (supp o) NI # .
Da condicao de compatibilidade do sistema de cartas locais U de I' vem:

o (€,0) = 0 (T (£1,0)), (£,0) €X (2.78)
e
er ' (¥,0) = ¢ (Jre(y',0)), (4,0) €. (2.79)
De (2.78) e notando que X é um aberto limitado de R"™!, obtém-se:
[[wel s n-1y = Il 0 0" 0 T ) (w 0 9 0 g lge(ey <
< COllwo gt o It |[5ss) < Cllw o @i H[3s @n-1y <
< C[w]%{s(p) )
Esta expressao e (2.77) implicam
N
wl ey = Z |[wel 3 gn-1y < Clwlgsry- (2.80)

/=1

Decorre desta desigualdade em particular que w € H*(I'). Da igualdade w(z) =
N

> op(z)w(x) para quase todo z € ', e de (2.79), resulta
=1

N
w(pp) = (000 97" 0 Ju) (wo o7t 0 Jig) 5. em B
/=1

<

(o0 @yt o Jue)(w oyt o Jie)|Fexy

WE

[lw o @i H|[3s@n-1y < C

(=1

C

%S(Rnﬂ) = Cl|w| ?{S(Rnﬂ)

1(oe o @g ) (wowy )|

IA
WTMZ

1
isto é,

As desigualdades (2.80) e (2.81) proporcionam a parte a) da proposicao. A parte
b) é uma conseqiiéncia de (2.77). N
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As diversas constantes C' > 0 que aparecem na demonstracao da Proposicao 2.25
denotam uma constante genérica C' independente de w. Nas demonstragoes que
seguem desta segao denotar-se-4 com C' > 0 a uma constante genérica independente
das fungoes principais em estudo.

N
Seja u € H'(Q) entao u = Y opu quase sempre em ). Para cada k=1,..., N
k=0
define-se a funcao

(oxu)(er (Y y)) se (¥ yn) € QF

0 se (v,yn) € RT\QT. (2:82)

e(Y', yn) =

Seja u € D(Q). Denota-se por You & restricao de u a I'. Tem-se:

Proposicao 2.26. Eriste uma constante C' > 0 independente de u € D(Q) tal que
|voull ey < Cllullaey, Yue D).

Demonstragao: Seja v € D(Q). Das Proposicoes 2.24, 2.17, do Lema 2.6 do
Pardgrafo 2.4, e de (2.82), vem:

2
[VO(Uku)]Hm(p) = ||70Uk||§{1/2([;gn—1) < ||Uk||§{1(R1) =
= Hvk||12r{1(Q+) < C||0'kUH%11(Q) < C||U||§{1(Q)

logo
N

||70UH?L11/2(F) = Z[Ukuﬁp/z(p) < CNHUH?LP(Q)
k=1

que mostra a proposicao. W
Observando que D(2) é denso em H'(), a Proposicao 2.26 permite prolongar

7o por continuidade a H'(2), prolongamento ainda denotado por 7y, e obtém-se a
aplicagao linear e continua

Yo: HY(Q) = HYA(I).
As terminologias para you e 7y sao as mesmas que as introduzidas para o espaco
HI(R?).
Note que, a menos de cartas locais de I', por construcao vy é a tinica aplicacao
linear e continua de H'(Q2) em H'2(T') tal que

You=ulp, Yu€ D).
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Note também que

N

2
||70u||§{1/2(1“) = Z [(700_16)(70“)}]{1/2(11) 5 Yu € Hl(Q) (2'83)
k=1

resultado que é conseqiiéncia da parte b) da Proposicao 2.25 e de que o(opu) =
(700%) (You), para todo u € H'(Q), fato que pode ser mostrado notando que a
aplicagao linear

HY2R™Y = HY2R™),  u— pu

com ¢ € D(R"™!), é continua (ver Proposigao 2.17 do Pardgrafo 2.6).
A seguir vem o teorema do traco para as fungoes u € H'(Q).

Teorema 2.22. O nicleo de vy coincide com H(Q) e vy € sobrejetora.

Demonstracao:
a) O nucleo de vy é Hj(9): Claramente, Hj () estd contido no ntcleo de g . Por
outro lado, seja u € H'(Q2). Considere uma sucessio (u,) de fungdes de D(Q) tal
que

u, —»u em H'(Q).

Entao, para k=1,..., N,
opu, — opu em  H'(Q).
Desta convergéncia e de (2.83) resulta
Yo(oru,) = yo(oru) =0 em  HYA(T).

Sejam vy, ,, e vy, as fungdes definidas por (2.82), segundo o,v,, e opu, respectivamente,
entao pelo Lema 2.6 do Pardgrafo 2.4, vem que

vk € D(RY), v, € H(RY)
e pela tltima convergéncia,
Yo (Vi) = Yo = 0.

Pelo Teorema 2.21 resulta entdo que vy € Hj(R'), que implica v, € HJ(QT),
N
portanto opu € H}(Q), para k = 1,2,...,N. Como u = Y opu + oou e ogu €

k=1
H}(S2), obtém-se que u € HE ().
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N
b) v é sobrejetora: Seja w € D(I'). Tem-se w(x) = > op(x)w(x), x € T
k=1
De (2.82) vem que

wr(y') = ve(y/,0) € DR™), k=1,2,...,N.
Pelo Teorema 2.21 resulta que existe z;, € H*(R") tal que
Yozk =wie e |[zkl|mry) = [lwkl[m2@n-1) - (2.84)
Seja pr, € D(R™) tal que supp px C Q e pr = 1 no suporte de o, 0 ;" . Tem-se:
prze € HH(QT) e yolprzr) = we.

Define-se ug(x) = (pr2r)(vx(z)). Entao pelo Lema 2.7 do Pardgrafo 2.4 e pela tltima
expressao, obtém-se que uy € H'(Q),

|| 1) < Cllpwpzellmr@r) € Your = (Yoow)w. (2.85)
Tem-se de (2.84):

||szk||%{1(Q+) < C||Zk||%{1(m) = CHwkH?{l/Z(R"*l) -
2
= C[(%Uk)w} HY/2(T)

As duas tltimas expressoes implicam

2
||Uk||§{1(sz) < C[(’Yoo'k)w]m/z(p) .

N
Seja u =Y uy, entao u € H'(Q), e de (2.85),
k=1
N N
You =Y Yotk = Y _(Yok)w = w.
k=1 k=1

Também da ultima desigualdade resulta

N N
2
[l = C 3 Nl By < C S [(oow)] ey =
k=1 k=1

= C||wH§{1/2(F)
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isto é,
[l iy < Cll g (2.86)

Seja w € HY/?(T) entdo existe uma sucessao (w,) de fungdes de D(T') tal que
w, —w em HY*T).

Seja u, € H'(Q2) a fungao determinada em (2.86) com w,, , logo You, = w,. Note
que por construgao a w, — w, corresponde u, — u, . De (2.86) resulta entao

[ = urllmri@) < Cllwy = well gz

portanto (u,) é uma sucessao de Cauchy em H'(Q). Seja u € H'() o limite desta
sucessao. Entao pela continuidade de vy resulta

w, = You, — you em HY*T).

Das duas tultimas convergéncias vem entao you = w, o que conclui a demons-
tragao do teorema. W

Observagao 2.22. Seja u € H'(Q) com yu = 0. Entdo pelo Teorema 2.22 vem
que u € H (), portanto, existe uma sucessao (¢,) de fungoes de D(Q) tal que

o —u em H'Y(Q)

isto é, u pode ser aproximado em H'(f2) por funcoes regulares cujas restri¢oes a I’
sao nulas. Com base nesses argumentos e por uma extensao de linguagem diz-se que
se u € HY(Q) com you = 0, ou equivalentemente u € Hg(€), entdo a restricio de u
a ' é zero.

A seguir estudar-se-4 o trago das derivadas de fungbes u pertencentes a H™(€2),
m > 2. Como no caso do estudo do trago de fungoes, inicia-se o estudo enunciando
o teorema de traco para funcoes u € H™(R" ). Antes, porém, serd fixada a notacao.

Como no inicio da segao, identifica-se a fronteira I' de R com R""'. Seja
u € D(R7). Define-se

(yju)(a’) = (D}, u)(2',0) = 7o(Dj u) (')

para j = 0,1,....m —1e 2’ € R*! sendo D, = - Representa-se por X ao

o0x,
espaco de Hilbert

m—1
X = H Hm—j—%(Rn—l)

7=0
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e sua norma por
Jwl[% = Z 10311354 gnsy

onde w = (wp,wy,...,Wy_1). Note que (D(R"71))™ é denso em X. Tem-se o
teorema de traco para H™(R"):

Teorema 2.23. Seja Q2 =R . A aplicagdo linear

© = (P, NPs - -, Yma®), D) = X,

prolonga-se por continuidade a uma aplicagdo linear e continua v em H™(2), m > 1,
sobre X, cujo nicleo € o espago HJ'(Y). Tem-se ainda que v possui uma inversa a
direita linear e continua, isto €, existe uma aplicacdo linear e continua A de X em
H™(Q) tal que v(Aw) = w para todo w € X.

A aplicacao v denomina-se traco de ordem m — 1. O trago da funcao é o traco
de ordem zero.

A demonstragao do Teorema 2.23 serd feita em trés etapas.

Na primeira demonstra-se que a aplicacao dada é continua quando considera-se
em D(Q) a topologia de H™(Q). Para isto, basta provar que existe C' > 0 tal que

Pl sy gy < Cllullimiey
para todau € D(Q) e j =0,1,...,m — 1.

Na segunda etapa, prova-se que o ntcleo de v é o espago H*(€2). Sendo D(f2)
denso em H['(2) e yu = 0 para todo u em D(Q2), portanto H{'(2) estd con-
tido no nucleo de 7y, restara apenas demonstrar que se u € H™() e vu = 0,
j=0,1,....,m—1, entdo u € H*(2). Finalmente, na terceira e tltima etapa da

demonstragao, constréi-se uma inversa a direita de 7, o que também provara que
aplica H™(2) sobre X.

Demonstracao do Teorema 2.23

Primeira Etapa: Da Proposigao 2.24 tem-se:

ol ey < el ey » W€ D).

Fixe j para j = 0,1,...,m — 1 e considere o multi-indice @ = (¢, ) com o =
(a1, ..., n-1). Seja Fi a transformada de Fourier no L*(R""). Para todo u em
D(Q), tem-se:

(@)™ Filyw)(@)] = |Fr (ro(Dw) (@)]:
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Observe, também, que se || < m — j — 1, entdo o] < m — 1, portanto
1Dl 31 () < [l e -

Das treés ultimas expressoes resulta
1/2 m—j—1
o 112 1112 ) "2 /
ls gy = [ (1 12P) 7 (1 120) ™ 1A @F d <
<c Y[ (1) et ) e <
Rn—1

la/|<m—j—1

<C Y D%l < lull}

Hm(Q) .
o | <m—j—1

Segunda Etapa: Para provar que v~ '(0) = HJ"(f2) serao salientados certos resul-
tados enunciados e provados sob a forma de lemas.

Lema 2.12. Seu € H™(2) e you =710 = -+ = Ypm_1u = 0 entao

2 2m—1 2/“,
(e, 2|2 < (-) / D™ (2 1) dt
H 0

2
para quase todo v’ € R 1 e 0 <z, < =, uinteiro positivo.
L

Demonstracao: O caso m = 1 foi anteriormente demonstrado (ver Caso 1 da
demonstracao do Teorema 2.21). Suponha o Lema 2.12 verdadeiro para m > 1 e
seja u € H™(Q) tal que you = y1u = -+ = Yp_1u = Yt = 0. Sendo v;(Dyu) =
Yirru =0 parai=1,2,...,m—1e D,u € H™(Q), da hipdtese indutiva vem:

|<Dnu><a:',t>|zs(3)2m_l /02/ D (! ) ds

W

2
para que todo 2’ € R" ' e 0 <t < = Resulta, também, do caso m = 1 que
1

/ 2 2 2 / 2
lu(z’, )" < | = |Dpu (2, t)]" dt <
K/ Jo

( )2m+1/02/“\<Dm+1 u) (@, 5)[" ds,

2
para quase todo 2’ e R" 1 0<z, <~ N

IA
=N

7;
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Lema 2.13. Dado um inteiro positivo p, seja 0 € CP(R) tal que 0 < 0(t) < 1 para
todot € R, 6(t) =0set <1el(t)=1set>2. Paratodop=1,2,..., seja
6,(t) = 0(ut) para todo t € R. Entao:

a) Se u € L*(Q), seja u,(x) = 0,(z,)u(z) para x € Q, resulta que (u,) converge
para u em L?(2).

b) Se u € HP(Q) e you = yyu = --- = y,_1u = 0, entdo a sucessao (v,) converge
para zero em L*(Q2), onde v, é dada por:

vy (x) = Qgp)(xn)u(x), x € S

Demonstracao: A primeira parte é uma conseqiiéncia direta do teorema de Lebes-
gue sobre convergéncia dominada. Para demonstrar a parte b), considere-se M > 0
tal que |[0®)(t)] < M, t € R. Usando o Lema 2.12 obtém-se para u suficientemente
grande:

2/u 2/p
o] 22y < M / / D (a0 da'dt = M / 1D u(t)][22anry dt.
0 n— 0

Notando que ||DE u(t)||p2@n-1y € L*(0,00) vem entdo que (v,) converge para zero
em [*(Q). W

Observacao 2.23. Para determinar uma funcao 6 nas condigoes do Lema 2.13

pode-se proceder como segue. Considere uma funcao o € D(R) tal que 0 < o < 1,
3 5
o(t) =1 para 2 <t< 5 © o(t)=0parat>1,t>3 (ver Exemplo 1.4 do Capitulo
1). Entao
t) se t<2
o(t) | 7 -
1 se t>2

satisfaz as condicoes requeridas. W

Prova-se, a seguir, que v~ 1(0) C H(Q). Seja § € C™(R) tal que 0 < 0(¢) < 1,
O(t) =0set <1led(t)=1set>2. Considere-se u € H™(Q) tal que you = y1u =
o =Ypou=0. Se 0,(t) =0(ut), p=1,2,... e t € R, seja

u, (2, x,) = 0, (2, )u(z’, x,), 2 € R* 2, >0.

Considere-se o multi-indice a = (o, g, ..., a,_1,7) = (¢, j) com |[o/| +j < m. No
caso J = 0 tem-se:

(D%up) (', 2n) = Op(n)(Du) (2, 20),
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portanto, pelo Lema 2.13, resulta que (D%u,,) converge para D*u em L*(2).
No caso 0 < 5 < m, tem-se:

(D4,)(2) = By +Z()e<p 5) (DI DY) (3).

Para continuar a demonstracao, admite-se o seguinte resultado, o qual sera provado
ao final da segunda etapa.

Lema 2.14. Seja q > 1 um inteiro. Entao

DY (i) = %(D" )
para toda o € H1(Q), i =0,1,...,q—1 e multi-indice &« = (v, ..., 0n_1,1) = (a/, 1)
tal que |a| = |o/| +i < q—1.

Admitindo o Lema 2.14, obtém-se que v;(DJ P D*u) = 0, parai = 0,1,2,..., p—
lep=1,2,...,5. Note que 0 < j < m. Usando este resultado e a parte b) do Lema
2.13 decorre que a segunda parcela que aparece na expressao para D%u, converge
para zero em L*(Q). Logo, a sucessao (D“u,,) converge para D*u em L*(Q). Resulta,
dai, que a sucessao (u,) converge para u em H™(S).

Seja ¢ € D(R™) tal que p(z) = 1se ||z]| <1 e ¢(z) =0se ||z|| > 2. Para todo
0 =1,2,..., seja uu () = ¢ <%) u,(z) para € R} . Entdo u,, é um vetor de
H™(£) com suporte compacto em €2, logo u,, € Hi*(£2). Sendo (u,,) convergente
para u, em H™ (1), quando ¢ tende para o infinito, conclui-se que u, € H{*(€?), logo
ue H'(Q).

Resta, para completar a demonstracao da segunda etapa, provar o Lema 2.14, o
que sera feito a seguir.

Para demonstrar o Lema 2.14, suponha que ele seja verdadeiro para ¢ em D((Q).
Dado v em H?((), seja (p,) uma sucessao de D(Q) convergente para v em H?(().
Logo, (7i¢,) converge para ;v em He=i=3 (I"), e como por hipétese |a| < g—i—1 <

1

— 1 — —, tem-se:
1 >

D*(vip,) converge para D%(yv)

1
em H*(I'), s=q—|a|—1i— 3 Tem-se, também, (D%p,,) convergente para D% em

H71el(Q), portanto:

vi(D%p,) converge para ;(D%v)
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em H*(I'). Conclui-se que v;(D%) = D*(y;v) como se desejava provar.

Terceira Etapa: Deduz-se o argumento descrito para esta etapa, como nas anterio-
res, por meio de lemas.

Lema 2.15. Para todo u € S(R") e j =0,1,2,...,m — 1, vale a sequinte rela¢ao:

1

Falyyu) (@) = (2m) / (it (Fu) (o, 1) dt,

para ' no R"™Y, sendo F a transformada de Fourier no L*(R").

Demonstracgao: Represente por j-: e ]-i, respectivamente, as transformadas de
Fourier inversas de F e F;. Sendo ]-" Fu) = u, obtém-se:

(! a0) = (2m)3 / dy/ / A (Fu) (o y) dg
Rn 1

Fazendo

-

w(2") = (2m) "2 /(it)j (Fu)(2',t) dt,
R
obtém-se, da ultima expressao:
(yju)(2') = (Dyu)(a’,0) =
= (2m)"% / dy / (iyn)? € (Fu) (Y, yn) dyn =
Rn—1 R
=en) 5 [ iy = (Fue),
Rn—1
de onde resulta F;(y;u) = w, como se deseja demonstrar. W
Prova-se, a seguir, que existe uma aplicagao linear
Az (D)™ — H™(S),
m—1
continua relativamente & topologia de [] H™7~2(T"), tal que vAp = ¢ para
=0
todo ¢ em (D(I'))™. Provada esta afirmativa, usa-se a densidade de (D(I'))™ em
1 H m_j_%(F) para estender A a este tltimo espaco, sendo, obviamente, tal ex-
j=0

tensdo, linear, continua e uma inversa a direita de v. Dado w = (wg, w1, ..., Wy_1)
em (D(I"))™ e para j =0,1,2,...,m — 1, considere-se

a; = /tzj(l + ¢2) =Mt g
R
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1 (L + Jl2/|*)m=
(2m)~2 ayid (1 + [[]|?)m+

vi(@) = o), (Frw;) (@),

sendo x = (2/, x,,) no R™.
Da escolha de a; resulta:

1. (2m)-} / (it vy (& ) dt = (Fru)(2).
R
Com efeito, se A;(z’) denota o membro esquerdo de 1., obtém-se:
Fuu)la) [ 0+ [ DI
TR Y P RN
_ (Fuw)(@) / I [l2/)P)7 2 /(U | dt
aj  Je [1+e2/(1+ [l/]*)] ™

Aj(2) = (

Fazendo-se a mudanca de variaveis s = /(1 + ||2/[|*)2, obtém-se entao

Aj(z)) = M/R$2j(1 +S2)—(m+j) ds

a;

que implica a igualdade desejada.
Tem-se:

2 | @ty

para todo j = 0,1,2...,m — 1, sendo C' > 0 uma constante independente de
w = (wo, wy, ..., Wy_1) € (D))" edel=1,2,...,m.

Mostra-se 2. De fato, se B; representa o membro esquerdo de 2., obtém-se:

o (52| i < Cllul .

mT (D)

21 2 2 w (L [Ja)?)>m T\ 2
By == | |Fuw; ) A+ |2+ 22) e (7) da' da,.
a; Jge (T+[|='* + %)

1/2

Fazendo a mudanca de varidveis z,, = £t(1 + ||2’[*)!/2 nesta expressdo vem :

2m o 1 ) /6(1 St 22)m 42
B; = — 1 Iy Frw;) ()] da’ — dt.
1= 2 L A ) O |

Notando que 1 < ¢ < m, resulta

(e A" o
(L) = (L)t =
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logo

01+ ee2)m e 2m+1 2 2m+1
/I‘g (1—|—t2)2(m+j) dtSm /Rmdt—m a; .

Combinando-se esta desigualdade com a pentltima expressao, obtém-se:

2 .
By <t [ ) ((F) @ d <
a] Rnfl
2
< C||wj||Hmfjf%(F)
m2m+l
com C' =27 que mostra a desigualdade 2.
Sejam Cyp; ((=1,2,...,me j=0,1,...,m — 1) nimeros reais tais que
m . 1 se j=k
3. Cop 0Tt =0, =
5:21 * Tk 0 se j#k.

(Para a resolugao deste sistema de equagoes ver o determinante de Vandermonde
que aparece na demonstragao do Teorema 2.13 do Pardgrafo 2.4).
Considere u: R" — K definida por

m—1 m
4. u(z) =u(d,x,) = > > Copvg (:E’, 5‘37") )
k=0 (=1
Define-se
5. Aw = fu‘ﬂ )

onde F 6 a transformada de Fourier inversa definida em L2(R™).

De 2. decorre que Fu € H "(R™) onde F é a transformada de Fourier inversa
definida em L?*(R™), logo Aw € H™() e, além disso,

|Aw]|m(e) < Cllw

m—1 -1
I1 H

Mostra-se sem dificuldade que A é uma aplicacao linear. Conclui-se, deste modo,

que A é uma aplicacao linear e continua de (D(I'))™, com a topologia de X =
m—1
[T H™~2(T"), em H™(S).
=0
A seguir provar-se-4 que yAw = w, para todo w € (D(I"))™, ou, equivalente-

mente, que Fi(y;Aw) = Frw;, para j = 0,1,2,...,m — 1. Com efeito, do Lema

m
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2.15 e da definicao 4. de u, resulta

Levando em consideracao a definicao 3. dos Cy; e fazendo a mudanga de variaveis
s = t/{ nesta ultima integral, obtém-se

Fi (VJAU}) ( 172 Z {ZC& ]—H} / ZS)j 'Uk(l’/, S) ds =

_ (2m) 12 /R (i) v;(a, 5) ds = (Frw;)(&).

m

A propriedade yAw = w, para todo w € X seguird da densidade de (D(I"))
em X e da continuidade dos operadores v e A. Conclui-se assim a demonstragao do
Teorema 2.23. N

A seguir analisa-se o trago das derivadas de fungoes definidas num aberto limitado
do R™.

Seja entao €2 um aberto limitado bem regular do R™ com fronteira I' e v(z) a
normal unitaria exterior em x € I'. Para > 0 e € > 0 introduz-se as notagoes

Qse ={(,yn) ER™ |yl < 0,i=1,2,...,n—1,—c <y, <¢e}
Q;_e = Q(Sam{yn > 0}7 26 = Qéam{yn :0}

(Q11 = Q e ¥y = X). Para poder aplicar a Q os resultados de trago obtidos para
R” precisa-se de um sistema de cartas locais {(U, ¢1), (Us, ¥2), ..., (Un,¢n)} para
I' que além das propriedades assinaladas em (2.74), mudando @ por Qs. , verifique
também a seguinte propriedade geométrica:

Cada @lzl aplica vetores ortogonais a >5 e do mesmo sentido
que o vetor (0,0,...,0,—1) do R™ em vetores ortogonais (2.87)
a I' N Uy e dirigidos ao exterior de 2, k. =1,2,..., N.

Graficamente esta propriedade adota a seguinte forma:
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U
k AN
-1
Q (Pk +
k\ Q88
|| || >
i i l l R
r
Um sistema de cartas locais { (U, ¢1), . . ., (Un, pn) } de I' satisfazendo a condigao
(2.87) verifica, como serd mostrado mais adiante, para k = 1,2,..., N, a igualdade
oy u(y',0) = (=1)" ay—m(Uku)(@El(Z/, 0))
para toda u € D(Q), (y',0) € L em = 1,2,...,. Para as definicdes de o} e vy, ver

(2.75) e (2.82), respectivamente. Esta igualdade permite obter resultados de trago
para fungoes definidas em (2 andlogos aos obtidos no Teorema 2.23 para fungoes
definidas em R .

A seguir constréi-se um sistema de cartas locais para I' verificando as condigoes
requeridas. Para isto utiliza-se a nogao de vizinhanga tubular (ver, por exemplo,
M.P. do Carmo [5]). Seja entao z* € I'. Considere uma carta local {V,} para z*
verificando as condigoes (2.74). Assim

vV = Q, Q= V
sao bijegoes de classe C™ e verifica-se
(VN =QF, Yp(VnT)=%, ¢*)=0, 0€R".

A existéncia de {V,1} satisfazendo estas condigdes é obtida aplicando dilatagoes,
translagoes e restricoes a uma carta genérica para x*.
Considere a aplicacao &: () — R™ definida por

W) =0 (Y, 0) — yur (¥ (Y, 0)). (2.88)
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Como ¥~ e v sao de classe O vem que & ¢é de classe C°. Tem-se:

%Ty(o) 8*;7@ ()
%Ty(o) 8*;7@ —12(¥71(0))
MTJ(O) 8‘57(0) —a(071(0) |

As (n — 1) primeiras colunas desta matriz formam (n — 1) vetores tangentes a I em
2* e estes vetores sao linearmente independentes pois ~1: ¥ — V N T é injetora
de classe C*. A tltima coluna da matriz é um vetor ortogonal ao plano tangente
determinado em z*. Portanto as colunas de DE(0) formam uma base de R™ no ponto
x*. Assim a matriz DE(0) é invertivel. Segue entdo pelo Teorema da Aplicacao
Inversa que existe um paralelepipedo Qs. de R" e uma vizinhanca U de z* tal que
£: Qs. — U é uma bijecao de Qs. sobre U e &, €71 sao de classe C*°. Entao (U, @)
com o = £~! ¢ uma carta local para z* que satisfaz as condicoes requeridas. Note
de (2.88) que ¢~ '(y',0) = ¥~ '(y, 0).

Como z* € T foi arbitrario e I' é compacto segue-se do exposto que existe um
sistema de cartas locais {(Uy, 1), ..., (Un,pn)} para I tal que

Spk‘: Uk‘ — Q(Sj&j € Splzlz Q5j€j — Uk
sao bijecoes de classe C*, k = 1,2,...,N. Tomando 6 = min{d;,...,0n},
e = min{ey,...,en} e fazendo-se as respectivas modificagoes nos U;, obtém-se
um sistema de cartas locais V = {(Uy, ¢1), ..., (Un,¢n)} de I" tal que
op: Uy — Qse e o' Qse — Uy
sao bijegoes de classe C°°;

(U NQ) =Q5., @r(UpNT) = s
er (Y un) = 00 (Y 0) = v (9 (Y, 0), Y (Y 0n) € Qse
k=1,2,...,N;

e as condigoes de compatibilidade sao satisfeitas, isto é, se Uy N Uy # ¢

(2.89)

existe um homeomorfismo Ji, de classe C° com jacobiano positivo de
ok (U N Uy) sobre @,(U, N Uy) tal que
gOg(ZL’) = Jkg((pk(l')), VeeUNU,.
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Os espagos H*(I") definidos utilizando-se o sistema de cartas locais U de I" veri-
ficando as condigoes (2.74) e os definidos por meio do sistema de cartas locais V de
I" verificando (2.89) s@o iguais e tém normas equivalentes (ver Observacao 2.21).

Consequientemente a demonstracao do Teorema 2.22 pode ser feita utilizando-se
o sistema de cartas locais V de I' e obtém-se o mesmo resultado.

No que segue desta secao considerar-se-a o sistema de cartas locais V de I' veri-
ficando (2.89).

Seja u € D(Q2). Introduz-se as fungoes

(Y yn) = wlor (Y yn)s (Y yn) € QL USs = Q

k=1,2,...,N. Tem-se o seguinte resultado:

Lema 2.16. Seja u € D(Q). Entdo para cada k =1,2,..., N, verifica-se

a.] , . 1,7 a']u —1 / v / *

para j =1,2,....

Demonstragao: A prova sera feita por indugao com relagao a j. Para (v, y,) € Q*
fixado e h > 0 pequeno, tem-se:

% [y yn + 1) — 2y )] = % [l (¥ yn + 1) = uler (¥ 9n)] =
1

S [u(0r (4, 0) = (yn + W)v(03 (4, 0))) — u(er (¥, 0) — yar(5 (¥, 0)))].

Fazendo-se h — 0 resulta
0

o210 tn) = (1) 5Ll 0.0) = vl 00)) =

= (1) Ll )

que mostra o lema para j = 1. Suponha o lema valido para 7 > 1. Mostrar-se-a o
resultado para j + 1. Tem-se, pela hipotese de inducao e para h > 0 pequeno:

1o ¥

= (1) | 00 = (Rl 0, 00)-

- 2 e .0~ et 00|
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Fazendo-se h — 0, obtém-se o lema para 7+ 1. N
Sejam 0q, 01, 09, . .., oy fungdes de D(R™) tais que

suppog C 2, 0< o <1, k=0,1,....N

N
suppor, C Uy, k=1,2,...,N e Zak(z)zl, VaeQ.
k=0

Seja u € D(Q). Considere as funcdes

(@i (' ) ulei (o yn) se (4, un) € Qi

(Y, yn) = M (Vs yn) 2 (Vs yn) = Tk
0 se (¥,yn) € RE\QL

(2.90)
k=1,2,...,N. Pelo Lema 2.16 resulta
o 2 (o) o ) se () € O
o k(Y yn) = | OV BT > (2.91)
0 se (¥ yn) € RE\Qy
e
. (e ) 2 (0 9) 50 () € Qi
hie (Y’ Yn) ol (Y yn) = o’
0 se (v,y.) € RI\QL
(2.92)
para j =1,2,....
N _ _
Da igualdade u(z) = > op(x)u(x), = €2, vem, para u € D():
k=0
Bu o~ O al
ovJ pet ovJ (o ¢ 8V? Z Tk v 8I/J (2.93)
du Hu
Denota-se por y;u e oy, y;u as respectivas restrigoes a I' das fungoes Y €0 — EME
j =0,1,.... Também denota-se por v;vy, e hy7;z) as respectivas restrigoes a R" ! x
> o’
{0} das fungoes 8—vk e hy a—zk, j=0,1,.... Define-se para s > 0, s € R, a
nova norma para v;u em H*(I' )
N N
sy = D sonl rego-ty = Y 117 (i) ey (2.94)
k= k=1
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paraj =0,1,...,m — 1.
O seguinte resultado vai estabelecer a relagao desta nova norma e a norma usual

N
|yl sy = Z izl [fpsn-1y» = 0,1,... (2.95)
—1

(ver (2.92) e (2.93)). Claramente |||youl|

Lema 2.17. Sejam s >0, s € R, eu € D(Q). Entdo existem constantes C; > 0 e
Cs5 > 0 independentes de u tais que

Co Y vl < D Nl
§=0 §=0

Hs(T) é igual a ||70u| Hs(T) -

Ty < Cs Z ||yl |7
=0

Demonstracgao: Far-se-4 a demonstracao por inducao com relacao a m. Antes
porém lembra-se que a aplicacao linear

HS (R — HY(R"™™), u— pu

onde p € D(R"™!), é continua (ver Proposigao 2.17 do Pardgrafo 2.6). Isto implica,
como pode ser provado sem dificuldade, que a aplicagao linear

H*(I') — H*(I'), u—ou (2.96)

onde 0 € D(I'), é continua. Claramente, se m = 0 tem-se uma igualdade com
C7 = C5 = 1. Suponha entao o lema valido para m > 0. Mostra-se que o lema é
valido para m + 1. Com efeito, das igualdades

o1y, N om+1 omtly n o1y,
gyl Oym+1 (owu) e oym+L Tk 5 m+1

vem por definicao,

N

) am—l—l 2
2wl sy Z Dy Urery (2.97)
ke Hs(Rnfl)
e
N N am—l—l 2
|[Ym+1] Hs(T) Z 8ym+1 (2.98)
— Hs(Rn—1)
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Da igualdade

am+1 m m _'_1 am-‘rl—j 8jzk am-l—l
e () = 2 ( J ) (W h’“) <ay¥;) e (8%”“ Z’“)

7=0
resulta
omt1 2 m gmtl=ip o7 2 2
i 0 e, = 2N G ) (G2,
n Hs(R -0 - Hs(Rr—1) (299)
e ‘hk mff
O s en)

Do Lema 2.16, da Proposigao 2.25 e de (2.97), obtém-se:
gm+1-i &2\ |I” gm+1-i u\1’
H( (i ) (ay%) ey Ké?vm“—j U’“) (W)} HA(D) = (2.100)
< Cllysulf;
Levando em consideragao (2.97)-(2.100), resulta

m—+1
Hery S C Y ljull;
=0

[ Ym1ul] Hs(T) -

A hipétese de inducao e esta ultima desigualdade implicam

m+1 m+1
By < C Y Il
=0

> liyull
j=0

Fo(r) - (2.101)

Da igualdade

omt1 gm+l " m +1 ( am+1—j ) (ajzk)
hiy | ——— =—(h — ) ) :

e aplicando os mesmos argumentos utilizados na obtengao de (2.101), obtém-se:

m+1
[Imartl ey < C D gl e
7=0
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que acarreta, pela hipétese de inducao,

m—+1 m—+1

> sl ey < C Y llgull
§=0 §=0

As desigualdades (2.101) e (2.102) provam o lema. W

Fo () - (2.102)

Seja m > 1, m inteiro. Denota-se por Y ao espaco de Hilbert

H

Y = Hm’

Jj=0

l\.’)l»—l

€ Sua norma por

m—1
2 112
[GE Y[ (210
5=0
onde & = (£0,&1,.--,&n-1) € Y. Também, como foi introduzido no Teorema 2.23,
X denota o espago de Hilbert
H —'—% Rn 1)
7=0
e sua norma é denotada por
onde w = (wp, w1, . .., wn,_1) € X. Representa-se por F' ao subespaco de Y,
F = {yu= (vou, 71, ..., Ym-1u); u € D(Q)}.
Em [ tem-se a norma induzida por Y, isto é,
m—1
HWUHF - HWUHY - ZO ||f>/.] | H™ ]7§(1—\) (2105)
j
e a nova norma )
Il = 3 et (2.106)
‘7:

Tem-se o seguinte resultado:
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Proposicao 2.27. Erxistem constantes C; > 0 e Cy > 0 independentes de u € D()
tais que
Cillyully < llvullly < Collyully--

Demonstragao: Seja u € D(f2). Pelo Lema 2.17 resulta

gl < Z|||wu|||Hm i

para 7 =0,1,2,...,m — 1. Note que

e I3 gy < Colllreu By

para(0 < ¢ < 7, pois Hm 13 (T") estd imerso continuamente em Hm i3 (T"). Decorre
das duas ultimas expressoes que

[o2] <CZCe|IIWUII|

H™ I~ 2(I) yn H™ 5 (1)

para j =0,1,2,...,m — 1. Esta desigualdade acarreta

m—1 m—1 ]
2
SRl gy € 3G Z@HMHW b
Jj=0 7=0 =
m—1
£=0

isto é,
vully < Clllvullls-
Aplicando analogo raciocinio e utilizando a segunda desigualdade do Lema 2.17,
obtém-se
rullly < Clyull3 -
As duas ultimas desigualdades mostram a proposicao. W

Define-se a aplicacao linear

D) =Y, u—yu= (YU YU -, Ym_11) (2.107)
. . . , . _ du

onde, como foi introduzido anteriormente, v;u é a restricao a I' da fungao £
v

7=0,1,2,...,m — 1. Tem-se o seguinte resultado, denominado o teorema de traco

para as funcoes u € H™(12).
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Teorema 2.24. Seja €2 um aberto limitado bem regular do R™ e m um inteiro, m >

1. A aplicagdo ~y definida em (2.107) prolonga-se por continuidade a uma aplicagdo
m—1 )

linear e continua, ainda denotada por~, de H™(Q) sobre Y = [[ H™~2(I), cujo
j=0

nicleo é o espago HJ'(Q2). Tem-se ainda que vy possui uma inversa o direita linear e

continua, isto é, existe uma aplicag¢ao linear e continua A de' Y em H™(Q) tal que

Y(AE) = & para todo £ €Y.

Como na terminologia introduzida logo a seguir do Teorema 2.23, a aplicacao ~y

denomina-se traco de ordem m — 1 e o traco da funcao, traco de ordem zero.
Por construgao a aplicagao v é a tinica aplicacao linear e continua de H™(£2) em
du

vi

Y tal que yju = ,7=0,1,...,m— 1, para todo u € D(12).

T

Demonstracao do Teorema 2.24: Far-se-a4 a demonstracao em quatro etapas.
Primeira Etapa: Continuidade de 7. Seja u € D(Q). Tem-se

u(z) =Y (owu)(z), Vze

k=0

Lembrando a notagao (2.90), obtém-se, para cada k =1,2,..., N:

— o4 g
o € DD, 5 ounly'0) = g (ow)(6i (. 0) (2.108)

para (y',0) € 5,7 =0,1,...,m — 1. Também, do Lema 2.6 do Paragrafo 2.4,

||Uk| Hm(Ri) = ||'Uk| HW(QELE) S C||UkU| H™(Q) S C||U| H™(Q) (2109)
e do Teorema 2.23,
Ivoull% < CllvellFom e (2.110)
onde
YU = (YoUks Y1Vks - - - 5 Ym—1Vk)
g B
(o) (y') = o ue(y,0), y €R"™!

De (2.109), (2.110) e lembrando a norma (2.104) do espago X, vem

[y

m—

S5 I

k=1 j=

i b oy < Cllullm) (2.111)
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A Proposi¢ao 2.27 nos proporciona

m—1 m—1
el = 3 Il sy gy < €S Ml
7=0 7=0

entdo, de (2.107) e lembrando a norma (2.105) e a expressao (2.94), obtém-se:

[y

m—

N
Iyully <CY D w2 (2.112)

Hm*j*%(Rn—l)
k=1 j=

As desigualdades (2.111) e (2.112) implicam

[Iyully < Cllul

%{m(g) ) Vu E ,D(ﬁ)

Segunda Etapa: ~ é sobrejetora. Seja w = (wp,wy, ..., wn,—1) € (D(I"))™.

Tem-se:
N

wj(x) = Z(akwj)(:c), Veel, 7=0,1,....m—1.
k=1

Fixa-se k, k =1,2,..., N. Define-se para j = 0,1,...,m — 1:

Gr(y') = My, 0)z(y', 0) = (orwy) (9 (¥',0)), ¥ € 5. (2.113)

Estendendo (; por zero fora de X5 vem que (; € D(R"!). Portanto

Ce = (Cos Cies - -+ » Cmo1) € (D(R™H))™

Pelo Teorema 2.23 vem que existe f, € H™(R") tal que

I

ey < O Cellx

vife =Cix para j=0,1,...,m—1.

Seja p. € D(R™) tal que supp py estd contido em Q5. e pr = 1 no suporte de oo} "
Entao pyfr € S(R™),

prfellamqry < Nloefellam@n) < Cllfellam @)

Yilpefr) =v(fe), 7=0,1,....m—1.
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Das quatro ultimas expressoes vem:

| ok f| Hn Qb)) S Cl1Ckl[x (2.114)
Vi(oxfs) = Giw = (owwj) ot j=0,1,...,m—1. (2.115)

Define-se
ur(z) = (pefi) (p(x)), =€ QNUy.

Entao estendendo uy, por zero fora de QN Uy vem que u, € H™()), e pelo Lema 2.7
do Paragrafo 2.4

@) < Cllprfrl

| |Uk;| Hm(QgFE)

que implica de (2.114),

e < O\l lx. (2.116)

Também, por construgao e de (2.115) resulta

[l

YViluk o @ t) = v(pefi) = (oxwy) ooy, j=0,1,...,m—1
isto é,
Yiug =okw;, J=0,1,....m—1 (2.117)
Tem-se desta igualdade e da Proposicao 2.25 que

m—1 m—1
2 2 2
Gkl = Gkl Foms-d nsy = 2 [5k] i3 oy =
7=0 7=0
m—1 m—1
2
=0 =0
= Clwll3-
Este resultado e (2.116) acarretam
[l irm ) < Cllwlly- (2.118)
Define-se
N
u= u. (2.119)
k=1

Entao u € H™(2). De (2.117) e (2.118) vem

[ull o) < Cllwlly,  yu=w. (2.120)
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Mostra-se sem dificuldade que a aplicacao w — u € linear. Destes resultados e da
densidade de (D(I'))™ em Y segue que 7y é sobrejetora.

Terceira Etapa: Existéncia de A. Seja A a aplicacao linear definida por
A: (D)™ — H™(Q), Aw=wu

onde u estd definida por (2.119). Equipa-se a ((D(I'))™ com a topologia induzida
por Y, entdo de (2.120) vem que A é continua. Também de (2.120) resulta yAw = w
para todo w € (D(I"))™. A extensao por continuidade de A, ainda denotada por A,
ao espaco Y proporciona a inversa a direita de +.

Na demonstracao da quarta e tltima etapa do Teorema 2.24 precisa-se do se-
guinte resultado:

Lema 2.17. Sejam u € H™(Q) e 0 € D(R™). Entdo
(]
vi(ou) = Z ( )(yj_pa)(%u), j=0,1,....m—1.
p=0 p
Demonstracao: Seja ¢ € D(R™) e s > 0, s € R, entao a aplicacao linear

H¥ (R — HY(R™™), u— pu

é continua (ver Proposicao 2.17 do Paragrafo 2.6). Este resultado implica, com
0 € D(I"), que a aplicagao linear

HT) — H*(I"), v — 6y (2.121)
é continua. Seja (u,) uma sucessio de fungoes de D(Q2) tal que
u, = u em H™(Q).
Entao, para 7 =0,1,...,m —1,
ou, — ouem H™(Q) e v;(ou,) = vj(ou) em Hm_j_%(l“).

Também, de (2.121),
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i1 - .
em H™772(I"). As duas ultimas convergéncias acarretam o lema. W

Quarta Etapa: 7v7'(0) coincide com H[J*(). Claramente HJ*(f2) estd contido
em 7_1(0)- Seja u € H™(Q) tal que you = yiu = -+ = Yp—1u = 0. Tem-se:

N
u(x) = Z(Uku)(x) para quase todo x € Q e ogu € H{'(Q2).
k=0

Fixa-se k com k = 1,2,...,N. Lembrando a notagao (2.90) vem que vx(y', yn) =
(oxu) (23 (Y, yn)) pertence a H™(R™). Seja (u,) uma sucessao de fungdes de D(Q)
tal que

u, —u em H™(Q)

entao
oru, — opu em  H™(Q).

Esta convergéncia e o Lema 2.18, acarretam:
Y(opu,) = y(opu) =0 em Y. (2.122)
Seja vy, = (ou,) o p; . Entdo o Lema 2.6 do Pardgrafo 2.4, implica:
Vg — v em  H™(RY).
Do Teorema 2.23 vem entao
Y(Vgp) = Yo em X,

Da definigao dos espagos Hm—j_é(l“), da Proposigao 2.25 e da convergéncia (2.122),
obtém-se:
Y(Vku) = y((onu) o QO,zl) =0 em X.

As duas ultimas convergéncias expressam que yvr = 0 em X, portanto, pelo Teorema
2.23, vy € H'(RY), que implica v, € HJ'(QL), por conseguinte, pelo Lema 2.7 do
Paragrafo 2.4, opu € H*(Q2), para k =1,2,...,N. Assim v € HJ"(2). N

Observacgao 2.24. Da existéncia da aplicacao linear A vem que para £ € Y as
duas normas ||¢]]y e |||¢]|]y, definidas por (2.105) e (2.106), respectivamente, estao
bem definidas, onde A¢( = u. A Proposicao 2.27 mostra que estas duas normas sao
equivalentes em Y.

Observacao 2.25. Decorre da demonstracao do Teorema 2.24 que este teorema
também ¢ valido quando € é um aberto limitado do R" de classe C™*!.
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Corolario 2.12. Seja u € L*(Q), Q aberto limitado do R™ de classe C™, tal que
@ prolongamento de u ao R™ nulo fora de ), esteja em H™(R™). Entdo u pertence
a H'(2).

Demonstracao: Seja (p,) uma sucessao de funcoes testes no R” convergente para
@ em H™(R"). Considere um aberto limitado U do R", de classe C™"!, tal que

UcCCQ e T=00cCcoU=1x.

Sem perda de generalidade pode-se supor que ¢, () =0se x € X\I', p=1,2,...,.
Sendo (rq¢,) e (ru¢,) sucessoes de vetores de D(€2) e D(U), respectivamente, e
rou = u e ryu = 0, tem-se as seguintes convergencias:

roe, —u em H™(Q)
roey—0 em H™U)

portanto, pela Observagao 2.25, vem:

vi(ra pu) = yju  em Hm_j_%(l“),
vi(ru@y) =0 em H™I73(%).

Sendo
Yi(rayp,) em T

7 (TU gpl/«) O em Z\F

conclui-se que yju =0 para j =0,1,2,...,m —1, logo u € H*(©2). N

Observacao 2.26. O Coroldrio 2.11 também ¢ verdadeiro no caso {2 = R’ , sendo
analoga a demonstracao. Basta considerar

U=R"={(2,2,);2 e R" ' x, <0}

Para concluir a Secao 2.7 enuncia-se o teorema de traco, para as funcoes u €
WmP(Q)). Para isto introduz-se previamente algumas nogoes necessarias. Sejam s e
p numeros reais com s > 0 e 1 < p < co. Representa-se por [s] ao maior inteiro tal
que [s] < s. Denota-se por W*P(R") ao subespaco de W[I?(R") constituido pelas
funces u € WEP(R™) que verificam

| D*u(x) — D*u(y)|” _
/n /n = y||n+p(s o) dxdy < oo, para todo |a| = [s].
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Dota-se a esse espaco da norma

1/p

Du(a) = Duly)P
— P | uly
HuHWSvP(R") - HUH [sl,p(R™) + Z /n /n ||LIZ‘ _ yHn_i_p s—[s]) dl’dy

|a|=[s]

Com essa norma W*P(R™) é um espago de Banach.

Seja Q um aberto limitado de R”, € de classe Cl¥*!, cuja fronteira é denotada
por I'. Usando cartas locais de I' e o espago W*P(R"™!), tal como se fez para a
introducao do espago H*(I"), define-se o espago W*P(I").

Teorema 2.25. Sejam Q) um aberto limitado do R™, Q de classe C™, el < p < 00
um numero real. Entao existe uma unica aplicacao linear e continua

yr Wre(Q) — [ wm () = 2

tal que
ou om1
yu = |ulp, —

o m—1
ov | ov r

Além disso, o nicleo de v € o espago Wy""(2), v € sobrejetora e existe uma inversa
a direita continua A de 7y, isto €, existe uma aplica¢do linear e continua A: Z —
WmP(Q) tal que v(AE) = &, para todo £ € Z.

) , YueDQ).

A demonstragdo do teorema acima pode ser encontrada em J. Necas [26], pag.
104.
2.7 Traco Generalizado da Derivada Normal

Nesta segao considera-se 2 = R” ou  um aberto limitado do R", Q de classe C*.
Denota-se por v(z) a normal unitdria exterior em x € I'. Nessas condigdes é valida
a férmula de Green:

/(vAu — uAv)dxr = / (v % —u %) ar (2.123)
Q

para todo par de funcoes u,v € C*(Q). Aqui

C*(Q) = {p|a; ¢ € C*(R"™) e ¢ possui suporte compacto}
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Nesta secao prova-se que tomando v num espaco conveniente, fixado posterior-
. ) , ou

mente, resulta que o traco da derivada normal de u, isto é, o traco de Em pertence
v

a determinado espago de Sobolev H™*(I'), p > 0. Este resultado ¢ fundamental
quando se estuda um problema de contorno cujo dado na fronteira é a derivada nor-
mal, como o problema de Neumann, ou com circulos unilaterais como o problema
de Signorini.

) ou ) .
A seguir obtém-se os resultados para —- Considere o espaco vetorial H°((2)

ov
HO(Q) = {u € L*(Q); Au € L*(Q)}.

Definindo em H°(2) o produto escalar

dado por:

(u, V)30 = (u,0)p2() + (Au, Av) 2y, u,v € HO(Q)

resulta que ele é um espaco de Hilbert.
Proposicao 2.28. D(Q) ¢ denso em H°(Q).

Demonstragao: Seja ug, um vetor de H(€2) ortogonal a D(Q), isto é,

(UQ, QP)HO(Q) = (UQ, QP)L2(Q) + (AUQ, AQP)L%Q) , \V/(p € D(Q) (2124)

Deve-se provar que ug = 0. Para tal, considere u; = Augy. As extensoes 1y e u; de
up e uj , respectivamente, nulas fora de Q, pertencem ao espaco L?*(R"). Prova-se
primeiro que

i, € H*(R™). (2.125)

Para isto, calcula-se Ay no sentido das distribui¢bes. Tem-se, para ¢ € D(R"),
v =Tq ¢, restricao de ¢ a €, e levando em consideragao (2.124):

(@i1,0) = [ w(@)Ap()d = (Sup, At)rae) =
= (o, V)no(0) — (1o, V)12(0) = ( — Uo, )
que acarreta At = —g, logo Aty pertence a L?(R"), que implica
(L4 ||z|[*)Fas = F(Auy + @) € L*(R")

de onde resulta que @; € H*(R™).
A seguir prova-se que
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Com efeito, de (2.125) e do Coroldrio 2.11 do Pardgrafo 2.7 vem que u; € HZ(Q).
Este resultado e a Proposicao 2.2 da Secao 2.2 do Capitulo 2, acarretam Avul = Aty
e como Aty = —1g segue-se (2.126).

Para todo v em H°(Q) e ¢ em D(Q), obtém-se:

(Av, <P)L2(Q) = (v, A@)H(Q) .

Sendo D(Q) denso em HZ()), u; um vetor deste segundo espago e observando
(2.125), resulta

(Av,u1)200) = (v, Aug)2) = —(v,up), Vv € HO(Q).
Isto implica
(v, u0) o) = (v,u0)L2(0) + (Av,u1)2) =0, Vv € HO(Q)

que acarreta ug =0. W

Observagao 2.27. Quando considera-se H*(I'), s > 0, como espa¢o normado
real, representa-se por H~*(I') o dual forte de H*(T'). No caso complexo, dado
f e (H*(I')), dual forte de H*(I'), define-se o funcional conjugado f por (f,u) =

(f,u) para u em H*(I'). Neste caso, considera-se como H~*(I') o espago vetorial
constituido dos f tais que f € (H*(£2))’, munido da norma:

11 az-+ry = sup{|(f, w); []ul

Note-se que L*(T') < H~*(T'), s > 0, sendo a inclusao considerada no sentido
seguinte: se f € L*(T'), identifica-se f ao funcional (f,u) = (f,u)rzr), sendo

u € H*(I"). Em particular, se u € D(2) entao yyu e y;u podem ser considerados
como vetores de H~*(I"), para toda s > 0.

HS(F) — ]_}

Teorema 2.26. A aplicagao
u (you,yau), D(Q) — HV2(I) x H2(I)

prolonga-se por continuidade, a uma aplicacdo linear e continua de HO(2) em H—'/?(T") x
H=32(T).

Demonstragao: Seja 7 o trago de ordem dois em 2. Foi demonstrada, no Teorema
2.24 do Parédgrafo 2.7, a existéncia de uma aplicacao linear e continua

A: H3(D) x HY2(T) — H*(Q) tal que ~yAw =w (2.127)
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para todo w € H¥2(I') x H'*(T).
Fixa-se u em D(Q). Seja M o funcional definido em X = H3/2(T") x H'/?(I") por
Mw = (Au, A’w)L2(Q) - (u, AAw)Lz(Q) .
Representando-se por C' > 0 a norma de A como objeto de £(X, H*(2)), obtém-se:

|Mw| < Cllullppo@) ||lw]|x, YweX.

Da férmula de Green (2.123), verdadeira para todo v em D(€2), e notando que
D(Q) é denso em H?(2) e os tragos g, 71 sdo continuos de H?(I') em L?(T'), resulta:

(AU,U)B(Q)—(U, AU)L2(F) = (”Yl%’You)m(r)—(%ua%v)ﬂ(r) , Vv € Hz(Q)- (2-128)

Dado w = (wp,w;) em X, considere-se v = Aw sendo v = wy e yv = wy.
Combinando a féormula de Green anterior e a definicao de M, obtém-se a seguinte
expressao:

Mw = M(wy, wy) = (yu, wo) — (you,wy), Ywy € HY*(T) e wy € HY*(Iy).
Resulta, portanto,

(1w, wo)| = [M(wo, 0)] < Cllull3o0) [[woll ga/2r
|(You, wi)| = | M (0, w1)| < Cllullso@) l[will gy -
Dai obtém-se:
l[ull sy < Cllullno@)
|oullg-120y < Cllullpog) -

Destas desigualdades e da Proposicao 2.28, conclui-se a demonstracao do teorema.
[ |

Corolario 2.13. (Férmula de Green). E vdlida a sequinte formula

(AUaU)LQ(Q) — (u, AU)LQ(Q) = <71u770U>H*3/2(I’)><H3/2(I‘) - (70“;71U>H71/2(F)XH1/2(F)
(2.129)
para toda u € H°(Q) e v € H*(Q).

O corolario é uma conseqiiéncia direta da Proposicao 2.28, de (2.128) e do Teo-
rema 2.26.



Secao 7 Traco Generalizado da Derivada Normal 142

Note que a dualidade (yiu, yov) H-3/2(T)x H3/2(T) » POT abuso de notagao, também
escreve-se:

T 01/

embora y;u niao pertenga necessariamente a L*(T).
Seja Y o espago de Hilbert H°(Q)NH(Q) equipado com o produto escalar usual,
isto é,
(u, v)y = (u, v)uo@) + (U, V) g1(q) -

Tem-se o seguinte resultado:

Proposigao 2.29. Se u € H°(Q) N HY(Q), entdo yyu € HV2(T') e a aplicagio v,
é continua de H°(Q) N H*(Q) em H~Y/2(T).

Demonstragao: Observe, inicialmente, que para todo u € H(Q) e v € H?(Q2) vale
a formula de Gauss ou primeira férmula de Green:

n

(Ua AU)LZ(Q) = (%U,%U)LZ(F) - Z(Diu, Dw)m(ﬂ) . (2-130)

i=1

Seu€Y epe HY*I), sejav = A(p,0) € H*(Q) onde A esté definido por (2.127).
Entdo yov = ¢, v = 0 e [[v]|g1) < Collp[lgizry - Daf e das formulas de Green
(2.129) e (2.130), obtém-se:

(mu, p) = (AU,U)LZ(Q) — (u, AU)H(Q) = (AU,U)LZ(Q) + Z(Dw, DW)LZ(Q)-
i=1
Resulta, portanto que
|(nw, 9} < [ully |[ol[re) < 2[[ully [[v]lr@) < 2C0||ully [lel ]z -

Dai e notando que H%?(I") é denso em H'/?(T') segue a proposicio. M
Os resultados expostos nesta secao sao casos particulares de resultados gerais
que serao obtidos no proximo capitulo.



Capitulo 3

Problemas Eliticos nao
Homogeéeneos

Introducao

No presente capitulo sera feito um estudo introdutério dos problemas eliticos nao
homogéneos. Embora limitando-se ao caso do Laplaciano, —A, o método é geral
podendo ser adaptado a operadores eliticos mais gerais.

Seja € um aberto limitado do R”,  de classe C®. Representa-se por v € 71,

~ . u
respectivamente, os tragos em H™({2) da fungao u e de sua derivada normal v
v

Note-se que v é o vetor unitario da normal externa a I'.
Pretende-se analisar os seguintes problemas de contorno:

Ay — —Au+u=f em
(py |20l em @ (P) | Ou_
u=gqg sobre T’ Y h sobre T’
v

O problema (P;) denomina-se de Dirichlet e o (Py) de Neumann.
Inicia-se estudando determinado espaco de Hilbert Y que desempenha papel
fundamental no que se segue. Com efeito, define-se

Y ={ue L*(Q);Auc H(Q)},
munido do produto escalar
(u,v)y = (u,v) + (Au, Av) g1,

com o qual Y é um espaco de Hilbert. Como foi estabelecido nos capitulos anteriores,
(u,v), |u| e ((u,v)), |lu|| denotardao o produto escalar e norma dos espagos L*(£2)
e H}(Q), respectivamente.
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No que segue deste capitulo, (-, -) estard denotando o par de dualidade entre o
dual F’ do espaco F' e F. Também, para evitar confusdo com a notagao (-, -) do
produto escalar de L?((2), usar-se-4 o simbolo {f, g} para denotar o par ordenado
constituido pelos objetos f e g.

Observacao 3.1. Identifica-se, utilizando o Teorema de Riesz-Fréchet, o espago
L?(2) com seu dual (L*(€2))’". Assim:
D(Q) — Hy(Q) — L*(Q) =~ (L*(2)) 1) — D'(Q).
Neste contexto, se f € L?(Q2) entao f € H () e
) sy = (Fr0), Vv € HA(Q).
Também, se f € H1(Q) entao

(f, 80>D/(Q)XD(Q) =(/, S0>H*1(Q)><H3(Q) , Ve eDQ).

A préxima etapa consiste em definir o trago vy para objetos de Y. Segue-se um
método analogo ao adotado na Secao 2.8 do Capitulo 2 para se definir o trago de
funcoes de H°(€2). Consulte-se a notacao ali empregada.

Proposicao 3.1. D(2) € denso em Y.

Demonstragao: Embora semelhante a feita para o subespago H°(Q2) de Y, a de-
monstragao serd feita com a finalidade de facilitar a leitura deste capitulo. Consi-

dere uma forma linear continua M:Y — R. Se (M, ) = 0 para todo ¢ € D(2)

implicar M = 0, resultard que D(2) é denso em Y, como conseqiiéncia do Teo-

rema de Hahn-Banach. Mostra-se este fato: seja, entao, M a extensao de M ao
espaco L?(2) x H7'(Q2). Resulta do Teorema de Riesz-Fréchet que existe {f, h} €
L*(Q) x H} () tal que

(M, &) = (£,&) + (h, & ayun1(0) -
para todo {£1,&} € L?(Q) x H7Y(). Em particular, se u € Y obtém-se:
(M, u) = (f,u) + (h, Au) g oy -1 (3.1)

Sejam f, h extensoes de f e h nulas no complemento de € em relacio ao R™. Da
Observagao 3.1 resulta para ¢ € D(R"):

(f + Ak, ) = (F,0) + (Ah, ) = (f,0) + (b, Ap) =
= (f,0) + (h, Ap) = (f.9) + (h, A90>H3(Q)><H*1(Q) :
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Dai, de (3.1) e da hipdtese (M, @) = 0, obtém-se:
f+Ah=0 em D'(R")

sendo f € L2(R") resulta que Ak € L*(R"). Logo h e Ah pertencem a L2(R"),
portanto, usando a transformada de Fourier, obtém-se que h € H?(R"). Sendo Q

de classe C® resulta que h € HZ(Q). Este resultado acarreta que Ah = Ah. Assim

0=f+Ah=f+Ah,

portanto
f+Ah=0. (3.2)

Seja (y,) uma sucessao com ¢, € D(Q) tal que
0, —h em HF(Q).
Para u € Y, resulta da Observacao 3.1:
{Pus AU>H3(Q)><H*1(Q) = (P, Au>’D(Q)><D’(Q) = (Apy, u).
Logo, quando p — oo, obtém-se:
Substituindo em (3.1) e levando em consideracao (3.2), resulta:
(M, u) = (f,u) + (A, u) = (f + Ah,u) =0

paratodou € Y,istoé, M =0. N
Considere a aplicacao T definida por:

{0,w} v, HY*I)x HYI') = H*(Q) N H}(Q)

Ela ¢ linear e continua. A continuidade é conseqiiéncia do Teorema do Traco.
Para todou € Y e w € H'?(I), considere-se a funcdo numérica Su definida por:

(Su,w) = (u, ATw) — (Au, Tw) g-1(0)x i (@) - (3.3)
Tem-se que Su é uma forma linear em H'/?(T") para cada u € Y. Prova-se que Su
é continua. De fato, tem-se:
[(Su, w)| < |ul |ATw| + || Aul|g-1() [|Tw]| <
1/2 1/2

< (I + 100l ) (IATaP+ITulR?) <

< ully ITwllz2@nmy @) < NT1Hully [l gz -
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Conclui-se que a forma linear Su é continua em H'/?(I"), logo um objeto de H~/(T").
Tem-se, também,
1Sull =120y < ClIT ]y -

No que se segue dar-se-a sentido ao trago vy de um objeto de Y. Realmente, seja

u € DQ)ewe HY2T) sendo v = Tw € H*(Q) N H(Q). Devido & Férmula de
Green, resulta:

{(vou, 11v) = (u, Av) — (Au,v) (3.4)

e 70 em D(Q2) é uma forma linear continua na norma de Y. Sendo D(£2) denso em Y,
resulta que a forma linear continua 7y, possui uma tnica extensao, por continuidade,
a Y, representada também por 7y . Diz-se que esta extensao 7y é o trago de ordem
zero em Y. Sendo v = T'w, resulta de (3.4) que:

(You, w) = (u, ATw) — (Au, Tw) g (@)« a1 (©) »

que comparando com (3.3) vem que para todo u € Y tem-se you € H~/2(I'). N
Um resumo do exposto vem dado no seguinte resultado:

Teorema 3.1. A aplicacdo linear
u€Y = yuc HV3T)
é continua e € valida a formula de Green
(You, 1) = (u, Av) — (Au,v), Yo e H*(Q)N Hy(Q).

A seguir estuda-se o Problema (P;) com diferente escolha de regularidade para
os dados f e g.

Observacao 3.2. Denote por 7, a aplicacao traco dada pelo Teorema 3.1 e por
7o a aplicagao trago dada pelo Teorema 2.22 do Capitulo 2. Note que H'(f2) estd
contido em Y. Tem-se que 7y é uma extensao de vy, isto é,

Fou =Y., Yue HY(Q).
Com efeito, seja u € H*(Q) entdo Au € H () e

(= A, 0) gy | = [((w 0)] < ull{[v]];

portanto ||Au||g-1(0) < |ul]. Isto acarreta que a injecao de H'(2) em Y é continua.
Note que D(Q) é denso em H*(Q) e em Y. Logo parau € H'() existe uma sucessio

(pu) de vetores de D(2) tal que

o, —u em H'Q),
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e como a inje¢ao de H'()) em Y é continua,
Y —u em Y.

Entao
Yo, — You em HY*(T) e A, — Fou em H/*(T).

Como 7o u, = Yo @4, para todo u, vem que You = jou, que mostra a afirmacao.

3.1 Problema de Dirichlet

Reescreve-se (Py):
—Au=f em

(P1) u=g¢g sobre I

Considere f e g nao regulares. Uma das primeiras dificuldades que aparece no estudo
de (P1) nesse caso é definir uma solugdo u do problema.

Deduz-se, de forma heuristica, uma defini¢ao de solucao de u de (P;) quando f e
g sao nao regulares. Claro estd que uma das dificuldades é precisar em que espagos
devem habitar f e g. Nesta parte é que serao utlizados os resultados obtidos na
Introducao.

Formalmente, obtém-se:

/Q(—Au)v der = /Qu(—Av) dx — F%Udf+ Fu%df.
Levando em consideragao (Py), resulta
ov ou
u(—Av da::/fvdx— g—dl'+ | —vdl.

_ ) N oul|
Como nao se tem nenhuma informagao sobre Em é natural supor que v|p = 0.
v
r

/u(—Av)dx:/fvdx—/g@dF com v|p = 0.
Q Q r v

E natural considerar u € L?(Q). Com esta hipétese, o primeiro membro da tltima
igualdade s6 faz sentido se Av € L?(Q). Logo, pelas restricoes impostas a v vem
que v deve pertencer a H?(Q) N H(Q), isto por sua vez acarreta, yv € HY2(T).

Portanto

Portanto, no termo [ g¢ 8—U dl’ pode-se escolher g € H~/?(T"). Do exposto vem
r 174

(u, —Av) = (f,v) — <9771U>H*1/2(F)><H1/2(F) , Vve Hz(Q) N H&(Q)
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Falta precisar em que espago deve estar f. Se na ultima igualdade se tomar v € D({2)
resulta

(=Au,v) = (f,v)

isto é, —Au = f. Entdo o Problema (P;) com g € H~"?(I') terd um sentido, isto é,
You € HY2(T), se por exemplo f € H~*(Q) (cf. Teorema 3.1 da Introdugao).
O exposto motiva a seguinte definicao: Sejam

feH(Q) e ge H VXD,
Uma funcio u € L*(2) que verifica

(u, —Av) = <f7U>H*1(Q)><H3(Q)_<gu71U>H*1/2(F)><H1/2(F) Vo e Hz(Q)mHOI(Q) (3.5)

é denominada uma solucao definida por transposicao do Problema (Py).
Divide-se o estudo da existéncia de solugoes do Problema (P;) em trés casos,

segundo os espagos de Sobolev onde serao tomadas as fungoes f e g.
Caso I. Suponha-se f € H1(Q) e g € H-Y(T).
Tem-se o seguinte resultado

Proposicao 3.2. Para cada par {f, g} pertencente a H=1(Q) x H=Y/2(T) existe um
tinico u € L*(Q), solucdio definida por transposicao de (Py). Tem-se, ainda mais,
que a aplicacao linear

{f,g} € HY(Q) x H (') = u € L*(Q)
¢ continua e injetora. Também, u € solucao do problema

—Au=f em H Q)

u=g em HY*I) (3.6)

Demonstragao: A aplicacao linear
—A: H*(Q) N H(Q) — L*() (3.7)
¢ bijetora. Também ela é uma isometria pois |[ul[g2 )i = [Aul. (Aqui o

espago de Hilbert H?(Q)N H}(Q) é equipado com o produto escalar (Au, Av)). Dalf,
o adjunto (—A)* de —A, definido por:

(=A)": LX(Q) = (H*(Q) N Hy(Q)) (3.8)

(=AY u,v) = (u, —Av), Vv e H*(Q)N Hy(NQ) (3.9)
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é, igualmente, uma isometria bijetora.
Observe que (—A)* é uma extensao de —A, uma vez que D(—A) C D((—A)*).
Considere L um objeto do dual (H?(Q) N H}(Q))’, definido por

(Lv) =(f,v) = {g,mv), vE€H(Q)NHHQ) (3.10)
sendo 7 o trago de ordem um em H?(2). Resulta de (3.8):

Existe um tnico u € L?(2) tal que
(—A)*u = L, no sentido de (H*(Q) N H(Q2))

De modo equivalente, tem-se:

. 7. 2
' Existe um tnico u € L*() tal que (3.11)

(L,v) = ((—A)*u,v) para todo v € H*(Q) N H}(Q)
De (3.9)-(3.11), obtém-se:

(u, =Av) = (f,v) = {g,11v) (3.12)

para todo v € H?(Q2) N H (), isto é, u é uma solugao definida por transposi¢ao do
Problema (P;). A unicidade de u segue notando que a aplicagao (3.7) é bijetora.
e Mostra-se que —Au = f em H ().

De fato, tomando v € D(2) em (3.12) segue a afirmagao.
e Verifica-se que you = g em H~Y/2(T).

Com efeito, como u € L*(Q) e Au € H(Q2) vem pelo Teorema 3.1 da Introdugao
que you € H~Y/2(T') e é valida a férmula de Green:

(ot 1) = (1, Av) — (Du,v), Yo € HA(Q) N HL(Q).
Por outro lado de (3.12) resulta
(9,71v) = (u, Av) = (Au,v), Vv € HY(Q) N Hy(Q).

As duas tultimas igualdades acarretam o resultado desejado.
e Continuidade da aplicacao

{f,g} € HY(Q) x H (') = u € L*(Q)

u solugao de (Py) definido por (3.5).
Sejam h € L*(2) e v solugao do problema

—Av=h em
U|F:O
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Entao v € H*(Q) N H}(Q) e
o]l 2 @)nmi @ < Clhl. (3.13)

De (3.12) resulta
(u, h) = (f,v) = (g, nv).
Logo
|, )] < -1 0l g0 + gl -2y ol ey
Esta desigualdade e (3.13) implicam:

1/2
uwwsc@m@um+mﬁuwj .

Dai vem
1/2
2 2
mm@sc@mmqm+mmuwj

provando a continuidade da aplicacao. W

Como conseqiiéncia da demonstracao acima, obtém-se:

Corolario 3.1. A aplicacao linear
{fgy e H( Q) x HPD) —uey,
(u dada pela Proposi¢ao 3.5) é continua e bijetiva.

Da unicidade de solugoes definidas por transposi¢ao de (P;) vem que os Proble-
mas (3.5) e (3.6) s@o equivalentes.
Caso IT Considere-se f € H~1(Q) e g € HY2(T).

Denomina-se solugao de (P1), neste caso, a uma fungao u € H'(Q) tal que

((u,v)) = (f,v) paratodo ve H}Q)

You=g em HY*T) (3.14)

Demonstra-se, a seguir, existéncia, unicidade e dependéncia continua, como foi
feito no Caso I.
De fato, considere a fungao

T: H/*() — HY(Q),
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tal que T'g = w sendo Yow = g, Y o traco em H'(Q). Daf resulta que o problema
variacional

z € H}(Q)

((z,v)) = (f,v) = ((w,v)) paratodo v e H}(Q) (3.15)

é bem posto no sentido de Hadamard. Portanto u = z + w pertencente a H'(Q) é
solugdo do Problema (3.14). Também

—Au=f em H Q)
You=g em HY*T).

A unicidade segue de forma usual.

Resta provar a dependéncia continua. Realmente, considere as sucessoes (f,) e
(9,) de H7X(Q)) e HY?*(T), respectivamente, convergentes nos respectivos espagos
para f e g. Tem-se Tg, = w, — Tg em H'(Q). Seja z, a solucio de (3.15)
correspondente ao par {f,,g,}. Entdo para p, 7 € N, obtém-se:

(24 — 20,0) = (fu — fryv) = (W, — wr,v)), paratodo v e Hy(L).
Considerando-se v = z, — z, em HJ (), segue:

llew = 2y < 1 = Frllircoy |1z = 2el e +
+wy — wel g [z — 2|l 53(0) -

Daf resulta que (z,) é de Cauchy em Hy(2). Logo converge para z € Hj(Q) e
((z,v)) = {f,v) — ((w,v)) paracada v € Hy(5).
Portanto, u, = 2, + w, — u = z +w em H'(Q), provando-se que a aplica¢ao linear
{f.g} € HY(Q) x H'*(I') = u e H'(Q),

sendo u solugao de (3.14), é continua. W

Do exposto no Caso II, obtém-se:

Proposicao 3.3. A aplicacao linear
{f,gy € HY(Q) x H2(T) = u € H'(D)
u solugao de (3.14), € continua e bijetora. Também u € solug¢ao do problema:

~Au=f em H Q)
You=g em HY*T)
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Caso III Neste caso examina-se a solucao de (P,) quando f € H Q) e g €
1 1
H*(T"), sendo —3 < o < —. O método consiste em aplicar resultados de inter-

polacdo de espagos de Sobolev (cf. J.L. Lions - E. Magenes [20]) aos espagos obtidos
nas Proposicoes 3.2 e 3.3.
Considere entao as aplicagoes lineares bijetoras

{f.g} € HYQ) x HY*T) — u € L*(Q)
{f.g} € HYQ) x HY*(I') = u € H'(Q)

onde u é solugao de (P;). Tem-se, por interpolacao de espagos:

[HYA(T), HV(D)], = HO-O30CD(r) = BUP7(r), 0< 9 < 1.

1
Fazendo-se 5~ 0 = «a, obtém-se —

[H(9), L*(Q)]

Note que L*(Q2) = H°(Q).
Como conseqiiéncia do exposto vem que a aplicacao linear
{f.9} € H7H(Q) x H*(T) = w € HYP*(Q), —

<a<-, (3.16)

N | —
DN | =

¢ continua e injetora, sendo u a unica solu¢ao do problema

—Au=f em {
u=g¢g sobre T

Analise da Aplicagao Tracgo 7

Por interpolacao de espacos resulta:

N | =
N —

[H71(Q) x HYA(T), H(Q) x H/2(D)] = HY(Q) x H¥(I), —

(1/2)—a

(S

[HI(Q)’Y} Yo, B

(1/2)—a

onde
Y, ={ue HYY™(Q); Aue H 1 (Q)},
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com produto escalar

(u, ,U)Ya - (u, U)H1/2+Q(Q) + (Au, AU)Hfl(Q) .

Destes dois resultados de interpolagao e aplicando o Teorema do Grafico Fechado a
aplicagao inversa de (3.16) ((3.16) com u € Y,), vem que a aplicagao trago 7o:

1 1
UEYQ'_)VOUEHQ(F% —§§Oé§§
é continua.
Do Caso III, obtém-se:
Teorema 3.2. A aplicacdo linear
-1 « 1 1
onde u € solucao do problema
—Au = em £
/ (3.17)
u=g sobre T,
¢ continua e bijetora. A aplicacdo linear, trago ~y:
1 1
u €Y, — yue H* (), —§§a§§

¢ continua.

Corolario 3.2. EmY,, —- < a< %, 0s produtos escalares

1
2
(u, U)Ya = (u, ’U)H1/2+a(Q) + (AU, AU)Hfl(Q)
((u, U))ya = (%UWOU)Ha(r) + (Au, AU)H%(Q)
pmporcionam normas equivalentes.

Demonstracgao: Da continuidade da primeira aplicacao do Teorema 3.2, obtém-se:

2 2 2 2
lull?, < C [I18uly 20 + ol = C (w,w)y, = [l
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Também, da continuidade do traco 7o dado pelo Teorema 3.2, resulta

2 2 2 2
Ivoullaqry < € {llullfg/2va ) + A1) = llully,

portanto

[ullly, < (C+1)|ul, -

Aqui C > 0 denota uma constante genérica independente de u € Y,,. A primeira e
terceira desigualdade acarretam o corolario. W

Observacao 3.3. Note que D(€2) nao é denso em Y. Com efeito, se D(2) fosse
denso em Y, para cada u € Y com vou # 0, existiria uma sucessao (y,) de vetores
de D(Q) tal que

o — uem L*(Q) e Ap, — Auem H ()

que acarretaria ser (,) uma sucessao de Cauchy em H(Q2) pois A é uma isometria
de H}(Q) sobre H7'(Q). Portanto ter-se-ia u € H}(Q), que implicaria you = 0, o
qual nao pode acontecer. Andlogo raciocinio, aplica-se para mostrar que D(£2) nao é
denso em
Yo = {u € HY?(Q); Au € H™1(Q)}. Observe que D(2) é denso em HY2(), cf.
J.L. Lions - E. Magenes [20].

Caso IV Analisa-se, no presente caso, o problema (P;) quando f € L*(€2). As con-
clusoes, aqui obtidas, serao utilizadas no estudo do Teorema de Traco e da Férmula
de Green da Segao 3.4.

Do resultado de regularidade de soluges de problemas eliticos, cf. H. Brezis [3],
resulta que se v for solugao do problema:

~Av=f em Q, feL*Q)
v=0 sobre I

entao v € H*(Q) e ||v||u2@) < C|f], sendo C' > 0 uma constante independente de
f. Isto acarreta, como feito no Caso II, que a aplicacao linear

{f.g} € L*(Q) x H¥?*(T) = u € H*(Q),

u solugao do problema:
—Au=f em

You = g,
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é continua e bijetora. Observe-se que para 0 < 6 < 1, tem-se:

[H*2(1), HV2(I)], = H®272(T) (3.18)

[H*(Q),L*(Q)], = HX=9(Q). (3.19)
Considere o espago H, (cf. Capitulo 2, Secao 2.8),
H® = {u € L*(Q); Auc L*(Q)},
com a estrutura Hilbertiana:
(u,v)yo = (u,v) + (Au, Av).
Resulta, portanto, de (3.18), (3.19) e para 0 < 0 < 1:

[LQ(Q) X H3/2(F), Lz(Q) X H—1/2(F>L) _ Lz(Q) % H(s/z)—%)(r)

[H?(), 1], = 1.
Observe que H*, 0 < a <2, é o espaco de Hilbert
HY = {u € H*(Q); Auc L*(Q)} (3.20)
munido do produto escalar
(w, V)e = (u, ) o) + (Au, Av).

3 1
Considere oo = 2(1 — 6). Entao 5 20 = —3 + a.

Obtém-se, do exposto e por aplicagao de argumentos analogos aos empregados
no Caso III:

Teorema 3.3. A aplicacdo linear
{f,9} e () x HEP* (M) s ue, 0<a<2,
onde u € a solucao do problema

—Au=f em £,

u=gq sobre T,
¢ continua e bijetora. Além disso, a aplicacdo linear, trago o :
u€H — yu e HTV M), 0<a<?2 (3.21)

¢ continua. W
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Da mesma forma, como o Teorema 3.2 implica o Coroléario 3.2, o Teorema 3.3
proporciona o seguinte resultado:

Corolario 3.3. Em H*, 0 < a < 2, 0s produtos escalares

(U V)ge = (U V) ga(q) + (Au, Av)

((u, U))Ha = (You, VOU)H%M(F) + (Au, Av)

fornecem normas equivalentes.

3.2 Problema de Neumann
No presente paragrafo investiga-se a solucao do problema

—Au4+u=f em
P
(P2) 8—u:h sobre T
ov

sendo f e h funcoes reais definidas, respectivamente, em €2 e sobre I'.

De inicio, como foi feito no Problema de Dirichlet, vai-se definir solugao de (P3)
quando f e h sao fungoes nao regulares.

Procede-se de forma heuristica. Formalmente, obtém-se:

/(—Au—l—u)vdmz/ u(—Av + ) dx—/—vdf+/u—df
Q

v
Como nao se tem informagao sobre u restrito a I' deve-se impor a condicao —| = 0.

o |p
Supondo u € L*(Q2) vem que —Awv + v deve pertencer a L*(Q2). Isto e a prlmelra
restricao implicam que v deve pertencer ao espago

W = {ve H*(Q); yv=0} (3.22)

que por sua vez acarreta v € H3?(T'), portanto pode-se considerar h € H~3/%(T).
Também considere f € L*(2).
O anterior motiva a seguinte definicao: Sejam

fel?Q) e he H3).
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Entao u € L*(Q) que verifica

(U, —Av + U) = (f, ’U) + <h, 70U>H*3/2(F)><H3/2(F) (323)
para todo v € W, é denominada solucao definida por transposi¢cao do Problema
(P2).

Proposicao 3.4. Sejam
fel?!Q) e he H¥XD).

Entio o Problema (Py) possui uma tinica solugao v € L*() definida por trans-
posicao. Além disso, a aplicacao linear

{f,h} € L*(Q) x H3*(I') = u € L*(Q)
onde u € solucao do problema

~Autu=f em L*Q)

3.24
mu=h em HD), (3:24)

¢ continua.

Demonstragao: Seja A o operador definido pela terna {H'(Q), L*(Q), (v, v) g1 }-
Entdao A = —A + I e como Q é de classe C3, vem que

D(A) = {u e H*(Q); mu=0} =W

onde W foi definido por (3.22) (cf. M. Milla Miranda [25]). Também, para cada
f € L*(Q), o problema de Neumann

—Au+u=f em

0
a—z =0 sobre I

admite uma tnica solu¢ao u € D(A), sendo
[l 20y < CIAL (3.25)

C' uma constante independente de f e u (cf. H. Brezis [3]). O espago vetorial D(A)
com o produto escalar

(u,v)pay = (—Au + u, —Av + v)
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é um espaco de Hilbert.
Do exposto vem
A: D(A) — L*(Q) (3.26)

é uma isometria linear sobrejetora. Resulta entao que o adjunto
A*: L2(Q) — D(AY

é uma isometria sobrejetora, sendo:

(A4 I)"u,v) payxpay = (u, —Av + ). (3.27)

Define-se em D(A) a forma linear L dada por:
(L,v) = (f,v) + (h,%00) g-sr2ryxms2ry» v € D(A). (3.28)

Tem-se:

[(Ly o)| < [f[ 1ol + 1] =320 [[70v]| oy
que implica de (3.25),

1/2
(L, o) < C|LFP+ 1Pl sr2my | [0llDcay

provando a continuidade de L em D(A), portanto L é um objeto de D(A)".
Decorre, daf e por ser A* sobrejetora, que existe u € L*(Q) tal que

(—A+1)*u=L em D(A)
ou
(—A+ 1) u,v) = (L,v), VYve D). (3.29)
Combinando (3.27)-(3.29) vem que

(U, —Av + U) = (f, ’U) + <h, 70U>H*3/2(1")><H3/2(F) 5 Yoe D(A) (330)

isto é, u é uma solu¢do definida por transposicao de (P3). A unicidade de u é
conseqiiéncia da aplicacdo A dada em (3.26) ser bijetora.
e Mostra-se que —Au+u = f em L*(Q).

Com efeito, considerando v € D(§2) obtém-se o resultado.
e Mostra-se que yiu = h em H~32(I).

De fato, considera-se o espaco H°, (cf. Capitulo 2, Secao 2.8). Resulta dos
resultados ai obtidos, que a aplicagao traco

u € H — yu = {yu, nu} € HV*4(T) x H3/*(T)
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é linear e continua e vale a seguinte féormula de Green:

(—Au,v) = (u, —Av) — <71u7VOU>H*3/2(I‘)><H3/2(I‘) + <70u7’71U>H*1/2(I‘)><H1/2(I‘)

para todo v € H?(Q2) e u € H°.
Como u € H° vem entdo que y,u € H3/2(T) e

(—Au +u,v) = (u, —Av +v) = (Y1U, YoV) g-3/2(0) x 13/2(1)
para todo v € D(A), ou
(f;v) = (u, —Av +v) = (71U, Y0V) g-3/2ryx w32y s Vv € D(A).
Desta igualdade e de (3.30) vem o resultado desejado.
e Continuidade da aplicacao linear

{f.h} € L*(Q) x H3*(I') — u € L*(Q)

onde u é solugao de (3.24).
De fato, seja & € L*(2) e v solugao de (3.24) com & em lugar de f e h = 0. Da
condicao (3.30) resulta

(w, &) = (f,v) + (h, Y00) r-sr2(0)x 3721

Da estimativa (3.25) obtém-se ||v||x2() < C[¢], portanto

[(w, I < CI{S, 132 xm-s2) 0] 20
< C||{f, h}HLQ(Q)xH*3/2(F) |§|

o que implica
lul < CI{fs P 2(0)yx-3/2(r)

mostrando a continuidade da aplicacao. W

Nota-se que pela unicidade das solugoes definidas por transposicao do Problema
(P2), os problemas (3.23) e (3.24) sao equivalentes.

Do exposto, obtém-se:

Corolario 3.4. Tem-se que a aplicacdao linear
{f,hy e L*(Q) x H**T) — u e H°

onde u € a solugdo de (3.24), é continua e bijetora.
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Teorema 3.4. A aplicacdo linear
u € H = yu € H3(T)

€ continua.

Observacgao 3.4. Denote por 4, e 7y, as aplicagoes lineares obtidas nos Teoremas
3.4 e 2.24, respectivamente. Tal como na Observacao 3.2 obtém-se que J; é uma
extensao de ;. A demonstragao deste fato segue como na Observagao 3.2, notando
que H%(Q) estd imerso continuamente em H° e que D(Q) é denso em H?(2) e em
HO (cf. Segao 2.8 do Capitulo 2).

Considere-se, agora, f € L*(Q) e h € H'/?(T'). Seja w € H?*(Q) tal que y,u = h.
Entao, do Teorema de Trago (cf. Capitulo 2, Segao 2.8), resulta que w pode ser

escolhido de modo que
[0l g2y < C IRl 172y - (3.31)

Para este w, seja v a solucao do problema:

—Av+v=f+Aw—-—w em

2—320 sobre T

Resulta que para esta escolha de w, a solugio v pertence a H?(Q2). De (3.25) e
(3.31), obtém-se:

9]l 20y < CLIfI+ [Aw| +[w] ] < C(LFI+ Al ey )
Tomando-se © = v + w, resulta:
—Aut+u=f em
ou (3.32)

gzh sobre T,

De (3.31) e da ultima desigualdade segue que
|| o) < C(If] + 1]l g2 ).

Tem-se que a solucao u ¢é unica.
Conclui-se, portanto, que a aplicacao linear

{f,h} € L*(Q) x HY*(I') — u € H*(Q), (3.33)

sendo u solugao de (3.32), é continua e bijetora. W
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No que se segue, serao aplicados resultados de interpolacao para a obtencao da
soluc¢do do problema de Neumann em outros espagos de Sobolev (cf. J.L. Lions - E.
Magenes, [20]).

De fato, para 0 < 6 < 1, obtém-se:

[[_Il/2(r)7 H_3/2(F)]9 — H(1/2)—29(F>

[H*(), L2(Q)],, = H*79(Q).
1 3
Seja o« = 2(1—6) entao 5 —20 = —5 + a. Resulta entao da Proposicao 3.4 de (3.33)
que a aplicagao linear
{f.h} € L*(Q) x H¥P* ) —ue HY(Q), 0<a<?2
¢ continua, sendo u a unica solugao do problema:

—Au+u=f em
viu=h sobre T.

Do exposto, obtém-se:

Teorema 3.5. A aplicacdo linear
{f.R} € L*(Q) x H¥P* D) s ue M, 0<a<?2

onde u € a solugao do Problema (8.31), € continua e bijetora. Portanto a aplica¢ao
linear, trago ~yy:

u € HY — yu € H(_3/2)+°‘(F), 0<a<?2
¢ continua.

O espago H* foi definido em (3.20). A primeira parte da proposicao é con-
seqiiéncia do Corolario 3.2, de (3.33) e dos resultados de interpolacao desenvolvidos.
A segunda parte é resultado da primeira parte e do Teorema do Gréfico Fechado.

Do Teorema 3.5 obtém-se o seguinte resultado:

Corolario 3.5. Em H*, 0 < a < 2, os produtos escalares

(U V)ge = (U V) ga(q) + (Au, Av)

(4, 0))ga = (M, 71'U)H7%+Q(F) + (Au, Av)
proporcionam normas equivalentes.

A demonstragao do Corolario acima segue como no Corolario 3.3.
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3.3 Teorema de Traco. Férmula de Green

A notagao deste pardgrafo serd a que foi fixada no paragrafo anterior. Verifique as
notagoes H*, 0 < a <2, v em.

Teorema 3.6. A aplicacdo traco
u € H® — yu = {you, yuy € HEYD+(T) x HE3/DTe(T), (3.34)
para 0 < o < 2, € linear e continua. Tem-se a sequinte Formula de Green:

(—Au,v) = (u, —Av) — (MU, Y0V) g(~3/2)+a () x HE/2—(r) T (3.35)
+ (YU, V1) gr~1/2+0 (0 x /2 -0 (1),
para 0 < o <2, u € HY ev € H>.
Demonstragao: A parte (3.21) do Teorema 3.3 diz que a aplicagao linear g,
u € HY — yu € H(_l/2)+a(F), 0<a<?2
¢ continua. E a segunda parte do Teorema 3.5 expressa que a aplicacao linear 7 ,
u € HY — nu € H(_3/2)+Q(F), 0<a<?2

também é continua. Resulta entdo que a aplicagao traco v = {71,72}, dada em
(3.34) ¢é linear e continua.
Trocando « por 2 — « em (3.34) vem que a aplicagao trago v = {71, 72},

vEHTY 5 yv = {vyv, v} € H®2D~(T) x HY/D=(I)

com 0 < a < 2, é continua.
Considere-se u e v em H%(Q). Obtém-se:
(—Au,v) = (u, —Av) — (1, %v) L2y + (You, 11v) 2(r) - (3.36)

Note-se que:
(71w, Y00) L2(ry = (M1, 70U>H(*3/2)+&(1")><H(3/2)*&(F)

(You, “Ylv)L?(F) = (You, 71U>H(*1/2)+Q(F)><H(1/2)*&(F)'
Portanto, modifica-se (3.36), obtendo-se:

(—Au,v) = (u,—Av) — <71u>70U>H*(3/2)+a(1")><H(3/2)*a(1") +

3.37
-|—<”you,71U>H(71/2)+a(p)XH(1/2)7Q(F) s u,v e HZ(Q) ( )
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Observe, também, que [H?(Q), H1_(a/2) = H®*, com 0 < o < 2, implicando que
H?(Q) é denso em H®. Desta densidade e da continuidade de «y definida em (3.34),
resulta que a igualdade (3.37) é vélida para todo u € H* e v € H*(Q). Aplicando,
novamente, o mesmo raciocinio ao resultado obtido e notando que [H*(Q2), H%], /2 =

o
H27>, 0 < B < 1, conclui-se que (3.37) é valida para todo u € H® e v € H*™%, que
¢ a Formula de Green procurada. M

Considere-se o operador A definido no Paragrafo 3.3, Problema de Neumann,
isto é, A = —A + I com dominio

D(A) = {u € H*(Q);1iu = 0}.

Sejam (w,) e (A\,) os vetores préprios e valores préprios, respectivamente, de A.
Note-se que A, > 1 para todo u € N. Tem-se, para 0 < o < 1,

D((-A)") = {u & L) > O — 1 ()P < oo}

i)\ — 1) (u, wy)w,

p=1

(cf. M. Milla Miranda [25]). E claro que D((=A)*) = D(A%), 0 < a < 1.
Proposicao 3.5. Tem-se:
(—Au,v) = ((_A)a u, (—A)l_a U) — (mu, ’yo'U)H(73/2)+2a(r‘)XH(3/2)72a(F) , (3.38)

1
para 0 < o < 5 €U € H**, ve D(A). Para a = =, vale a férmula:

N | —

(—Au,v) = (vu> VU) - <71u>70U>H*1/2(F) HY2(T)» (339)
sendou € H' ev € HY(Q).

Demonstragao: Sejam H?** e v € D(A). Entao da Férmula de Green (3.35),
obtém-se:

(—Au, U) = (u, —Av) = <fylu, 70U>H7(3/2)+2a(p)XH(3/2)72Q(F) .

1
Por ser 0 < a < 5 vem que D(A) € D(A'™®). Também H?** C H?**(Q) = D(A®).
Sendo D(A%*) = D((—A)%), 0 < a < 1, resulta entao que a tltima igualdade pode ser
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escrita na forma (3.38). A expressao (3.39) é obtida escrevendo (3.38) com a = %
e observando que D(A) estd imerso continuamente e densamente em D(A'Y?) =
H'(Q). Note que a igualdade H?**(Q2) = D(A%), 0 < a < %, é conseqiiéncia dos
fatos:

_ Hl—(1—2a)(Q) _ H2a(Q)

1-2a

[H(9), L*()]

1—(1—a)

(H'\(Q), 12()], . = D(AT) — D(A%). =

Observacao 3.5. Decorre da observacao 2.25 do Capitulo 2 que todos os resultados
do Capitulo 3 sao validos se 2 for um aberto limitado do R” de classe C®.
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Annales Faculté des Sciences de Toulouse Vol. IX, n? 1, 1988

Hidden Regularity for Semilinear Hyperbolic
Partial Differential Equations

IM. Milla Miranda and 2L.A. Medeiros

o Résumé. — “Hidden regularity”est un concept introduit par J.L. Lions dans
[6] pour I'équation d’onde nonlinéaire uy — Au + |u|?w = 0. Dans ce travail,
les auteurs obtiennent le méme type de régularité pour I'équation uy — Au +
F(u) = 0 ou F: R — R satisfait les conditions de W.A. Strauss [9], c’est-a-
dire, F' est continue et s F'(s) > 0. Dans §3 les auteurs développent certaines
notions sur la trace de la dérivée normale.

e Abstract. — “Hidden Regularity”is a concept introduced by J.L. Lions in [6],
for the nonlinear wave equation uy; — Au+ |u|? w = 0. In the present work, the
authors prove the same type of regularity for the equation uy — Au+ F(u) =0
under the hypothesis of W.A. Strauss [9], i.e., F': R — R is continuous and
s F(s) > 0. In §3 the authors develop certain notions about the trace of the
normal derivative.

1. Introduction

Let €2 be a bounded open set of R™ with smooth boundary I'. By ) we represent
the cylinder Qx 0,T[, T" an arbitrary positive real number. Let F': R — R be a
function satisfying:

F s continuous and s F'(s) > 0 for all s in R. (3.40)
In the cylinder () we consider the semilinear hyperbolic equation:
0u .
2 Au+ F(u) =01in Q. (3.41)

!Partially supported by CNPq - Brasil

?Instituto de Matematica - UFRJ Caixa Postal 68.530 CEP 21945-970, Rio de Janeiro, RJ,
Brasil
— Reproduction authorizated by Michel Ledoux, editor in cheef of
“Annales Faculté des Sciences de Toulouse” - May, 12, 2004
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with initial data

u(z,0) = up(x), %u(x, 0) =ui(x), =€ (3.42)
Let us represent by G the function
G(s) :/ F(r)dr. (3.43)
0

It was proved by Strauss [9], that if F' satisfies (3.40)) and
ug € Hy(Q), Glug) € LY(Q), wuy € L*(Q), (3.44)
then the equation (3.41), with initial conditions (3.42), has one solution u such that
u € L0, T; H3 (), o' € L™(0,T;L*(Q)), (3.45)
and we have the energy inequality
E(t) < E(0) = E,. (3.46)

The energy E(t) is given by:

E(t) = %/ﬂ “u’|2 + |Vu(t)[?] ds +/QG(u(t))dx.

In this paper we prove the following,

Theorem 1.1. If we assume (3.40), (3.44), then equation (3.41) has one solution
u satisfying (3.45), initial conditions (3.42) and

ou

et 2
o € L(2), (3.47)
such that: 5
‘ e < C B, (3.48)
O llae)

the constant C' depending only on T and S2.

Remark 1.1. From the properties (3.45) of the solutions u of (3.41) given by
Theorem 1.1 we shall prove that:
ou

5 € L'(0,T; WW/P=22(1)) + H*(0, T; HY/2(T)). (3.49)
174
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For the proof, look Proposition 3.4, §3 of this paper, where p = 2 if n = 1,2, 3,
1
p<ﬁifn24, and — + — = 1.
2 p Y
Observe that (3.47) does not follows from (3.49). This phenomenon was denomi-
nated “Hidden Regularity” by Lions, cf. [6], for the case F(s) = |s|”s. We also can
find results of hidden regularity motivated by problems of optimal control in Lions
[5], for the linear case of (3.41), i.e., Fu = u.

In §2 we give the proof of Theorem 1.1. In §3 we study the trace of the normal

derivative ™ for functions u that belong to the space
v

E={vve L7(Q), Av e L'()},
p’ as in the Remark 1.1. We did not find in the literature this direct proof.

2. Proof of Theorem 1.1

We will represent by (, ), | - | and ((,)), || - || the inner product and norm,
respectively, in L*(Q) and H}(2). By Hg() we represent the Sobolev space of
order one whose functions have trace zero on the boundary of Q and by L?(Q2) the
space of square integrable numerical functions on 2. All functions considered in this
paper are real valued. The existence proof follows the idea of Strauss [9].

Suppose ug, u; given by (3.44). For each natural number j, let us consider the
function 3;: R +— R defined by:

Bi(s) =sif |s| <j; Bi(s)=jifs>yj; PB(s)=—jifs<—j.

It follows by Kinderlehrer-Stampacchia [2], that 8;(ug) = ug; belongs to Hg () for
all j € N.

Let F' and G as in (3.40), (3.43) and represent by F}, the Strauss approximation
of F, that is, F}., k € N, is a continuous function defined by:
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( 1 1
Fi(s) = (—k) [G <s — E) - G(s)] if —k<s< %
1 |
1
Fk(s) is linear by parts if — 7 < < + with Fi(0) =0
\Fk(s) appropriate constants for |s| > k.

It follows by Strauss [9], Cooper-Medeiros [1], that F} is Lipschitz for each k,
s Fr(s) > 0 and (F}) converges to F uniformly on the compacts subsets of R.

Represent by Gy (s) = / Fi(r) dr and we obtain G (0) = F(0), for all k£ € N.

0
Since ug; € Hy (), let (¢u)uen and (¥,),en be two sequences of elements of
D(Q), space of C'* functions with compact support in 2, such that
©uj — ugj in Hy(Q), V¥, —wuin L(Q), asp — 0. (3.51)

It follows by the above hypothesis, that there exists only one function w,;, which
we represent by u such that:

w e L0, T; H2(Q) N HL(Q))
'€ L0, T; HA(Q))
" € L2(0,T; L2(Q))

(3.52)

and u is a weak solution of the problem

u" — Au + Fk(u) =0
{U(O) =, u'(0)=V,. (3.53)

The energy identity is verified by the solution u = u,;;, i.e.,
1 1
S OF + OlF + [ Guu(v)do -

L 2 (3.54)
= S 1P+ S ol P+ [ Gulo) do
Q

This result can be found in Lions [4], Strauss [8].

The next step is to prove that (u,;;) converges to a solution of the initial value
problem (3.41), (3.42) and the conditions (3.47), (3.48) are verified. So, we divide
the proof in two parts. First on the existence of solutions and second on the estimate
(3.48) of the normal derivative.
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1. — Existence of Solutions

In this step we will bound the second member of (3.54) by a constant independent
of u, j and k. We obtain:
[luoy || < [luol] (3.55)

and

/ Gr(py) doe — / Gr(ugj) dz as pp — oo. (3.56)
0 Q

We have:
Gr(poj(x)) = G(ugi(z)), k — oo, uniformly a.e. in Q,

hence there exists a subsequence (Gy,) of (G}), which is denoted by (G;), such that:
/ ‘Gj(U(]j) — G(UOJ)‘ dr — O, as j — OQ. (357)

0
We also have G(ug;) = G(up) a.e. in Q and G(ug;) < G(ug). As G(ug) € L(2), we

have then
/ |G (ugj) — G(up)|dz — 0, as j — oo. (3.58)

From (3.57) and (3.58) we obtain
/Gj(uoj) dr — / G(up)ds as j — oo. (3.59)
Q Q

Thus, from the convergences (3.51), (3.56), (3.59) and the property (3.55), it follows
that for every € > 0, the energy equality (3.54) can be estimated as follows:

1, 1
]+ 2 M O+ | Gyuy () de < Eg+ ¢ (3.60)
2 2 o

for all t € [0, T] and p > po, j > jo, where Ejy is defined by (3.46).
It follows from the estimte (3.60) that there exists subsequences (u,;), (u;) and
a function u such that:

u,; —uy in L(0,T;5 Hi(R)) weak star as pp — 00 (3.61)
w,; =y in L=(0,T; L*(Q))  weak star as i — oo, '
and
u; —u in L®(0,T; Hy(Q)) weak star (3.62)
wp—u' in L>(0,T;L*S)) weak star, '
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Taking limits in the approximated system (3.53) and using the convergences (3.61),

we obtain:

U](O> = Uoj UJ(O) = Ujp.
Remark 2.1. Strauss proved in [9], ¢f. Lions [4], Lemma 1.3, a convergence theorem
for sequence of measurable functions, which permit us to pass to the limit in (3.63).
This result says that if F;(u;) — F(u) a.e. in Q) and

/T(Fj(uj),uj) dt <C, Vj (364)

then
Fj(u;) = F(u) strongly in  L'(Q). (3.65)
Let us apply the result of Remark 2.1 in order to obtain the limit of (3.63) as

j — oo. It is sufficient to verifty the conditions (3.64). In fact, from (3.63) we
obtain

/O (F ) )t = (s, g) — (i (T),uy(T)) + / i ? dt / a2 .

which by the inequality (3.60) is bounded by a constant independent of j, thus
conditions of Remark 2.1 are verified.

Therefore, it is permissible to pass to the limit in (3.63) and obtain a solution
u of (3.41). To verify the initial conditions (3.42) we use the usual argument, as in
Lions [4], Strauss [9].

2. — Estimates for the Normal Derivative
The method used in this section is one applied by Lions [6]. First of all we prove
a Lemma. Note that we use in this section the summation convention, i.e., terms

like h; L. means summation in ¢ from one to n.

(2

We consider functions h; such that
h; € C*(Q) and h;=v; on T, i=1,2,...,n.

Lemma 2.1. Let be w € H*(Q2) N HY(Q). Then

ou_, o
8@-_1/281/’

v=(1,va ... V).
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2
From this it follows that |Vu|* = (g—w) :
v

Proof. In fact, let £ € D(I') and let ¢ € H™(Q), with m > max(n/2,2), such that
trace 7o & on I' is &. We know that £ exists because D(I') ¢ H™/2(T"). We have:

0 0 0 - ow
for all £ € D( ). Note that Q is regular. We also obtain
o 0 — 0
€)= . = I
Ox; Ox; (wh; €) r Y1 o, Ox; (wh; €)d ng / Ox; sd

It follows that

ow ow
/F”iﬁgdr_/rax,- )

which implies the proof of Lemma 2.1.
Let u,; = w in the class (3.52) which is the solution of (3.53). We use F; = F,

G, = G to simplify the notation. Multiply both sides of equation (3.53) by h; a_u
£y
and integrate on (), which is permissible. We obtain:
ou Ju ou
u”h; dxdt — | Au-h; dxdt h dzdt = 0. 3.66
/ ar; /Q“ 8:clx+/()8x2x (3.66)
We obtain: 9 . 9
/ W'hi < dadt = N — = / hi — (u')? dwdt,
where
t=T
N = u 'h; Ou dx ;
or; |,
N2 N2 Oh;
Vdrdt = | hi(u) v dS — | () = dadt,
8:61 ) Q 8$2
consequently, observing that «'(t) € Hi(Q) in ]0, T, we have:
1
/ ahi 2t = N 4+ / (w2 2 - dudt. (3.67)

We also obtain:

2
—/Auhia—ud:pdt: ou 9 <h au)dazdt—/ (a—“) I (3.68)
0 0x; o 0r; Ox; ox; 5 \ OV



Apéndice 175

and

ou 0O (h 8u)dxdt:

i o ol L
1 & (ouY u du O
= — h B — R — R — ¢ =
1 ou \ 1 ou \’ h;

Oou Ou Oh;

— dzdt.
Q (927]- 8&72 Oxj o

Applying Lemma 2.1 to the first integral in second member of the above inequality,

we get:
- / Auny 2 dzdt =
1 ou 1 Oh; ou Ou Oh;
— [ (H)am - = 2 T au Eddt. .
2/2 (8y)d 2/Q|Vu| oz, dxdt + , O, Oz, O, dxdt (3.69)

Nothing that G is of class C'' with bounded derivative and G(0) = 0, i.e., G(u) €
L*(0,T; H(Q)), we obtain

/ F(u)hia—udxdt: - / G(u) i (3.70)
Q I Q :

T ox;

Substituting (3.67), (3.69), (3.70) in (3.66) we obtain:

1 ou\’ oh; (1, ,0 1 2
§/E<5) dz_N+/Q&xi [5 W? — 5 [Vul? ~ Glw)| dudt+

du du A,
Q (927]- 03:, (927]-

dxdt;

Using the inequality (3.60) in the second member of the last equality, we get:

2
/ ((,% uw-) 45 < C(Bp +2),
by

for all u > po, j > jo, € > 0, where C' > 0 does not depend of u, j, Ey, €. Thus, we
obtain a subsequence, still represented by (u,;), such that

0
£ u,; — x  weakly in L*(0,T; L*(T)) as p,j — oo, (3.71)
v
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and as ¢ is arbitrary, we have:

x|l 2y < CEy. (3.72)

ou i
; — — weak star in

9
ov b ov

In the next section we will prove that
(L0, T; W2 27(I"))) N HL (0, T; H3(T)),

for p > 2 and p > g We note that by W’ we represent the topological dual of

W. It follows from (3.71) that (; uj) converges to x in the above space and
v

0
consequently y = a_u This fact and (3.72) complete the proof of Theorem 1.1. W
v

3. Trace of Normal Derivative

We summarize this section as follows. First of all we prove that —Au = —F(u) —

u” can be written in the form —Awu = Ay + Az’; then we show that u = —y — 2/; we
/

0 z ou
prove that the traces of 7 , — are defined, consequently the trace of — is defined,
8V 8V 8y
. 0 0 0
and to complete the argument we obtain the convergence of —u; = ——

dy ooy
ou dy 07

to — = ——= — — in an appropriate space which contains L*(X), equipped with
ov ov . Ov

the weak topology. The main difficult in this procedure is because the nonlinear
term F'(u) belongs to L'(0,T; L'(2)).

In order to have a better notation we represent by ~ow, y,w the traces, respec-
tively, of the function w and of its normal derivative, as is done usually.

By the symbol (f,g) we still represent the integral on Q of fg and by (f,g)
the duality pairing between W and its topological dual WW’. In all this section the
numbers p, p’ satisfy the conditions:

1

1
p=2ifn=1,23 p>_ifn>4 and-+- =1 (3.73)
2 p P

It follows that W?2P() is continuously embedded in C(€2).
To begin we prove the existence of solutions for the problem:

—~Ay=f in Q, with fe L' Q)
y=20 on I
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This will be proved by transposition method, cf. Lions [3] and Lions-Magenes [7].
Proposition 3.1. If f € L*(Q), there exist only one function y € LP (Q) such that

/ y(—Aw) dx = / fwdz, for each w € W>P(Q) N W, 7(Q). (3.74)
Q Q

The application Tf =y from LY(Q) in LP (Q) is linear and continuous and —Ay =

7l
Proof. Let h € LP(Q) and w be the solution of the problem:

{_Aw:h (3.75)

w=>0 on I

Then, by the regularity of the solutions of elliptic equations, it follows that w €
W2P(Q) N W, (Q).

Let S be the application
Sh=w from LP(Q) in C(Q),

where w is the solution of (3.75). Then S is linear and continuous. Let S* be the

transpose of S, that is: B
S*: (C(Q)) — LF(Q).

The function y = S*f satisfies the conditions (3.74). In fact, (S*f,h) = (f, Sh),
that is:
/y(—Aw) dx = / fwdz.
Q Q
To prove the uniqueness, let i, 1, in L (Q) satisfying (3.74). Then
/(yl — o) (—Aw) dz = 0, for all w € WP(Q) N W, (Q).
Q
Let h € L?(Q2) and w solution of problem (3.75). Then by the last equality we have:
/@h—wwdx: for all h e LP(S),
Q

which implies y; = yo . Therefore, the uniqueness is proved.
Since T'= S* on L'(Q2) and S* is linear and continuous, it follows that 7" has the
same properties. W
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Let us represent by E the Banach space
E={ve’(Q);Awe L' Q)}

with the norm:
o]l g = V]l ) + [[Av]|z1q) -

The next step in our argument, is to prove that 7 v is defined for all v € E. We

follows the usual method, as in Lions [3]. By D(2) we represent the restrictions of
the test functions ¢ of D(R™) to the bounded open set (.

Lemma 3.1 D(Q) is dense in E.
Proof. Let M € E’ be such that My = 0 for all ¢ € D(Q).
We must prove that M = 0. .
We can consider E as a closed subspace of L” () x L*(Q) = W. Let M be the

continuous linear extension of M to W. Then there exists f € LP(2) and h € L>(Q)
such that

M([e,n) = (f,€) + (h,n) forall [¢,n] € W.

In particular,
Mv = (f,v) + (h,Av) forall veE. (3.76)

Let f and h be the extension of f and h to R", zero outside €. Consider
0 € D(R™) and let ¢ = 0 on 2. By (3.76) we have:

/ [f + AR]b da = f(bdx+/ ﬁA@dx:/de/hwa:o
n R n Q Q

that is, . .
f+Ah=0. (3.77)

We have f € LP(R"), h € LP(R") and by (3.77) —Ah = f. Asp > 2 and Q is
bounded it follows that
fel*R"), heL*R") and —Ah=Ff.

By Fourier transform we obtain & € H2(R"). As Q is regular, we deduce from there
that
h € H3 (). (3.78)

Consider an open ball B of R™ which contains 2. Let w be the solution of the
problem:

(3.79)

~Aw=/f in B
w =70 on the boundary of B
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As f € LP(B), f restrict to B, it follows by the regularity theorem, that

w e W*P(B) N W,*(B). (3.80)
By (3.78) and (3.80) it follows that

h,w e H*(B) N H}(B)
and by (3.77), (3.79) these both functions are solutions of

~Az=f in B
z2=0 on the boundary of B.

By the uniqueness result, we have h = w. It then follows that h belongs to VVlicp (R™),
hence

h e WP(Q). (3.81)

Let v € E. By (3.81) there exists a sequence (¢,) of elements of D(2) such that
(¢,) converges to h in WiP(Q). By the limits in (p,, Av) = (Agp,,v) it follows that

(h, Av) = (AR, ). (3.82)

Substituting (3.82) in (3.76) and observing that f 4+ Ah = 0 in © we prove that
M=0. N

Proposition 3.2. There ezists an application yv = [yov, 10| from E to W22 (1) x
Wz=27(T"), linear and continuous such that:

i
vwzwhg;

], forallapinD(ﬁ).
r

Proof. We shall use the notation:
X =W> "), Y=W"3"T), Z=XxY.

By the trace theorem, Lions [3], for each [£,n] € Z, there exists a function
w € W?P(Q) such that yow = £ and vyw = 1. The condition (3.73) implies by
Sobolev theorem that W%P(Q) is continuously embedded in C(f2). For each v € E
we define the functional 7T}, on Z by

T,([&, ) = (v, Aw) = (Av, w). (3.83)
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It is easy to show that T, is well defined. We have:

(8. mll < CllIllr ) + 180y ] [1Ellx + [nlly] = Cllvlle 1€ nlllz-

Thus,

T,€Z and ||T,||z <C|||Eg. (3.84)
Let ¢ € D(Q). By the definition (3.83) and Green formula, we obtain:
To([8;m]) = (e, m) — (1, &) = (=71 10%]; [§,1])- (3.85)

From (3.84) and (3.85) it follows that we have established an application o given
by:
o(¢) = [, 0¢] from D(Q) to X' x Y’

linear and continuous, where D(€) is equipped with the topology induced by that
one of F.
Let 7 be the application

T([=71%,70¢]) = oy, ni¢] from Z' to Z'.

Since D(£2) is dense in E, it follows that the extension of v = 7.0 to E satisfies the
conditions of Proposition 3.2. W

Let uw be the solution obtained in Theorem 1.1. Then
—Au=—F(u) —u",

with F(u) € LY(0,7; L' () and v € L?*(0,T; L*(2)). By the Propositions 3.1,
3.2 and regularity theorem for elliptic equations, it follows that there exists unique
functions

ye LY0,T; L7 (Q) and =z e L*(0,T;H*Q)N H(Q)) (3.86)

such that
—Ay=F(u) and —Az=u1

Consequently
—Au = Ay + (Az). (3.87)

Remark 3.1. Let be v € L1 (0,T; L™ (Q)), Av € LP2(0,T; L2(Q)), 1 < p;, ¢ < 00,
1 =1,2. Then

A / Tv(t)@(t) dt = / T(Av)(t)@(t) dt forall 6eD(0,T).
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This is a consequence of the fact that (Av,0p) = (v,0Ap) for all p € D(Q).

Proposition 3.3. We have

u=—y— 2

where y, z are defined by (3.87).

Proof. We observe that u € L>(0,T; H}(Q)). Let 8 € D(0,T). By Remark 3.1 and
observing that —A is continuous from H}(Q) to H~(Q), we obtain from (3.87):

T T T
—A/ u@dt:A/ y@dt—A/ 20 dt,
0 0 0

—A [/OTuedt—/OTze’dt] = —A/OT(—y)edt. (3.88)

T T T
U:/ u@dt—/ 20’ dt, V:/ (—y)fdt and f=(—A)V.
0 0 0

that is

Let us consider:

We want to show that U and V are solutions of the problem
v e LP(Q)

3.89
/ v(—Aw)dx = / fwdz, for all w € W2P(Q) N W, (Q). (3:89)
0 0

Therefore, by the uniqueness given by Proposition 3.1, we get U = V' and we have
the proof of the Proposition 3.3.

We have U € L” (Q) because p > 2. Let w € W2P(Q) N Wy (Q). Then

/QU(—Au)dx:/OTH Mu(—Aw)dx] dt—/OTQ’ Mz(—Aw)dx] dt.

As —Au € W(Q), because p > 2, it follows that (—Awu,w) = (u, —Aw). Also,
(—=Az,w) = (z, —Aw). Therefore,

/QU(—Aw) do = </OT(—AU)9 dt,w> _ </OT(—AZ)9',w>.

From (3.87) and Remark 3.1, it follows:

/QU(—Aw) dx:/ﬂfwd:c.
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It is clear that V is a solution of (3.89). Then U, V are solutions of (3.89) which
proves Proposition 3.3. W

To know in what space v;u is localized we need the following lemma.

Lemma 3.2. We have y12' = (112)".

Proof. The set B
{ap;a € D(0,T), p € D(Q)}

is total in L?(0,T; H*(2)). Then there exists a sequence (z,) such that

nw
2= 0upiu — 2 in L*(0,T; H*(Q)). (3.90)

j=1
We have then
T T
/ zuﬁ’dt—>/ 0dt in HAQ), 6eD0,T)
0 0
whence
T T
" / 2,0 dt — v, / 20'dt in HY*T). (3.91)
0 0
Also, by (3.90) we have:
Y1z, — 12z in LQ(O,T;Hl/Q(F))

therefore . T
/ (1120 dt — / (=)0 dt in HYX(T). (3.92)
0 0

From (3.91), (3.92), since

T T
71/ 2,0 dt :/ (712,)0 forall 0 € D(0,T).
0 0
It follows the proof of Lemma 3.2. W

Remark 3.2. As u € L*(0,T; Hy(Q)), by the same argument used in the proof of
Lemma 3.2, we obtain:

You® = (you)® =0, u® = d*u/dtk,

for all natural number k.
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As a consequence of (3.86), Propositions 3.2, 3.3 and Lemma 3.2, it follows that
Proposition 3.4. We have
yu € LH0,T; Wo=2¥ (1)) + H=(0,T; HY*(T)).

Let u; be the approximate solution introduced in the proof of Theorem 1.1, that is,
—Auj = —Fj(u;) — uj . By the Proposition 3.3 we can write

uj = —y; —z; where — Ay; = Fj(u;) and — Az =uj. (3.93)

We have that yi1u; belongs to the space given in Proposition 3.4.
In this conditions we obtain the following result:

Proposition 3.5. We have
vy = in (D20, TWERO) 0 HYO. T HYAT)) (3.94)
weak star.
Proof. We note that Fj;(u;) = F(u) in L'(0,T; L*(Q)); consequently from
y; = ylle = llyi — yllr @) + 1Ay — Aylleie) < dlFj(u;) — Fu)l[vo)

it follows that
y; —y in LY0,T;E),

which, by Proposition 3.2 implies:
1
My; =y in L0, T; W APYD)). (3.95)
Also nothing that v} — v’ in L*(0,T; L*(Q)) weak and by
125 = Nzl < clzy = 2lla2e) < CHU} —u||120)

we obtain that
viz; =z in L*(0,T; HYA(T)) weak. (3.96)

Let £ € W where W’ is the space in (3.94). One has by Lemma 3.2
(nu;, &) = —(ny;, &) + (n2,£).
Then, by (3.95), (3.96) we obtain
(1w, &) = (N, §)

which proves Proposition 3.5 and consequently the proof of Theorem 1.1 is complete.
[
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