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Modelagem de Processos e Métodos de Solução
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amigo e co-autor Juan López Gondar, com quem muito

aprendi durante a elaboração deste livro.

O texto aqui apresentado é fruto de nossas
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Prefácio

A F́ısica Matemática pode ser concebida, de modo um tanto simplista, como o conjunto
de técnicas matemáticas de abordagem (modelagem e implementação de métodos de
solução) dos diferentes processos f́ısicos. Quando se trata de problemas “em aberto”,
ela reúne as caracteŕısticas de uma área de pesquisa, mas se, ao contrário, consagra-se
ao estudo de situações que já foram convenientemente trabalhadas e resolvidas, torna-se
uma disciplina que se constitui pilar de sustentação na formação de qualquer aluno de
Ciências Exatas. Neste contexto, a modelagem de processos qualifica-se como questão
crucial mas, infelizmente, pouco explorada em geral nos livros convencionais. Por tal
razão, já a partir deste próprio Prefácio, começamos por esclarecer o que conviremos
daqui para frente em entender por modelos matemáticos.

A natureza, na sua diversidade de formas e riqueza de detalhes, se recusa a ser des-
crita com absoluta fidelidade. O ser humano, porém, avança sistematicamente no co-
nhecimento da realidade através de uma sucessão de etapas, de tal modo que cada uma
delas inclui um saber mais acabado, um reflexo mais preciso do fenômeno objeto de
estudo e, dessa forma, complementa aquela que a antecede. Cada passo que é dado no
aprofundamento do conhecimento, significa alcançar uma percepção mais completa do
nosso universo, sem que por isso consigamos esgotá-lo.

Todos nós tentamos, de uma forma ou de outra, compreender (ou até ocasionalmente
reproduzir parcialmente) o mundo que nos rodeia e, para isso, necessariamente, cons-
trúımos nossas próprias imagens (que podem ser abstratas ou no sentido literal, depen-
dendo do caso), mas elas não constituem a própria realidade, naturalmente, e sim uma
cópia imperfeita dela. Criamos com essas imagens, o que chamamos de um modelo. O
sentido deste termo, portanto, é bem amplo e podemos afirmar que, desde a pré-história,
com as pinturas rupestres, o ser humano já pretendia copiar ou modelar a realidade.
A modelagem de objetos existentes (animados ou não), hoje é considerada uma missão
que compete aos artistas, enquanto que a modelagem de processos é uma atribuição dos
cientistas.

Dentro da própria modelagem de processos, também existem diversas modalidades.
Simulação por computador ou réplica em escala reduzida de determinado fenômeno são,
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sem dúvida, opções extremamente úteis (e perfeitamente válidas) na modelagem de de-
terminados processos. Porém, não trataremos aqui dessas formas de modelagem. Nossa
atenção ficará centrada, exclusivamente, em alguns daqueles “registros da realidade” que
podem ser descritos através de equações; e serão essas equações as que chamaremos
de modelos matemáticos. Ainda que impondo esta restrição, restam duas variantes que
poderiam ser contempladas dentro desse contexto: a dos modelos matemáticos de origem
emṕırica e a daqueles outros puramente teóricos. Na verdade, estes últimos, que consti-
tuirão nosso real objetivo, não são tão “puros” assim, como mais adiante veremos, já que
de alguma maneira sempre incorporam os primeiros na sua formulação.

Este texto (projetado tanto para os alunos das ciências exatas quanto das engenharias)
foi concebido com os seguintes objetivos (bem modestos mas não por isso menos rele-
vantes): iniciar os estudantes destas especialidades dentro da lógica e das técnicas ine-
rentes à modelagem matemática, à análise dos modelos obtidos e das consequências que
deles se derivam, e aos métodos de solução das equações através das quais eles se ex-
primem. Neste primeiro estágio, e até por não ser este um curso de especialização, e
sim de preparação para tarefas mais espećıficas no futuro imediato, vamos nos limitar
basicamente a ilustrar as abordagens dentro de um terreno que, de alguma forma, to-
dos supostamente conhecem: a “F́ısica Newtoniana”. No entanto, tentaremos, também,
avançar um pouco no ńıvel de informação, incluindo alguns temas sobre Teoria Especial
da Relatividade e Mecânica Quântica, não por qualquer tipo de arroubo intelectual, mas
porque a lógica aqui é outra, fazendo com que o mundo real seja bem mais complicado
que aquele que interpretamos através dos nossos sentidos. Além do mais, as correções e
enfoques relativistas são cada dia mais frequentes no nosso cotidiano e, no que concerne
à equação de Schrödinger, ela aparece, inclusive, em contextos clássicos, tais como em
certos modelos de ondas de água (embora não tenha sido neles que originalmente surgiu).
Para finalizar, faremos algumas conjecturas sobre um modelo que nada tem a ver com
as leis do movimento (sejam elas clássicas ou quânticas): a simulação da propagação de
virus virtuais (aqueles que afetam os dispositivos eletrônicos de recepção e transmissão
de dados). O objetivo desta última abordagem não consiste, somente, em apresentar
uma variante da modelagem fora do campo da f́ısica mas, paralelamente, o de informar
sobre resultados interessantes de pesquisas desenvolvidas recentemente.

No primeiro caṕıtulo, além de estabelecer alguns prinćıpios básicos inerentes às téc-
nicas de modelagem, pretendemos mostrar como é que eles funcionam em situações con-
cretas. Para isso, modelos simples, que respondem a equações diferenciais ordinárias,
constituirão o ponto de partida. Neste caṕıtulo comentaremos, também, o uso da delta
de Dirac na simulação de impulsos espacialmente (ou temporalmente) localizados. O
segundo caṕıtulo tem como objetivo introduzir um modelo para descrever as ondas
mecânicas em um meio cont́ınuo unidimensional. Já no terceiro caṕıtulo do livro, abor-
daremos a “equação do calor” e aproveitaremos essa incursão para introduzir o conceito
de “função de Green”. O caṕıtulo IV aborda fenômenos estacionários, onde o foco é o
problema de Dirichlet para o operador laplaciano. O caṕıtulo V vai tratar da modelagem
de fluidos em movimento. O sexto caṕıtulo apresentará os aspectos centrais da Teoria
da Relatividade Restrita e as mudanças conceituais e de formulação que ela introduz.
O caṕıtulo VII discutirá os conceitos e equações que descrevem alguns fenômenos do
micromundo e o caṕıtulo VIII abordará a simulação do processo de propagação de virus
virtuais. Um caṕıtulo adicional (Caṕıtulo IX) foi introduzido com a finalidade de resumir
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as caracteŕısticas e propriedades mais relevantes das séries e transformada de Fourier,
devido a seu reiterado uso ao longo do texto.

Uma compreensão adequada deste livro exige que sejam satisfeitos alguns pré-requisi-
tos mı́nimos. Para isso, o leitor deve ter cursado previamente, pelo menos, as matérias que
seguem: 1) Álgebra Linear, com ênfase nos temas de espaços vetoriais de dimensão finita,
transformações lineares, mudança de base, autovalores e autovetores e teorema espectral;
2) Cálculo Diferencial e Integral em uma e várias variáveis; 3) Equações diferenciais
ordinárias; 4) F́ısica básica com destaque na mecânica newtoniana e eletromagnetismo.
Além disso, um conhecimento de Análise Real será necessário para a compreensão de
alguns resultados e demonstrações apresentadas, principalmente no Caṕıtulo IX. Em
outras questões aqui tratadas, como “função” de Dirac, método de separação de variáveis
em equações diferenciais parciais, função de Green, etc, estimamos que, pela abordagem
realizada, o livro seja, por si só, autoconsistente.

Não queremos concluir este prefácio sem antes deixar registrado um agradecimento
expĺıcito ao nosso colega do Instituto de Matemática da UFRJ, Prof. Ivo Fernandez
Lopez, pela leitura e valiosos comentários sobre uma versão preliminar do manuscrito.
Finalmente, nossa justa gratidão aos incógnitos árbitros oficiais que, com suas obser-
vações e enriquecedoras sugestões, possibilitaram que este livro adotasse uma forma mais
abrangente e depurada. É com satisfação que a apresentamos aqui aos leitores.

Rio de Janeiro, março de 2026.

J. López Gondar & R. Cipolatti



Nota aos Professores

O presente livro de F́ısica-Matemática vem preencher um vazio que existe na literatura
em ĺıngua portuguesa, relacionada com este tema.

O enfoque que nele se introduz é pouco ortodoxo, colocando-se especial ênfase nos
prinćıpios básicos da modelagem matemática, que vão da formulação das hipóteses de
trabalho à geração das equações que descrevem os processos que serão objeto de estudo.

Fugindo das apresentações tradicionais, destinamos uma parte representativa dos caṕı-
tulos a temas bem menos clássicos que os que são tratados convencionalmente neste tipo
de obra — uma exigência, ao nosso júızo, que deve se impor como tendência no decorrer
do tempo. Cabe também destacar como aspecto positivo que, salvo alguns pré-requisitos
declarados no prefácio do texto, ele é autoconsistente.

Devido ao rigor no tratamento matemático, assim como à abrangência, atualidade e
intŕınseca complexidade de determinados temas, deixa-se à avaliação criteriosa de cada
professor da disciplina decidir quais seções, ou caṕıtulos, serão destinados ao ensino de
graduação e quais reservados para a pós-graduação.
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7. Movimentos oscilatórios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

Oscilações amortecidas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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5. Exerćıcios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

6. Bibliografia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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A fórmula de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105



Sumário vii

O prinćıpio variacional de Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

3. Simetrização e aplicações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

A conjectura de Saint Vénant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

A simetrização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

A conjectura de Lord Rayleigh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

4. As equações de Maxwell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
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4. O fenômeno da dispersão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141
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Caṕıtulo 6: Efeitos Relativistas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
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Faz-se ciência com os fatos, como se faz uma casa com pedras;

mas uma acumulação de fatos não é ciência, assim como

um monte de pedras não é uma casa.

Henri Poincaré (1854–1912).

1
Modelando o movimento de part́ıculas

1.1 Modelos emṕıricos e modelos teóricos

Aqueles modelos chamados de emṕıricos têm, como ponto de partida, um processo sis-
temático de medição. Dele tiram-se conclusões e formula-se uma equação que vincula as
grandezas de interesse envolvidas. Não são estabelecidas hipóteses a priori, sendo esta
uma de suas caracteŕısticas. Um exemplo disso é a lei do decaimento radioativo, que
passaremos a explicar.

Uma amostra de material que contenha uma população considerável de átomos instá-
veis, se diz radioativa. Ela pode emitir part́ıculas eletricamente carregadas (alfa ou beta),
neutras ou, também, radiações eletromagnéticas ionizantes (raios gama). Na situação de
um átomo ativo isolado, não se tem previsão em relação ao instante em que ele vai emitir.
Porém, em um conjunto representativo, existe um comportamento médio que pode ser
descrito estatisticamente. O que se faz na prática é medir o número de part́ıculas (ou da
quantidade de radiação gama) emitidos pela amostra por unidade de tempo, usando para
tais efeitos, por exemplo, um “contador Geiger” (para mais informações tanto sobre o
fenômeno quanto à aparelhagem envolvida nas medições, reportamos o leitor a algumas
das referências bibliográficas citadas no final do texto).

Um gráfico caracteŕıstico, resultante desse processo de contagem, ilustra-se na Fig. 1.1.
Nele, os pontos destacam os resultados das medições, enquanto que a curva cont́ınua
responde a um determinado ajuste numérico dos resultados experimentais.

A

t

−dN
dt

Figura 1.1: Gráfico aproximado da atividade de uma amostra radioativa, como função
do tempo, em unidades arbitrárias.
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A curva de ajuste permite identificar um comportamento exponencial do tipo

dN

dt
= −A exp(−αt),

onde N é o número de átomos ativos na amostra. Acontece que se o experimentador
repetir o procedimento para outros materiais, sempre vai achar o mesmo tipo de compor-
tamento para a curva de desintegração, embora A e α dependam da amostra em questão.
Então, podemos afirmar que, no processo de desintegração expontânea,

N(t) =
A

α
exp(−αt) + C.

Como os átomos instáveis, mais cedo ou mais tarde, acabarão se desintegrando, te-
remos, como condição adicional limt→∞N(t) = 0. Note-se que isto não é uma hipótese
de trabalho, mas um fato que responde ao que consideramos, por definição, um átomo
instável. Dáı, a lei de decaimento radioativo ser expressa pela fórmula

N(t) = N0 exp(−αt),

onde N0 é o número de átomos instáveis no momento em que se inicia a medição e α é
a chamada constante de desintegração.

Este constitui um exemplo t́ıpico de modelo emṕırico. Como se pode observar, ele não
é pautado por hipóteses, não é confrontado com outros modelos e, simplesmente, depende
das habilidades do pesquisador para conseguir que efeitos colaterais (os chamados ruidos)
não contaminem o resultado.

Para contrastar as diferenças que eles apresentam em relação aos modelos teóricos,
faremos os destaques abaixo discriminados.

1) Todo modelo teórico funciona dentro de um determinado contexto, ajustando-se a
regras que denominaremos “hipóteses de trabalho” e, portanto, sujeitam-se àquelas
leis compat́ıveis com as restrições por elas impostas.

2) Por outro lado, qualquer novo modelo que seja gerado, sempre terá de ser sub-
metido a testes de confiabilidade, usando como critério a concordância, ou não,
com resultados previamente apurados sobre a realidade objetiva.

3) Quando se aperfeiçoa um modelo, eliminando-se restrições (isto é, reduzindo o
número de hipóteses de trabalho), ele deve conter os casos mais simples como
limite.

4) Modelos simplificados podem resolver alguns problemas sob determinadas condi-
ções. Não devemos, portanto, rejeitar aqueles modelos mais “radicais”, mas saber
como aproveitá-los.

Estas não são sugestões e sim fundamentos do processo de modelagem. Feitas essas
observações, vamos ilustrar como é que elas funcionam, começando com um dos exemplos
mais simples: o movimento vertical de um corpo em relação à Terra. Diversos mode-
los sobre o mesmo assunto serão apresentados, destacando-se o alcance de cada um e
mostrando a relação de coerência entre eles.
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x

y

z

r2

r1
r = r1 − r2

m1

m2

Figura 1.2: Ilustração da disposição espacial dos corpos que interagem gravitacional-
mente.

1.2 O problema de dois corpos

O assunto aqui resume-se à análise das equações que descrevem o movimento de dois
corpos que interagem gravitacionalmente. Para simplificar, vamos supor que os corpos em
questão são esferas homogêneas. Sabe-se que, nestas circunstâncias (vide bibliografia),
a interação se produz como se eles fossem pontuais, com toda a massa concentrada no
centro de massa (neste caso coincidente com o centro geomético) de cada um deles. Um
esquema da disposição espacial é ilustrado na figura acima.

Adotaremos a seguinte convenção: F 12 e F 21 representam a força que o corpo 2
exerce sobre o corpo 1, e vice-versa. Então,

F 12 = −Gm1m2

|r |3 r = m1
d2r1

dt2
,

F 21 =
Gm1m2

|r |3 r = m2
d2r2

dt2
,

(1.1)

onde G ∼= 6, 67× 10−11Nm2/kg2 é a chamada constante de gravitação universal.

Como as equações estão acopladas, vamos introduzir as novas variáveis

R =
m1r1 +m2r2

m1 +m2
e r = r1 − r2.

A primeira denomina-se raio vetor do centro de massa do sistema; a segunda destaca a
posição relativa do corpo 1 em relação ao corpo 2.

Em termos destas novas variáveis podemos escrever

r1 = R +
m2r

m1 +m2
e r2 = R − m1r

m1 +m2
.

Com isso, primeiro somando e depois subtraindo as Eqs. (1.1) (supondo que as massas
não variam com o tempo), obtemos

d2R

dt2
= 0 ,

µ
d2r

dt2
= −Gm1m2

|r |3 r ,

(1.2)
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onde µ = m1m2/(m1 +m2) é denominada “massa reduzida do sistema”. Isto quer dizer
que o centro de massa do sistema está animado de um movimento retiĺıneo e uniforme,
e, caso ele esteja inicialmente em repouso, em repouso haverá de continuar. Por outro
lado, o movimento relativo dar-se-á como se uma massa de valor igual a µ estivesse sendo
acionada pela força da interação entre os corpos de massas m1 e m2. As equações, assim,
estão separadas e, a partir de agora, poderemos fazer algumas conjecturas.

1.3 O movimento vertical de um corpo em relação à Terra

No caso espećıfico em que um dos corpos seja a Terra e o outro muito menos massivo
do que ela (MT

∼= 6, 024 × 1024kg), a massa do segundo, em relação ao primeiro, será
despreźıvel. Com isso, R ≈ r2 e, como µ ≈ m1, a Terra ficará “parada”, enquanto que
o movimento do corpo de massa m1 vai responder à segunda das Eqs. (1.2).

Considerando estas como as nossas primeiras hipóteses de trabalho, vamos incorporar
algumas outras antes de construir o modelo mais simples que nos permita descrever
o movimento vertical de um corpo em relação à Terra. Na verdade, precisaŕıamos de
muitas delas para deixar o problema bem formulado, mas passaremos a destacar as que
consideramos essenciais.

1) O fenômeno objeto de estudo ficará restrito às “leis clássicas”, ou seja, efeitos
quânticos ou relativistas não serão incorporados.

2) A Terra (assim como o corpo em questão) será considerada uma esfera perfeita e
homogênea na sua constituição.

3) A origem do nosso sistema de referência ficará atrelada ao centro de massa da
Terra (e eventualmente deslocada, segundo a vertical, até a superf́ıcie), mas não
participará do movimento de rotação que ela executa sobre seu próprio eixo. Além
disso, vamos também ignorar o movimento da Terra em torno do Sol1.

4) Um dos nossos eixos (digamos que o x) ficará na direção do movimento e no sentido
do vetor de posição relativa do corpo em relação ao centro de massa da Terra.

5) A distância do corpo relativa à superf́ıcie da Terra será considerada insignificante
se comparada com o raio dela (RT ≈ 6, 4× 103km).

6) Não consideraremos, tampouco, forças de atrito geradas pela presença da atmos-
fera.

7) Variações de massa dos objetos que interagem, estão fora de cogitação.

Sob este conjunto de hipóteses, são suficientes duas leis (e ainda assim simplificadas)
para descrever o problema: a primeira será a “lei de gravitação universal” e, a segunda,
aquela que estabelece a relação causa-efeito, ou seja, a “segunda lei de Newton”. Pode-
mos, portanto, formular

m
d2x

dt2
= −GMTm

R2
T

, (1.3)

1 Os dois movimentos a que fizemos referência acima, são “intrinsecamente” acelerados e,

portanto, um referencial que os acompanhe não constituirá um sistema inercial. Nesse caso, para

um observador nele situado, além da força gravitacional, também participariam as chamadas

forças não-inerciais (vide bibliografia). Por uma questão de simplicidade, decidimos não incluir

estas forças nos modelos que aqui apresentaremos.
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sendo x a distância medida em relação à superf́ıcie da Terra e já tendo sido feitas as
simplificações decorrentes do fato de que x≪ RT .

Vale a pena destacar que, por exemplo, a 300km de altura (a distância média dos
satélites geo-estacionários) a diferença entre o valor da força gravitacional que eles ex-
perimentam e a que sofreriam na superf́ıcie do planeta, não chega a 10%. Portanto, até
alturas dessa ordem de grandeza, a lei de gravitação, na forma simplificada usada na
Eq. (1.3), proporcionará resultados aproximados considerados satisfatórios.

Então, definindo g = GMT /R
2
T e estabelecendo as condições iniciais x(0) = x0 e

x′(0) = v(0) = v0, obtemos, como solução da Eq. (1.3),

x(t) = x0 + v0t−
1

2
gt2. (1.4)

Esta é uma expressão bem conhecida dos cursos elementares de f́ısica, embora quase
nunca sejam neles discutidas suas restrições, representadas pelas hipóteses enumeradas
acima, e muito menos sua fundamentação, baseada no estudo do “problema de dois
corpos”.

1.4 A viscosidade do ar

O senso comum nos sugere que o modelo dado pela equação (1.3) não pode descrever,
de um modo geral, o movimento de objetos nas proximidades da superf́ıcie da Terra.
De fato, se assim fosse, uma esfera de ferro e um chumaço de algodão largados do alto
de um prédio de dez andares (menos de 30m), tocariam o solo ao mesmo tempo com
velocidade de aproximadamente 87km/h (o que somente acontece se o movimento for no
vácuo). Portanto, o que está faltando para ajustar o modelo, neste caso, é a força de
viscosidade que o ar exerce sobre os objetos, e que foi ignorada quando introduzimos a
hipótese número 7. Vamos, portanto, incluir no modelo uma força de atrito atuando na
direção contrária ao movimento, supondo que sua intensidade seja dada por Fv = −αv,
onde v = dx/dt é a velocidade e α é uma constante que depende não somente do meio
mas, também, das dimensões, da composição e do formato do objeto (esta é uma lei semi-
emṕırica, válida sob determinadas condições relativas ao regime do fluido em questão).
Nestas circunstâncias, podemos escrever a equação do movimento

d2x

dt2
+ β

dx

dt
= −g, (1.5)

onde β = α/m. Sob as condições iniciais definidas acima, a solução desta equação é:

xβ(t) = −
(
g

β2
+
v0
β

)
exp(−βt) + x0 +

g

β2
+
v0
β
− gt

β
. (1.6)

Como se pode observar, esta função xβ(t) é, em sua essência, bastante diferente da
solução definida pela Eq. (1.4). Porém, seguindo as normas inicialmente estabelecidas,
para que haja coerência do ponto de vista da modelagem, as função xβ(t) e x(t) definidas
respectivamente por (1.6) e (1.4) terão de coincidir no limite quando β tender a zero, já
que a equação (1.5) se reduz a (1.3) quando β → 0.
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De fato, agrupando-se convenientemente os termos, temos:

xβ(t) =
g

β2
(1− βt− exp(−βt)) + v0

β

(
1− exp(−βt)

)
+ x0.

Usando-se a regra de L’Hospital, é simples verificar que, para cada t,

lim
β→0

xβ(t) = x0 + v0t−
1

2
gt2. (1.7)

Observe que neste novo modelo, onde se leva em consideração o efeito da resistência
do meio, temos

dxβ
dt

=
g

β

(
exp(−βt)− 1

)
+ v0 exp(−βt). (1.8)

Como limt→+∞ exp(−βt) = 0, conclúımos que existe uma velocidade limite (v∞ =
−g/β). Isto quer dizer que, para valores apropriados da constante β, poderemos garantir
uma queda “suave” (que é o que ocorre, na prática, com a utilização do pára-quedas).

Observação 1.1: Convém aqui observar que o limite pontual (para cada t fixado)
obtido em (1.7) é, de fato, um limite uniforme nos intervalos limitados de tempo. Mais
precisamente, não é dif́ıcil mostrar que se x(t) é a função definida por (1.4), então para
todo T > 0, tem-se

lim
β→0

(
max
t∈[0,T ]

|xβ(t)− x(t)|
)

= 0. (1.9)

O limite (1.7) (ou mais precisamente o limite (1.9)) é uma consequência direta do
teorema sobre a dependência cont́ınua das soluções de equações diferenciais ordinárias
em relação aos parâmetros. Aqui, o que queremos evidenciar com o cálculo de (1.7),
não são os aspectos matemáticos, mas, principalmente, a atenção que se deve dar aos
fundamentos no processo de modelagem (veja Seção 1.1). Neste sentido, o cálculo do
limite pretende exemplificar os testes de coerência que são efetuados, na prática, para
dar mais confiabilidade ao novo modelo. A rigor, a única forma de se validar um modelo
é contrastando-se suas previsões com a realidade objetiva, através do experimento.

1.5 Lançamentos a grandes alturas

A hipótese número 6 nos limita no caso de pretender explicar o que acontece quando o
corpo está a uma distância não despreźıvel da superf́ıcie com relação ao centro de massa
da Terra. Portanto, nesta seção vamos eliminar esta hipótese (deixando, novamente,
todas as outras intocadas).

Faremos aqui dois enfoques do problema. No primeiro, consideraremos a altura pe-
quena (mas não despreźıvel), com o qual vamos obter um modelo simplificado, mas que
de forma expĺıcita dá a dependência da posição com o tempo. No segundo, a lei de
gravitação universal será introduzida sem aproximações, o que implicará (será o preço a
ser pago) numa equação diferencial não-linear de segunda ordem.



Seção 1.5 Lançamentos a grandes alturas 7

Na primeira formulação do problema, vamos supor x(t) ≪ RT para todo t, mas
não despreźıvel. Se F (t) expressa a intensidade da força de atração, então, pela lei da
gravitação,

F (t) = − GmMT(
RT + x(t)

)2 = −gm
(
1 +

x(t)

RT

)−2

. (1.10)

Como estamos supondo x(t)/RT pequeno, podemos considerar a aproximação

F (t) = −mg
(
1− 2

x(t)

RT

)
.

Este é o resultado que se obtém tomando o termo de primeira ordem na expansão em série
de Taylor de (1+s)−2 em torno de zero. De fato, é fácil ver que (1+s)−2 = 1−2s+3s2−· · ·,
que dá a aproximação para F (t) com s = x(t)/RT .

Nestas condições, a equação a ser considerada é:

d2x

dt2
− 2g

RT
x = −g. (1.11)

Considerando-se as condições iniciais x(0) = x0 e x′(0) = v0, a solução de (1.11) é dada
por:

x(t) =

(
x0
2
− RT

4
+
v0
2

√
RT

2g

)
e
√

2g/RT t

+

(
x0
2
− RT

4
− v0

2

√
RT

2g

)
e−
√

2g/RT t +
RT

2
.

(1.12)

Agrupando os termos em (1.12) de forma conveniente, obtemos

x(t) =
x0
2

[
e
√

2g/RT t + e−
√

2g/RT t
]

+
v0
2

√
RT

2g

[
e
√

2g/RT t − e−
√

2g/RT t
]

+
RT

4

[
2− e

√
2g/RT t − e−

√
2g/RT t

]
.

(1.13)

Deixaremos a cargo do leitor demonstrar que as funções definidas respectivamente
por (1.13) e (1.4) coincidem no limite quando RT tende a infinito.

No segundo enfoque, sem considerarmos aproximações na lei da gravitação universal,
a equação pode ser expressa na forma

d2y

dt2
= −GMT

y2
, (1.14)

onde y(t) = RT + x(t) > 0. Esta é uma equação não-linear em y(t) e, portanto, não
pode ser abordada pelos métodos convencionais. Entretanto, ela pode ser facilmente
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resolvida após a multiplicação por dy/dt. De fato, multiplicando-se ambos os lados por
y′(t), obtém-se

d

dt

[
1

2

(
dy

dt

)2

− gR2
T

y

]
= 0, (1.15)

Observe que o fato de não estarem sendo consideradas forças dissipativas (vide bi-
bliografia), implica que a energia mecânica do sistema se conserva, o que de fato está
expresso pela Eq. (1.15).

Integrando-se a Eq. (1.15) no intervalo [0, t] obtém-se

1

2

(
dy

dt

)2

− gR2
T

y
=

1

2
v20 −

gR2
T

y0
, (1.16)

onde y0 = RT + x0.

É interessante observar que se o projétil parte da superf́ıcie da Terra, isto é, y0 = RT ,
é posśıvel se deduzir da Eq. (1.16) a existência de uma velocidade mı́nima a partir da
qual o projétil escapa do campo gravitacional. Esta velocidade mı́nima se denomina
velocidade de escape. De fato, supondo que

lim
t→+∞

y(t) = +∞,

decorre da Eq. (1.16) que

1

2
v20 − gRT = lim

t→+∞
1

2

(
dy

dt

)2

≥ 0,

o que implica necessariamente v0 ≥
√
2gRT . Portanto, definindo-se

vesc =
√
2gRT , (1.17)

podemos concluir que se v0 < vesc, o projétil retornará a Terra.

Vamos agora resolver a Eq. (1.16), o que permitirá descrever com maior precisão o
movimento do projétil, segundo o novo modelo estabelecido e concluir, em particular,
que se v0 ≥ vesc o projétil não retorna mais à Terra.

Consideremos primeiramente o caso em que a posição inicial y(0) = RT e a velocidade
inicial v0 > vesc. Como a Eq. (1.16) é separável, podemos escrevê-la na forma

dy

(1 + γ/y)1/2
=
√
2C0dt, (1.18)

onde estamos denotando γ = gR2
T /C0 e C0 = 1

2v
2
0 − gRT > 0.

Fazendo-se a mudança de variáveis γ/y = tan2 θ, obtém-se

−2γ
∫

cot2 θ csc θ dθ =
√
2C0t+ C. (1.19)
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Integrando-se por partes o lado esquerdo de (1.19), segue que

γ cot θ csc θ − γ ln | csc θ + cot θ| =
√
2C0t+ C. (1.20)

Voltando agora às variáveis originais do problema, temos que

γ

[(
1 +

y(t)

γ

)1/2(
y(t)

γ

)1/2

− ln

[(
1 +

y(t)

γ

)1/2

+

(
y(t)

γ

)1/2
]]

=
√
2C0t+C. (1.21)

A constante de integração C pode ser determinada considerando-se as condições ini-
ciais. De fato, como estamos supondo y(0) = RT , conclúımos que

C = γ

[(
1 +

RT

γ

)1/2(
RT

γ

)1/2
]
− γ ln

[(
1 +

RT

γ

)1/2

+

(
RT

γ

)1/2
]
.

Substituindo-se C e C0 obtidos acima na Eq. (1.21), obtemos a expressão que relaciona
de modo impĺıcito y como função de t.

Observe que (
1 +

y(t)

γ

)1/2

> 1, ∀t ≥ 0.

Portanto,
√
2C0t+ C < γ

(
1 +

y(t)

γ

)1/2(
y(t)

γ

)1/2

< γ

(
1 +

y(t)

γ

)

de onde obtemos y(t) >
√
2C0t + C − γ para todo t ≥ 0 e conclúımos, como era de se

esperar,
lim

t→+∞
y(t) = +∞.

Consideremos agora o caso em que y(0) = RT e v0 = vesc. Observe que os argumentos
do caso anterior não se aplicam. De fato, neste caso limite, C0 = 0 e a Eq. (1.16) toma
a forma

1

2

(
dy

dt

)2

− gR2
T

y
= 0, (1.22)

ou equivalentemente,
√
y
dy

dt
=
√
2gRT .

Integrando, obtém-se
2

3
y(t)3/2 =

√
2gRT t+

2

3
R

3/2
T .

Portanto,

y(t) =

[
3

2

√
2gRT t+R

3/2
T

]2/3
. (1.23)

É fácil ver que neste caso também ocorre limt→+∞ y(t) = +∞, isto é, o projétil se
afasta indefinidamente da superf́ıcie da Terra.
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Portanto, a partir dos argumentos acima, podemos afirmar que, nas condições que va-
lidam o modelo dado pela Eq. (1.14), um projétil lançado da superf́ıcie da Terra escapará
do seu campo gravitacional e não mais retornará se, e somente se, a velocidade v0 com
que é lançado for maior ou igual à velocidade de escape definida em (1.17).

Observação 1.2: No caso em que v0 ≥ vesc, é desnecessário resolver a equação para
concluir que o projétil não retorna à Terra. De fato, decorre de (1.16) (respectivamente
(1.22)) que |dy/dt| > 0 para todo instante t ≥ 0. Como a solução y(t) da equação (1.16)
é necessariamente uma função de classe C1 e y′(0) > 0, conclúımos que dy/dt não troca
de sinal. Logo o projétil não pode retornar.

1.6 Lançamento vertical de um corpo autopropulsado

O problema do lançamento de um mı́ssil terra-ar, ajusta-se perfeitamente à hipótese
de que as distâncias relativas à superf́ıcie da Terra sejam despreźıveis, se comparadas
com o raio dela (a t́ıtulo de comparação, enquanto RT ≈ 6.400 km, as rotas de vôos
comerciais se situam em uma faixa que, em geral, não ultrapassa 15 km).

É claro que na abordagem deste novo problema surgem questões que não foram antes
consideradas. Uma delas é que o mı́ssil perde massa devido à queima do combust́ıvel
responsável pela sua propulsão. Uma outra é que o sistema, como um todo, não pode
ser considerado como corpo ŕıgido e, portanto, não deve ser tratado como ponto material
isolado e sim como um conjunto deles.

Uma extensão da segunda lei de Newton (na verdade, a forma em que originalmente
ele a concebeu) para pontos materiais com massa variável no tempo é:

f i =
dpi

dt
,

onde f i(t) é a força que atua sobre a i-ésima part́ıcula e pi(t) = mi(t)v i(t) o seu momento
linear, sendo mi(t) e v i(t) respectivamente sua massa e velocidade no instante t. Note-se

que a expressão acima se reduz à forma particular (digamos convencional f i = mi
d2
ri

dt2 ),
quando a massa em questão não varia no tempo.

Para um sistema de N part́ıculas, temos

N∑

i=1

f i =

N∑

i=1

dpi

dt
.

As forças que atuam sobre cada part́ıcula são resultado de ações tanto externas quanto
internas, ou seja

f i = F i,ext +
∑

i6=j

F ij ,

onde F ij é a força que a part́ıcula j exerce sobre a i-ésima. Então, levando-se em conta
o prinćıpio de ação e reação (terceira lei de Newton), temos

N∑

i=1

∑

i6=j

F ij = 0
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e portanto,
N∑

i=1

f i =

N∑

i=1

F i,ext = F ext =

N∑

i=1

dpi

dt

que é a extensão a que nos referimos acima.

Tendo em vista essas considerações e sem transgredir nenhuma das outras hipóteses de
trabalho originalmente estabelecidas, podemos agora desenvolver um modelo simplificado
do movimento de um mı́ssil terra-ar. Para reduzir a complexidade do problema, faremos
também as siguintes suposições:

1) O mı́ssil é lançado verticalmente do solo.

2) M(t) é a massa do mı́ssil no intante t. Se designarmos por Mf a massa residual
do mı́ssil, isto é, a massa do foguete sem o combust́ıvel e m(t) a massa do com-
bust́ıvel no instante t, então M(t) = Mf +m(t). Podemos supor, numa primeira
aproximação, m(t) = m0− ct, onde m0 é a massa inicial de combust́ıvel e c a taxa
(suposta constante) de perda de massa devida à combustão. Então, o tempo de
autopropulsão tf será tf = m0/c. Para tempos maiores do que este, modelos que
não contemplam variação de massa terão de ser incorporados.

3) O combust́ıvel, que escapa a uma razão c, o faz a uma velocidade (relativa ao
foguete) constante, de módulo igual a vr. Desta forma, considerando o sentido
positivo contrário à aceleração da gravidade, podemos escrever vg(t) = v(t) − vr,
onde vg(t) é a velocidade do elemento de fluido gaseificado no instante t e v(t) é a
velocidade do mı́ssil.

Tendo em vista as considerações acima, podemos formular as equações a partir das
leis de Newton. O momento linear do mı́ssil, no instante t, é p1(t) =M(t)v(t); enquanto
que para a massa do combust́ıvel, porém, temos

p2(t) = −
∫ t

0

(
v(ξ)− vr

)
m′(ξ) dξ = c

∫ t

0

v(ξ) dξ − cvrt.

Portanto, se denotarmos p(t) = p1(t) + p2(t), resulta que

d

dt
p(t) =M(t)

d

dt
v(t) + v(t)

d

dt
M(t) + c

d

dt

[∫ t

0

v(ξ) dξ − vrt
]

= (M0 − ct)
d

dt
v(t)− cvr,

(1.24)

onde M0 =Mf +m0 é a massa total do mı́ssil no momento do lançamento.

Considerando que a única força externa que atua sobre o sistema é a força da gravi-
dade, e que ela, na nossa aproximação, independe da posição dos diferentes elementos
que integram o sistema foguete-gases, podemos escrever

d

dt
p(t) = −GMTM0

R2
T

= −gM0. (1.25)

Portanto, de (1.24) e (1.25), obtém-se

d

dt
v(t) =

cvr − gM0

M0 − ct
=

γ

1− c
M0
t
,
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onde γ = (cvr − gM0)/M0. Integrando-se em t para 0 ≤ t ≤ m0/c, conclúımos

v(t) = v0 −
γM0

c
ln

(
1− c

M0
t

)
. (1.26)

Deve-se observar o fato de que durante o peŕıodo de autopropulsão, isto é, 0 ≤ t < m0/c,
temos 1− ct/M0 > 0.

Integrando novamente os dois lados de (1.26), obtemos

x(t) = x0 + v0t+
γM2

0

c2

[(
1− c

M0
t

)
ln

(
1− c

M0
t

)
+

c

M0
t

]
. (1.27)

Esta é a descrição do movimento (posição em função do tempo) no caso de auto-
propulsão, considerando-se a força de gravidade constante.

Como teste de coerência deste novo modelo, calculemos o limite quando c → 0 na
expressão (1.27). Na ausência de queima de combust́ıvel, esta deverá se reduzir ao caso
descrito na seção 1.2 (veja (1.4)). Primeiramente, observe que γ → −g quando c→ 0+.
Além disso, para cada t fixado, denotemos s = 1 − ct/M0, de modo que c → 0+ é
equivalente a s→ 1−. Assim, podemos escrever

M2
0

c2

[(
1− c

M0
t

)
ln

(
1− c

M0
t

)
+

c

M0
t

]
= t2

(
s ln s+ 1− s

(1− s)2
)
.

Como

lim
s→1−

s ln s+ 1− s
(1 − s)2 = − lim

s→1−

ln s

2(1− s) =
1

2
,

conclúımos que, de fato, (1.27) se reduz a (1.4) no limite quando c→ 0+.

É importante observar que o intervalo de tempo em que vale a fórmula (1.27) depende
de c. De fato, como vimos acima, a fórmula é válida para t ∈ [0,m0/c]. Como m0/c →
+∞ quando c→ 0+, não há incoerências no cálculo do limite acima para t fixado.

1.7 Movimentos oscilatórios

Entende-se por movimento oscilatório aquele que se realiza no entorno de uma dada
posição de equiĺıbrio (ponto no qual a resultante das forças é nula). Um dos casos mais
simples, que passaremos a tratar, é o de uma mola em que uma de suas extremidades
está fixada e a outra está presa a um corpo cujo movimento desejamos descrever.

A experiência comprova que o esforço necessário para esticar ou comprimir uma mola
depende da extensão da deformação produzida. Para pequenas deformações (dentro dos
limites elásticos do material), podemos admitir que, esticada ou comprimida, a mola
exerce uma força elástica de restauração cuja intensidade é proporcional à quantidade
esticada ou comprimida.

Nessas circurstâncias, vamos então considerar o movimento no caso de um corpo
suspenso, desprezando-se as forças de atrito e a massa da mola.

Considerando-se como origem do sistema de referência a posição do centro de massa
do corpo no caso em que a mola não está nem comprimida nem distendida e denotando-se
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L

yeq = mg/k

x(t)

Figura 1.3: Na ilustração da esquerda, a mola de comprimento L, está na sua con-
figuração natural (não estendida nem comprimida). Na ilustração central, a mola está na
sua posição de equiĺıbrio. Embora estendida pelo peso do corpo, este é anulado pela força
elástica da mola. A ilustração da direita representa a posição da mola em um instante t
do movimento em que x(t) > 0 .

por y(t) a posição do centro de massa no intante t, convencionando-se que y(t) > 0 se a
mola está esticada e y(t) < 0 se está comprimida (veja Fig. 1.3), obtemos da segunda lei
de Newton,

m
d2y

dt2
= mg − ky, (1.28)

onde k > 0 é a constante elástica da mola (constante de Hooke) que depende, entre
outras coisas, do tipo de material (o sinal negativo no lado direito de (1.28) indica o fato
de que a força elástica é uma força de restauração).

Impondo as condições inciais y(0) = y0 e y′(0) = v0, obtemos, como modelo para a
descrição do movimento do corpo, a função y(t) solução de (1.28).

Podemos simplificar a equação se considerarmos x(t) = y(t)−mg/k. Isto equivale a
redefinir a origem do sistema de coordenadas situando-o agora no ponto de equiĺıbrio.
De fato, y(t) é solução de (1.28) com dados iniciais y(0) = y0 e y′(0) = v0 se, e somente
se, x(t) é solução de

m
d2x

dt2
= −kx, (1.29)

com dados iniciais x(0) = x0 = y0 −mg/k e x′(0) = v0.

A única solução de (1.29) que satisfaz as condições dadas é:

x(t) = x0 cosωt+
v0
ω

senωt, (1.30)

(onde ω =
√
k/m é denominada frequência angular e T = 2π/ω o peŕıodo das oscilações).

Este tipo de movimento é chamado de harmônico simples. Observe que (1.30) pode ser
expressa na forma x(t) = A sen(ωt+ δ), com

A =
√
x20 + v20/ω

2 e δ = arc sen(x0/A)

sendo A denominada amplitude do movimento.
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Observe também que se k = 0, isto é, na ausência de mola, a equação (1.28) se reduz
a y′′(t) = g, cuja solução é y(t) = y0 + v0t + gt2/2, ou seja, uma queda livre, como era
de se esperar. Por outro lado, a solução de (1.28) com os dados iniciais indicados é:

y(t) = x(t) +
mg

k
=
(
y0 −

mg

k

)
cosωt+

v0
ω

senωt+
mg

k

=
(
y0 −

g

ω2

)
cosωt+

v0
ω

senωt+
g

ω2

= y0 cosωt+ v0
senωt

ω
+ g

1− cosωt

ω2
.

(1.31)

Para t fixado, temos

lim
ω→0

1− cosωt

ω2
=
t2

2
, lim

ω→0

senωt

ω
= t.

Portanto, tomando-se o limite quando k → 0+ em (1.31), se obtém, coerentemente,

lim
ω→0

y(t) = y0 + v0t+
1

2
gt2. (1.32)

• Oscilações amortecidas

Nas condições anteriores, em que a viscosidade do meio foi desprezada, o sistema
massa-mola fica oscilando indefinidamente, em movimento periódico em torno do ponto
de equiĺıbrio. E o que ocorre, então, na presença de viscosidade?

Se admitirmos, como fizemos na Seção 1.3, que a força de atrito devida à viscosidade
do ar atua na direção contrária ao movimento e tem intensidade dada por Fv = −αv,
onde v = dy/dt = dx/dt é a velocidade e a constante α > 0 é o coeficiente de viscosidade
do meio, a segunda lei de Newton nos dá:

m
d2x

dt2
= −αdx

dt
− kx,

ou equivalentemente
d2x

dt2
+ β

dx

dt
+ ω2x = 0, (1.33)

onde β = α/m e ω2 = k/m.

Sabemos que a solução geral de (1.33) depende da relação entre β e ω. De fato, temos:

β > 2ω ⇒ x(t) = e−βt/2
[
Aeγt +Be−γt

]
,

β = 2ω ⇒ x(t) = e−βt/2
[
At+B

]
,

β < 2ω ⇒ x(t) = e−βt/2
[
A cos(|γ|t) +B sen(|γ|t)

]
,

(1.34)

onde γ =
√
(β/2)2 − ω2 e A, B são constantes arbitrárias (a serem determinadas a partir

das condições iniciais).
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Vale aqui observar que, nos três casos considerados em (1.34), a solução x(t) tende
a zero quando t → +∞. Entretanto, nos dois primeiros casos, isto é, quando β ≥ 2ω,
a viscosidade do meio é forte o suficiente (com relação às caracteŕısticas da mola) para
impedir o aparecimento de oscilações. Já no terceiro caso, quando β < 2ω, ocorre o
movimento oscilatório, porém amortecido.

A relação entre β e ω pode ser determinante para as aplicações. Por exemplo, se
em um determinado sistema desejamos evitar as oscilações (como no caso do sistema
de suspensão de um automóvel), temos interesse de construir molas e amortecedores de
modo que β > 2ω, isto é, α > 2

√
km. Por outro lado, se o importante é obter um

decaimento mais rápido (como no caso de uma balança, por exemplo), então devemos
optar por β < 2ω (ou α < 2

√
km). De fato, para simplificar as expressões, vamos

considerar x(0) = x0 e x′(0) = 0. Então, (1.34) se reduz a

β > 2ω ⇒ x1(t) =
e−βt/2

2

[(
1 +

β

2γ

)
eγt +

(
1− β

2γ

)
e−γt

]
x0,

β = 2ω ⇒ x2(t) =
e−βt/2

2

[
βt+ 2

]
x0,

β < 2ω ⇒ x3(t) = e−βt/2

[
cos(|γ|t) + β

2|γ| sen(|γ|t)
]
x0,

e é fácil observar que, para β > 0 fixado e ω1 < β/2 = ω2 < ω3,

lim
t→+∞

x2(t)

x1(t)
= lim

t→+∞
x3(t)

x2(t)
= 0.

Portanto, embora todas as soluções decaiam exponencialmente a zero, x3(t) o faz mais
rapidamente que x2(t) que, por sua vez, o faz mais rapidamente que x1(t).

• O sistema massa-elástico

Consideremos o movimento de um corpo suspenso por um elástico (fio de borracha) em
que uma das extremidades está fixada. Podemos admitir que, sob condições adequadas,
o elástico se comporta como uma mola quando está esticado, isto é, exerce uma força de
restauração cuja intensidade é proporcional à quantidade esticada, embora não exerça
nenhuma força quando encolhido.

Portanto, argumentando-se como na dedução de (1.28), temos, a partir da segunda
lei de Newton, 




m
d2y

dt2
= mg − ky, se y(t) ≥ 0,

m
d2y

dt2
= mg, se y(t) < 0.

(1.35)

Se considerarmos a função ξ 7→ ξ+, onde

ξ+ =
|ξ|+ ξ

2
= max{ξ, 0},
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podemos escrever (1.35) como a equação diferencial não linear

d2y

dt2
= g − ω2y+, (1.36)

onde ω =
√
k/m.

Observe que a aplicação s 7→ g − ω2s+ é Lipschitz cont́ınua, de modo que, dadas
condições iniciais y(0) = y0 e y′(0) = v0, o Teorema de Picard (veja Bibliografia) garante
a existência de uma única solução y(t) definida para todo t ≥ 0.

O caráter não linear da equação (1.36) não permite, em geral, que se obtenham
soluções que possam ser expressas na forma elementar. Entretanto, fixadas as condições
iniciais, podemos aplicar os resultados gerais sobre a continuidade da solução em relação
ao parâmetro ω, como fizemos no caso da mola. De fato, também neste caso, vale o limite
(1.32)

De modo análogo, podemos considerar o modelo na presença de viscosidade do meio,
o que nos leva à equação não-linear

d2y

dt2
+ β

dy

dt
+ ω2y+ = g, (1.37)

sendo β = α/m, α o coeficiente de viscosidade.

• Oscilações forçadas e fenômeno de ressonância

No dia 1o de julho de 1940, na cidade americana de Puget Sound (em Washington),
a ponte “Tacoma Narrows Bridge” foi conclúıda e aberta ao tráfego. Aproximadamente
quatro meses depois, às sete horas da manhã do dia 7 de novembro, a ponte começou
a oscilar longitudinalmente e, posteriormente, de modo torsional (veja mais adiante, no
Caṕıtulo 2, Seção 2.5, “Ondas de torção em uma barra elástica”). A amplitude máxima
das oscilações chegou a atingir uns quatro metros por volta das dez horas e, pouco menos
de uma hora mais tarde, a ponte desabou completamente. O leitor interessado pode ver
filmes desse desastre que estão dispońıveis na Internet (veja referência na bibliografia).
Felizmente, não houve v́ıtimas nesse incidente (nem mesmo um cachorro que havia sido
abandonado em um carro), mas a ponte nunca mais foi reconstrúıda no mesmo local. O
que supostamente provocou a queda da ponte foi o fenômeno chamado ressonância, que
passaremos a descrever a seguir.

Suponhamos que sobre o sistema simplificado descrito na Seção 1.6 (veja Eq. (1.29)),
atue uma força externa periódica com frequência angular σ. Consideremos, por exemplo,
uma força vertical cuja intensidade em cada instante t é f(t) = senσt. Então, a equação
do movimento é

d2x

dt2
+ ω2x = senσt,

cuja solução geral é dada por

xσ(t) =





A cosωt+B senωt+
1

ω2 − σ2
senσt se σ 6= ω

A cosωt+B senωt− t

2ω
cosωt se σ = ω
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Supondo, por exemplo, as condições iniciais x(0) = x0 e x′(0) = v0, a solução xσ(t) toma
a forma

xσ(t) = x0 cosωt+

(
v0
ω
− σ

ω(ω2 − σ2)

)
senωt+

1

ω2 − σ2
senσt

no caso σ 6= ω, enquanto que para σ = ω,

xω(t) = x0 cosωt+

(
v0
ω

+
1

2ω2

)
senωt− t

2ω
cosωt.

Podemos observar claramente em xω(t) o termo de ressonância, que faz com que a
amplitude das oscilações cresça linearmente com o tempo.

O resultado geral sobre a continuidade da solução em relação aos parâmetros do
modelo nos permite concluir que, para t fixado,

lim
σ→ω

xσ(t) = xω(t).

De fato, podemos verificar isso diretamente, já que temos as fórmulas expĺıcitas para as
soluções. Observe que

xσ(t)− xω(t) =
1

ω(σ + ω)

[
ω senσt− σ senωt

ω − σ

]
− 1

2ω2
senωt+

t

2ω
cosωt.

Aplicando a Regra de L’Hospital, obtemos

lim
σ→ω

[
ω senσt− σ senωt

ω − σ

]
= senωt− tω cosωt,

e conclúımos que xσ(t)− xω(t)→ 0.

1.8 Movimento pendular

Todos os modelos abordados até aqui se referiam a movimentos retiĺıneos, isto é, movi-
mentos em uma única dimensão. Nessas condições, as equações decorrentes se reduziam
diretamente ao caso escalar. Entretanto, para a descrição das oscilações de um pêndulo,
o caráter vetorial da segunda lei de Newton tem de ser destacado.

Comecemos, como fizemos até agora, estabelecendo algumas restrições. Além das
hipóteses de trabalho consideradas anteriormente, vamos incorporar as seguintes:

1) a distância do ponto de suspensão (P ) do pêndulo em relação à superf́ıcie da
Terra será despreźıvel em relação ao raio da Terra (o que garante que a força de
gravitação que atua sobre a massa pendular seja considerada constante, tanto em
módulo quanto em direção e sentido);

2) a haste do pêndulo (que une a massa pendular ao ponto de suspensão P ) será
considerada como um fio ŕıgido e de massa despreźıvel;



18 Modelando o movimento de part́ıculas Caṕıtulo 1

3) a massa pendular será considerada pontual (uma hipótese razoável se considerar-
mos que suas dimensões são insignificantes frente às dimensões da Terra);

4) o atrito com o ar será desprezado.

Nas figuras abaixo ilustramos a disposição das forças que atuam sobre a massa pen-
dular e os vetores que serão considerados na descrição do processo oscilatório.

m

P

g

Tθ

(a)

P

θ

ur

uθ

r

(b)

Figura 1.4: (a) Ilustração das forças de tração no fio (T) e de gravitação (mg) que
atuam sobre a massa pendular; (b) o vetor posição r e os vetores ur e uθ da base
ortonormal do sistema de coordenadas polares.

Pela segunda lei de Newton, podemos escrever

T +mg = m
d2r

dt2
. (1.38)

Em seu movimento oscilatório, a massa pendular se desloca sobre um arco de cir-
cunferência de raio igual ao comprimento l do fio e de centro no ponto de suspensão
P , o que nos sugere considerar um sistema de coordenadas polares com a origem em
P . Se fixarmos o sistema de coordenadas cartesianas em que o eixo x está na vertical,
apontando para baixo, e o eixo y está na horizontal, apontando para a direita, podemos
considerar os vetores unitários (veja Fig. 1.4)

ur = (cos θ, sen θ) e uθ = (− sen θ, cos θ).

Tomando-se a derivada em relação a θ em cada componente dos vetores acima, temos

dur

dθ
= uθ,

duθ

dθ
= −ur.

Se, em um dado instante t, θ representa o ângulo entre a haste do pêndulo e a reta
vertical passando por P , temos

r = lur;

T = −Tur;

mg = (mg cos θ)ur − (mg sen θ)uθ,
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onde T = |T |. Observe também que

dr

dt
= l

dur

dt
= l

dur

dθ

dθ

dt
= luθ

dθ

dt
,

de onde podemos concluir que

d2r

dt2
= −l

(
dθ

dt

)2

ur + l

(
d2θ

dt2

)
uθ.

Substituindo a expressão acima em (1.38), temos

(mg cos θ − T )ur − (mg sen θ)uθ = ml
[
θ′′uθ − (θ′)2ur

]
.

Como os vetores ur e uθ são ortogonais (e consequentemente linearmente indepen-
dentes), a equação vetorial acima se reduz às seguintes equações

θ′′(t) +
g

l
sen(θ(t)) = 0

mg cos(θ(t)) +ml(θ′(t))2 = T (t)
(1.39)

A primeira, que descreve a variação do ângulo θ em função do tempo, é a lei do
movimento propriamente dito. Observe que ela não envolve T (t) nem suas derivadas.
Portanto, uma vez conhecida a solução da primeira, temos diretamente, a partir da
segunda, o módulo da força de tração como função do tempo.

A experiência sugere um comportamento oscilatório (e periódico) da massa pendular
em torno da posição de equiĺıbrio, o que corresponde a um comportamento análogo para
o ângulo θ em torno de θ = 0. Embora seja posśıvel provar esse fato a partir da equação
do movimento (a primeira equação em (1.39)), o seu caráter não linear traz dificuldades,
já que não podemos resolvê-la de forma expĺıcita por meio de funções elementares. Para
contornar esse problema, vamos supor “oscilações pequenas”, de modo a considerar a
aproximação sen θ ≈ θ, em relação à qual a equação pode ser linarizada, isto é,

θ′′(t) +
g

l
θ(t) = 0. (1.40)

Como vimos anteriormente (veja (1.29)), a solução de (1.40) para as condições iniciais
θ(0) = θ0 e θ′(0) = ω0 é

θ(t) = θ0 cos

(√
g

l
t

)
+ ω0

√
l

g
sen

(√
g

l
t

)
.

Como se pode observar, a equação linearizada (1.40) é análoga à equação do sistema
massa-mola estudada anteriomente e suas soluções descrevem movimentos periódicos
com peŕıodo 2π

√
l/g (que independem da amplitude θ0). Esta conclusão, denominada

lei de isocronismo das oscilações do pêndulo, foi descoberta por Galileu Galilei no ano
de 1583, a partir de observações nas oscilações de uma luminária da Catedral de Pisa e
é o prinćıpio sobre o qual se baseia o funcionamento dos antigos relógios de pêndulo.

O movimento pendular aqui considerado é o mais simples posśıvel (e por isso mesmo,
denominado pêndulo simples). Se não desprezarmos a massa da haste, a descrição do
processo será mais complexa e outros conceitos, como o de momento de inércia, terão de
ser incorporados na modelagem do movimento (vide bibliografia). Novas complicações
surgem, também, caso a haste seja flex́ıvel ou extenśıvel.
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1.9 Movimento de uma carga elétrica em um campo magnético

Nesta seção, vamos considerar o modelo para o movimento de uma part́ıcula eletri-
camente carregada sob a ação de um campo magnético. Neste caso, não somente abor-
daremos um problema essencialmente tri-dimensional, mas também ilustraremos como,
extraindo e organizando informações de um determinado modelo, podemos eventualmente
conceber dispositivos que, do ponto de vista prático, resultem extremamente úteis.

Começaremos considerando um campo magnético B constante no tempo e no espaço
(usualmente identificado como constante e uniforme). Por conveniência, colocaremos um
dos eixos do sistema de referência (neste exemplo, o eixo x) na direção e sentido do campo
magnético. Devemos neste ponto destacar que a escolha do sistema que “mais se ajuste”
à simetria do problema (como já foi salientado em situações anteriores) simplifica de fato
a estrutura do modelo. Consideremos, também, as seguintes hipóteses de trabalho:

1) a força gravitacional sobre a particula carregada pode ser desprezada se comparada
à força de interação com o campo magnético;

2) forças de atrito serão ignoradas.

Feitas essas considerações, podemos afirmar que a única força que atua sobre o sistema
é a chamada força de Lorentz, isto é, F = qv ×B , sendo q o valor (positivo ou negativo,
dependendo do caso) da carga elétrica da part́ıcula e v sua velocidade.

Nessas condições, a lei do movimento se expressa na forma

m
d2r

dt2
= q(v ×Bi),

sendo B = |B | e i , j , k os vetores da base canônica de R3 para o sistema de coordenadas
fixado. Portanto, como r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k , temos

m
d2r

dt2
= qB

(
dz

dt
j − dy

dt
k

)
.

Considerando-se, então, as componentes da equação vetorial acima, temos o sistema
de equações escalares: 




d2x

dt2
= 0;

d2y

dt2
= ωc

dz

dt
;

d2z

dt2
= −ωc

dy

dt
,

(1.41)

onde ωc = qB/m é a chamada frequência ciclotrônica.

Podemos observar de imediato que a primeira equação de (1.41) é independente, mas
as duas últimas estão acopladas. Para desacoplá-las, escrevemos

d

dt

[
dy

dt
− ωcz

]
= 0,

d

dt

[
dz

dt
+ ωcy

]
= 0.
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Logo, y′(t) − ωcz(t) e z
′(t) + ωcy(t) são funções constantes (são o que denominamos

de constantes do movimento).

Como z′(t) + ωcy(t) = z′(0) + ωcy(0), e y
′′(t) = ωcz

′(t), obtemos, após substituição,
y′′(t) = −ω2

cy(t) + ωc(z
′(0) + ωcy(0)). Com o argumento simétrico, obtemos z′′(t) =

−ω2
cz(t)− ωc(y

′(0)− ωxz(0)). Portanto, o sistema (1.41) pode ser expresso na forma

d2x

dt2
= 0;

d2y

dt2
+ ω2

cy = α1ωc,

d2z

dt2
+ ω2

cz = α2ωc,

onde α1 = v0z + ωcy0 e α2 = −v0y + ωcz0, sendo

r(0) = (x0, y0, z0), r ′(0) = (v0x, v0y, v0z)

as condições iniciais.

Como as equações acima estão desacopladas, podemos determinar a solução geral, a
saber: 




x(t) = a1 + b1t;

y(t) = a2 cos(ωct) + b2 sen(ωct) +
α1

ωc
;

z(t) = a3 cos(ωct) + b3 sen(ωct) +
α2

ωc
;

Exigindo-se que as condições iniciais sejam satisfeitas, chegamos à solução





x(t) = x0 + v0xt;

y(t) =
v0y
ωc

sen(ωct)−
v0z
ωc

cos(ωct) +
v0z
ωc

+ y0;

z(t) =
v0z
ωc

sen(ωct) +
v0y
ωc

cos(ωct)−
v0y
ωc

+ z0;

Deixaremos o teste de coerência (o limite da solução quando B tende a zero) como
exerćıcio para o leitor.

Podemos dar uma interpretação mais direta do fenômeno, considerando-se casos
particulares nas condições iniciais (este é um outro procedimento que eventualmente
deve ser levado em consideração na modelagem). Portanto, consideremos r(0) = 0 e
r ′(0) = (0, 0, v0). Com isso, as soluções expressas acima se simplificam. De fato,





x(t) = 0;

y(t) = − v0
ωc

cos(ωct) +
v0
ωc
,

z(t) =
v0
ωc

sen(ωct).



22 Modelando o movimento de part́ıculas Caṕıtulo 1

z

y

x
︸ ︷︷ ︸

D = 2v0/ωc

Figura 1.5: Trajetória de uma part́ıcula eletricamente carregada sob a ação de um
campo magnético constante aplicado na direção do eixo x .

Podemos eliminar a variável t nas duas últimas expressões, obtendo a equação

(
y − v0

ωc

)2

+ z2 =

(
v0
ωc

)2

.

Esta é a equação de uma circunferência no plano yz, de raio R = v0/ωc, centrada em
y = v0/ωc e z = 0. Suponhamos agora uma placa eletro-senśıvel colocada no plano xy,
como ilustra a Fig. 1.5.

A distância da origem ao ponto de incidência da part́ıcula é D = 2v0m/qB. Portanto,
diretamente proporcional à massa. Este é o prinćıpio de funcionamento do chamado
Espectrógrafo de Massa, idealizado por Francis William Aston (um dos principais cola-
boradores de J.J. Thomsom) há mais de oitenta anos. Acontece que isótopos diferentes de
um mesmo elemento (que se distinguem por terem quantidades diferentes de neutrons)
são quimicamente equivalentes, e somente um método f́ısico, senśıvel às variações de
massa, como o descrito acima, pode identificá-los. O próprio oxigênio (que sabemos
ser um elemento fundamental para a vida) é constitúıdo por três isótopos (O16, O17

e O18). A proporção em que eles aparecem na natureza é um dos problemas que têm
sido equacionados e resolvidos a partir do modelo apresentado. Experimentalmente,
um “filtro de velocidades” garante uma velocidade inicial conhecida e uma “câmara de
ionização” determina o valor da carga (veja bibliografia). Com esses parâmetros sob
controle (incluindo-se o campo magnético B) pode-se determinar a proporção de cada
isótopo na amostra.

1.10 Modelando pulsos: a “função” delta de Dirac

Nos diversos modelos que tratamos neste caṕıtulo, referimo-nos à presença de forças
externas, supondo-as conhecidas e agindo em cada instante t, (como, por exemplo, a
força da gravidade). Há, entretanto, situações em que elas atuam durante um peŕıodo
curto, mas de forma intensa, de modo que não podem ser desprezadas. Como veremos a
seguir, tais forças agem como se fossem “pulsos” e, como tais, podem ser modeladas (de
modo aproximado) pela “função” delta de Dirac.
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A t́ıtulo de motivação, consideremos uma part́ıcula P de massa m = 1 (em determi-
nadas unidades) que, no instante t = 0, encontra-se em repouso na origem de um sistema
inercial de referência conhecido. Apliquemos em P uma força externa F ε(t), constante e
de módulo 1, durante o intervalo de tempo [t0, t0+ε), onde t0, ε > 0. Mais precisamente,
consideremos

F ε(t) =

{
(1, 0, 0) se t0 ≤ t < t0 + ε,
(0, 0, 0) senão.

Nessas condições, conclúımos, a partir da segunda lei de Newton, que a part́ıcula se
desloca sobre o eixo dos x com velocidade escalar (numericamente igual a)

vε(t) =

{
0 se t ≤ t0,
t− t0 se t0 < t ≤ t0 + ε,
ε se t > t0 + ε.

Podemos observar diretamente da expressão acima que, para t ∈ R fixado, vε(t) −→ 0
quando ε→ 0+.

Imaginemos, agora, a força F ε(t) agindo sobre P durante o intervalo de tempo [t0, t0+
ε), mas com intensidade 1/ε. É fácil ver que, neste caso,

vε(t) =

{
0 se t ≤ t0,
(t− t0)/ε se t0 < t ≤ t0 + ε,
1 se t > t0 + ε.

e, para t ∈ R fixado, temos

lim
ε→0

vε(t) =
{
0 se t ≤ t0,
1 se t > t0.

(1.42)

Os dois casos ilustram situações muito diferentes: para ε > 0 suficientemente pequeno,
temos, como aproximação, no primeiro caso, a velocidade nula e, no segundo, a velocidade
com um salto de descontinuidade em t = t0. Assim, se podemos desconsiderar a atuação
da força para ε > 0 suficientemente pequeno no primeiro caso, não devemos fazê-lo no
segundo.

Analisemos com mais atenção o segundo caso descrito acima. Nas condições conside-
radas, podemos descartar o caráter vetorial do problema e escrever a componente x da
força F ε na forma Fε(t) = Dε(t− t0), sendo

Dε(ξ) =
1

ε

(
H(ξ)−H(ξ − ε)

)

e onde ξ 7→ H(ξ) denota a função de Heaviside

H(ξ) =

{
0 se ξ < 0
1 se ξ ≥ 0

.

Podemos observar que a função Dε(t − t0) satisfaz as seguintes propriedades: para
todo t0 ∈ R,

Dε(t− t0) ≥ 0,
∫ ∞

−∞
Dε(t− t0) dt = 1, ∀ε > 0,

lim
ε→0+

∫ b

a

Dε(t− t0) dt = 1, ∀a < t0 < b.

(1.43)
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Além disso, é fácil verificar que

lim
ε→0

Dε(t− t0) =
{
+∞ se t = t0
0 se t 6= t0

Consideremos uma situção um pouco mais geral. Vejamos o que ocorre se a força é da
forma Fε(t) = h(t)Dε(t − t0) (t0 > 0), onde h(t) é uma função cont́ınua dada. A partir
da segunda lei de Newton, temos

vε(t) =

∫ t

0

Fε(τ) dτ =

∫ t

0

Dε(τ − t0)h(τ) dτ =
1

ε

∫ ε

0

h(ξ + t0) dξ

e, como consequência direta do Teorema Fundamental do Cálculo, obtemos

lim
ε→0

∫ t

0

Dε(τ − t0)h(τ) dτ =

{
0 se t ≤ t0
h(t0) se t > t0

(1.44)

É interessante observar que (1.44) (ou o caso particular (1.42)) não depende da forma
especial como foi definida a função Dε(ξ) e sim das propriedades (1.43). De fato, se
considerarmos uma função ϕ(ξ) ≥ 0, definida em R, satisfazendo ϕ(ξ) = 0 se ξ /∈ [0, 1],

∫ ∞

−∞
ϕ(ξ) dξ = 1

e definirmos ϕε(ξ) = ε−1ϕ(ε−1ξ), então ϕε(t− t0) verifica as propriedades (1.43). Além
disso, podemos provar (veja o Apêndice no final do caṕıtulo) que, para todo t0 ∈ R,

lim
ε→0

∫ ∞

−∞
ϕε(τ − t0)h(τ) dτ = h(t0),

ou que, se t0 > 0,

lim
ε→0

∫ t

0

ϕε(τ − t0)h(τ) dτ =

{
0 se t ≤ t0,
h(t0) se t > t0,

qualquer que seja a função cont́ınua h(t).

Esta observação nos sugere a existência de uma “função”, que denotaremos δ(t− t0),
obtida como um tipo especial de limite de Dε(t− t0) (ou mais geralmente ϕε(t− t0)). De
um ponto de vista puramente simbólico, definimos formalmente a “função δ de Dirac”
como sendo aquela que satisfaz as propriedades

δ(t− t0) =
{
+∞ se t = t0
0 se t 6= t0∫ ∞

−∞
δ(t− t0)h(t) dt = h(t0), ∀t0 ∈ R,

(1.45)

qualquer que seja a função cont́ınua h(t).
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É claro que δ(t− t0) não pode ser uma função no sentido usual e que o limite especial
a que nos referimos não pode ser o limite de funções a que estamos habituados no Cálculo
Diferencial. De fato, o limite pontual de Dε(t − t0) (veja o limite em (1.43)) é a função
nula com domı́nio em R \ {t0} que, como sabemos, tem integral nula. Entretanto, as
operações formais que podemos fazer com ela (justificáveis em contextos matemáticos
avançados) permitem obter uma quantidade surpreendente de resultados. Além disso,
ela permite expressar, de modo matematicamente adequado, determinadas idealizações:
a densidade de massa de um ponto material, a densidade de carga de um dipolo ou de
uma carga pontual, a intensidade de uma força aplicada em um ponto, etc.

Embora esteja fora do escopo deste texto, vale aqui o registro: o estudo rigoroso
da “delta de Dirac” nos remete à Teoria da Medida ou, mais geralmente, à Teoria das
Distribuições, universos matemáticos onde ela “vive”.

• Nota histórica

No ano de 1927, o f́ısico teórico inglês Paul Adrian M. Dirac (na época com 25 anos de
idade) publicou um artigo nos “Proceedings of the Royal Society of London” (A113 págs.
621-641), cujo objetivo era conciliar a Mecânica Quântica (recentemente desenvolvida por
Schrödinger e Heisenberg) com os prinćıpios da Teoria da Relatividade (concebida por
Einstein). Seu enfoque incorporava um novo tipo de “função”, que não fazia sentido do
ponto de vista da Matemática, mas que aportava à F́ısica resultados corretos. A partir de
então, esta nova função passou a ser denominada a função de Dirac, simbolizada (como
Dirac fizera) pela letra grega “δ”.

Muito antes de Dirac, o engenheiro Heaviside, interessado no estudo de equações
diferenciais ordinárias que modelam fenômenos elétricos transientes, introduziu, em 1893,
um cálculo simbólico, absolutamente formal, com o qual conseguia deduzir fórmulas
extraordinárias (e corretas!). Dentre os ingredientes que compunham seu método, havia
o “impulso unitário”, que nada mais era do que a função δ de Dirac. Os resultados
de Heaviside tiveram desdobramentos importantes na época. Entretanto, a maioria dos
matemáticos de então, sempre adeptos do rigor, recusaram seu sistema. Ele o defendia
com veemência, mas acabou vencido. Seu método, embora levasse a resultados corretos,
foi totalmente abandonado. Abatido e totalmente desmoralizado pelo fracasso de suas
ideias, morreu louco.

Somente em 1926, infelizmente bem depois de sua morte, parte do cálculo simbólico de
Heaviside foi justificado matematicamente (com a utilização da transformada de Laplace)
por Norbert Wiener e Carson.

Coube ao matemático francês Laurent Schwartz desvendar os mistérios que envolvem
a δ de Dirac. Na época da publicação do famoso trabalho do f́ısico inglês, Schwartz
tinha somente 12 anos de idade. Interessado no estudo da generalização do conceito
de derivada, ele apresentou, em 1944, uma nova teoria: a Teoria das Distribuições.
Nesta teoria, Schwartz introduz, entre muitas outras coisas, uma nova noção de derivada
(dita derivada fraca ou derivada no sentido das distribuições), que generaliza o conceito
clássico do Cálculo Diferencial. Como funções descont́ınuas podem ser derivadas no
sentido das distribuições, vários problemas envolvendo equações diferenciais parciais, até
então intranspońıveis, puderam finalmente ser resolvidos. Em particular, os cálculos
formais de Heaviside e Dirac puderam ser rigorosamente justificados.
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1.11 Apêndice: núcleos de Dirac

Denominamos núcleos de Dirac as funções Dµ:R → R, µ > 0, que satisfazem as
seguintes propriedades:

(1)

∫

R

Dµ(x) dx = 1, ∀µ > 0,

(2)

∫

R

|Dµ(x)| dx < α, ∀µ > 0,

(3) lim
µ→0

∫

{|x|≥a}
|Dµ(x)| dx = 0, ∀a > 0,

(1.46)

onde α > 0 independe de µ e onde as integrais devem ser entendidas como integrais
impróprias de Riemann, isto é,

∫

R

f(x) dx = lim
N→−∞

M→+∞

∫ M

N

f(x) dx,

∫

{|x|≥a}
f(x) dx =

∫ −a

−∞
f(x) dx+

∫ ∞

a

f(x) dx.

A caracteŕıstica fundamental dos núcleos de Dirac fica estabelecida pelo resultado que
segue.

Proposição 1.3: Seja f :R → R uma função cont́ınua e limitada. Então, para cada
x ∈ R, tem-se:

lim
µ→0

∫

R

Dµ(x− y)f(y) dy = f(x).

Prova: Para cada x ∈ R, consideremos

fµ(x) =

∫

R

Dµ(x− y)f(y) dy.

Sendo f limitada e cont́ınua, a integral acima converge e, para cada µ > 0, define uma
função na variável x.

A partir do item (1) de (1.46), temos

fµ(x)− f(x) =
∫

R

[
f(x− y)− f(x)

]
Dµ(y) dy. (1.47)

Como f é limitada, existe M > 0 tal que |f(y)| ≤ M para todo y ∈ R. Além disso,
como é cont́ınua em x, dado ǫ > 0 existe δ > 0 tal que se |y| < δ, então |f(x−y)−f(x)| <
ǫ/2α. Portanto, resulta do item (2),

|fµ(x)− f(x)| ≤
∫

R

|f(x− y)− f(x)||Dµ(y)| dy

≤ ǫ

2α

∫ δ

−δ

|Dµ(y)| dy + 2M

∫

{|y|≥δ}
|Dµ(y)| dy.

≤ ǫ

2
+ 2M

∫

{|y|≥δ}
|Dµ(y)| dy.
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Pelo item (3), podemos fixar µ0 tal que se µ < µ0, então

∫

{|y|≥δ}
|Dµ(y)| dy <

ǫ

4M
.

Logo,
µ < µ0 ⇒ |fµ(x)− f(x)| < ǫ

e a prova está completa.

Na maioria das aplicações, os núcleos de Dirac são determinados a partir de uma
função geradora, a saber:

Corolário 1.4: Seja ϕ:R→ R é uma função positiva e integrável tal que

∫

R

ϕ(x) dx = 1.

Então, as funções Dµ(x) = µ−1ϕ(µ−1x) são núcleos de Dirac.

1.12 Exerćıcios

Exerćıcio 1.1. Considere o caso do movimento vertical de um corpo pontual de massa
m em relação à superf́ıcie da Terra. Suponha que as distâncias envolvidas são suficien-
temente pequenas se comparadas com o raio da Terra (mas não despreźıveis). Incorpore
os efeitos do atrito com o ar e deduza a lei de movimento sob condições iniciais gerais:
x(0) = x0 e x′(0) = v0.

Exerćıcio 1.2. Mostre que a lei obtida no problema acima se reduz ao caso de um
movimento uniformemente variado, no caso em que o coeficiente de viscosidade tende a
zero e o raio da Terra tende a infinito.

Exerćıcio 1.3. No caso do mı́ssil autopropulsado, analisado neste caṕıtulo, inclua uma
força de atrito com a atmosfera (supondo que a densidade do ar é constante). Elabore o
novo modelo para distâncias despreźıveis em relação ao raio da Terra e ignore a força de
atrito que experimentam os gases resultantes da combustão.

Exerćıcio 1.4. O fenômeno da ressonância foi analisado neste caṕıtulo desconsiderando
os efeitos da viscosidade. Construa um novo modelo que incorpore esses efeitos (con-
siderando exclusivamente soluções oscilatórias). A freqüência de ressonância, neste caso,
não coincide mais com a “freqüência natural” do sistema e a amplitude das oscilações
tampouco “explode”, como antes acontecia. Deduza a lei de movimento e desenhe um
gráfico que ilustre os efeitos espećıficos da ressonância.

Exerćıcio 1.5. Acompanhe o estudo do movimento pendular desenvolvido na seção 1.8.
Substitua a haste inextenśıvel por uma mola de constante elástica k. Obtenha o novo
modelo que, neste caso, é expresso através de um sistema de equações acopladas que não
têm solução expĺıcita, dada em termos de funções elementares.

Exerćıcio 1.6. No problema acima, inclua os efeitos do atrito com o meio e obtenha o
novo modelo.
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Exerćıcio 1.7. No resultado do exerćıcio 5, considere que a mola vira uma haste inex-
tenśıvel (k → ∞ e, portanto, ξ(t) → 0 para todo t ≥ 0; onde ξ(t) é o “esticamento”
da mola no instante t). Sob a condição de que, neste limite, kξ(t) → T (t), recupere o
resultado obtido na Eq. (1.39).

Exerćıcio 1.8. O movimento pendular estudado neste caṕıtulo descreve o processo que
é registrado por um observador situado, junto com o sistema, em um referencial inercial
(não acelerado). Encontre a lei de movimento que um observador, localizado no Polo
Norte e animado do movimento de rotação da Terra, registraria, caso o pêndulo oscile
sobre sua cabeça (como antes, em um sistema inercial).

Exerćıcio 1.9. A equação diferencial (1.14) descreve o movimento vertical de um corpo
em relação à superf́ıcie da Terra sem estabelecer qualquer tipo de restrição no que con-
cerne às distâncias relativas ao raio da Terra. Considerando o raio do globo terrestre
infinito, deve se reproduzir um movimento uniformemente variado. Proceda para encon-
trar esse limite.

Exerćıcio 1.10. Considere a equação (1.36) como modelo para as oscilações de um corpo
suspenso por uma das extremidades de um elástico (por exemplo, um fio de borracha).

a) Use o Teorema de Picard para mostrar que, dadas as condições iniciais y(0) = y0 e
y′(0) = y1, a equação admite uma única solução y(t) definida para todo t ≥ 0.

b) Use o prinćıpio da conservação de energia mecânica para concluir que esta solução
é periódica no tempo, isto é, existe T > 0 tal que

y(t+ T ) = y(t), para todo t ≥ 0.

c) Considere y0 > 0 e y1 = 0. Mostre que neste caso o peŕıodo de y(t) é

T =
1

ω
arc cos

(
g

g + ω2y0

)
+

√
y0

2g

√
2 + ω2y0

e calcule y(t) no intervalo [0, T ].
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A natureza nunca quebra suas próprias leis.

Leonardo da Vinci (1452–1519).

2

Ondas em uma dimensão

Os modelos desenvolvidos no caṕıtulo anterior simulam processos que podem acontecer
em uma ou mais dimensões, mas que sempre dependem de uma única variável: o tempo.
Justamente por essa razão, são descritos por equações diferenciais ordinárias. Neste
caṕıtulo trataremos de modelos que descrevem certos fenômenos em que tanto o tempo
quanto a posição constituem variáveis independentes e, por isso, passaremos a trabalhar
com equações diferenciais parciais.

2.1 Ondas – conceitos básicos

Dizemos que “uma onda se propaga em um determinado meio” se uma dada grandeza,
associada aos pontos do espaço f́ısico que constituem o meio, sofre mudanças no decorrer
do tempo e na extensão do espaço.

Os exemplos mais evidentes são os das ondas mecânicas. Nesse caso, as moléculas das
substâncias que compõem o meio e que, por alguma causa, tenham se deslocado de suas
posições de equiĺıbrio, agem (por consequência das forças de interação molecular) sobre
as moléculas vizinhas, desencadeando dessa forma um deslocamento progressivo — uma
onda.

As ondas podem ser classificadas como unidimensionais, bidimensionais, etc., de-
pendendo do número de variáveis espaciais envolvidas na propagação. Neste caṕıtulo
restringiremo-nos às primeiras. Neste contexto, podemos também classificá-las como
transversais ou longitudinais. As transversais são aquelas em que as part́ıculas que
compõem o meio se deslocam perpendicularmente à direção de propagação (é o caso,
por exemplo, das oscilações de uma corda de violão), enquanto que nas longitudinais,
deslocamento e propagação ocorrem na mesma direção.

Para exemplificar uma situação real, consideremos o fenômeno de transmissão e re-
cepção de sons. No caso da fala, por exemplo, nossas cordas vocais são estimuladas
a executar oscilações transversais que deslocam as moléculas de ar na sua vizinhança.
Esses deslocamentos se propagam longitudinalmente (por ação das forças de interação
molecular) até chegar aos nossos ouvidos. O mesmo fenômeno ocorre quando ouvimos
música (entretanto, num ambiente de vácuo, podeŕıamos ver as cordas de um violão
vibrarem, mas nada ouviŕıamos).
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2.2 As cadeias moleculares

De um modo geral, consideraremos as ondas em meios cont́ınuos, isto é, ondas que se
propagam em “meios” (matéria ou vácuo) que ocupam todas as posições de uma certa
região do espaço. No caso em que o meio é composto por uma dada substância (por
exemplo, o ar), desprezaremos as distâncias intermoleculares. Tais considerações são
apropriadas para aqueles fenômenos nos quais as dimensões do sistema objeto do estudo
são muito maiores que as dimensões moleculares. Entretanto, para melhor compreen-
dermos os mecanismos de interação entre as part́ıculas que compõem um meio material
e, consequentemente, entender (e fundamentar) os modelos que descrevem as ondas em
meios cont́ınuos, iniciemos com um “olhar microscópico” para a composição da matéria.

t = t1 :

t = t2 :

t = t3 :

(a) (b)

Figura 2.1: Ilustração em três tempos (t1 < t2 < t3 ) de: (a) uma onda transversal e
(b) uma onda longitudinal.

A função que descreve a energia potencial de interação U(r) entre dois átomos (ou
moléculas), tem a forma aproximada ilustrada na figura abaixo, sendo r a distância que
separa as duas part́ıculas.

r

U(r)

−U0

r0

Figura 2.2: Energia potencial de interação molecular (em unidades arbitrárias) segundo
o modelo de Lennard-Jones.

Pode-se inferir da figura que a força de interação F = −U ′(r) é fortemente repulsiva
quando os átomos (ou moléculas) estão muito próximos e torna-se fracamente atrativa
quando se distanciam consideravelmente.

Para algumas moléculas simples, é posśıvel obter-se U(r) a partir da Mecânica Quân-
tica. Um potencial semi-emṕırico, que descreve razoavelmente bem as interações, é o
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chamado Potencial de Lennard-Jones: U(r) = U0

[
(r0/r)

12 − 2 (r0/r)
6
]
, onde r0 é a

posição de equiĺıbrio (U ′(r0) = 0) e −U0 é o potencial nesse ponto, isto é, −U0 = U(r0).

Tendo em vista que nosso interesse é considerar somente oscilações pequenas, (isto é,
|1 − r

r0
| ≪ 1), podemos aproximar o potencial de Lennard-Jones por seu polinômio de

Taylor centrado em r0.

Considerando o polinômio de grau dois, temos

U(r) = −U0 + 36U0r
−2
0 (r − r0)2

e a força de interação entre duas moléculas, dentro desta aproximação, é dada por

F = − d
dr
U(r) = −72U0r

−2
0 (r − r0).

Este resultado permite que (no caso de pequenas oscilações) a força de interação
entre duas part́ıculas cont́ıguas possa ser simulada pela presença de uma mola virtual
com constante elástica k = 72U0r

−2
0 (situação que já foi estudada no Caṕıtulo 1).

(a) · · · · · ·
m m m

k k

(b) · · · · · ·
m1 m2 m1

k2 k1 k1 k2

Figura 2.3: (a) Representação gráfica de uma cadeia monoatômica na aproximação de
pequenas oscilações (as molas hipotéticas têm massa zero). (b) Idem para uma cadeia
molecular triatômica onde, em geral, m1 6= m2 . A constante elástica das molas ideali-
zadas que “conectam” as moléculas (k2 ), não coincide, necessariamente, com a das que
determinam a interação entre os átomos que integram cada molécula (k1 ).

Acima ilustramos, graficamente, como uma cadeia monoatômica (ou molecular tri-
atômica) pode ser concebida na descrição dos processos oscilatórios, no contexto das
pequenas oscilações.

Se o problema das oscilações fosse abordado levando-se em conta o caráter discreto
da matéria, os esquemas “part́ıcula-mola”, como ilustrados na Figura 2.3, teriam de
ser considerados e, consequentemente, modelados por um imenso sistema de equações
diferenciais ordinárias (da ordem de 1023 equações). Ocorre que, macroscopicamente, o
comprimento das cadeias aqui consideradas é muit́ıssimo maior que as distâncias inter-
atômicas (ou inter-moleculares) presentes e, por isso, é usual considerar tais sistemas
como se fossem meios cont́ınuos, cuja modelagem, como veremos a seguir, envolve equa-
ções diferenciais parciais.

2.3 Oscilações longitudinais de uma barra elástica

A equação das ondas surge como modelo matemático na descrição de diversos fenô-
menos f́ısicos importantes. Os modelos unidimensionais mais simples podem ser obtidos
na descrição das ondas longitudinais decorrentes de deformações elásticas.
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x

y

z

x x+∆x

l

Figura 2.4: Ilustração de uma barra ciĺındrica em sua posição de referência, com o
elemento l compreendido entre as seções retas em x e x +∆x .

Consideremos, para tais efeitos, uma barra metálica (na forma de um cilindro reto),
homogênea (isto é, todas as propriedades f́ısicas independem da posição), suficientemente
fina, de modo que as variações nas seções transversais que ocorrem durante as vibrações
possam ser desprezadas.

Vamos escolher um sistema de referência tal que o eixo x coincida com o eixo de
simetria da barra (veja Fig. 2.4), de modo que cada seção da barra em repouso e equiĺıbrio
(denominada posição de referência) fica associada a um único número real x.

Seja l(x) o elemento da barra compreendido entre as seções x e x+∆x. Se denotarmos
por u(t, x) o deslocamento sofrido pela seção que (em sua posição de referência) está em
x, sua posição no instante t será r(t, x) = x + u(t, x). Da mesma forma, a seção em
x+∆x ocupará no instante t a posição r(t, x +∆x) = x+∆x+ u(t, x+∆x). Se l(t, x)
denota o elemento da barra que, no instante t, se situa entre r(t, x) e r(t, x + ∆x), seu
comprimento é

∆r(t, x) = r(t, x +∆x)− r(t, x) = ∆x+ u(t, x+∆x) − u(t, x).

Como (para ∆x suficientemente pequeno) r(t, x) descreve a posição do elemento
l(t, x), temos da segunda lei de Newton, aproximadamente,

ρ∆xA
∂2r

∂t2
(t, x) = F (t, x), (2.1)

onde estamos denotando por ρ a densidade do material (suposta constante), A a área da
seção reta e F (t, x) a resultante das forças que atuam em l(t, x).

Para a formulação do modelo das vibrações longitudinais da barra, vamos inicialmente
desprezar a influência de eventuais forças externas e considerar somente as tensões, isto
é, as forças decorrentes das interações moleculares. Sejam T (t, x) e T (t, x+∆x), respec-
tivamente, as tensões em r(t, x) e r(t, x+∆x). Então, a força resultante que atua sobre
o elemento l(t, x) no instante t é dada pela diferença das tensões, isto é,

F (t, x) = T (t, x+∆x) − T (t, x) ≈ ∂

∂x
T (t, x)∆x.

Portanto, temos de (2.1), aproximadamente

ρA
∂2u

∂t2
(t, x) =

∂T

∂x
(t, x). (2.2)
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Como já observamos no caṕıtulo anterior (no estudo das oscilações de um corpo preso
a uma mola), a experiência sugere que o esforço necessário para esticar ou comprimir um
trecho da barra depende da deformação relativa produzida nesse trecho. Em particular,
o esforço para esticar ou comprimir o elemento l(t, x) depende do valor de

∆r(t, x) −∆x

∆x
=
u(t, x+∆x)− u(t, x)

∆x
≈ ∂u

∂x
(t, x),

o que nos leva a considerar o alongamento relativo local da barra no ponto x e no instante
t, definido por

lim
∆x→0

∆r(t, x) −∆x

∆x
=
∂u

∂x
(t, x).

Para pequenas deformações, a “lei de Hooke” estabelece (empiricamente) que, dentro
dos limites elásticos do material, a tensão em uma dada seção transversal na posição x e no
instante t é proporcional ao alongamento relativo local. Em meios cont́ınuos, “pequenas
deformações” se traduzem pela condição |∂u∂x | ≪ 1. Portanto, nessas condições, a lei de
Hooke estabelece que

T (t, x) = EA
∂u

∂x
(t, x), (2.3)

onde A é a área da seção e a constante E > 0 (denominada módulo de Young) depende
das caracteŕısticas do material (aqui suposto homogêneo).

Portanto, substituindo (2.3) em (2.2), obtemos a equação

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
, (2.4)

onde a2 = E/ρ.

A equação (2.4) é denominada Equação das Ondas (em uma dimensão) e, neste
caso simples, descreve as (pequenas) oscilações longitudinais de uma barra elástica e
homogênea, sem a influência de forças externas.

Na presença de forças externas, seja Fe(t, x) a ditribuição das forças, por unidade de
comprimento, que atuam no sistema. Neste caso, a equação (2.2) toma a forma

ρA
∂2u

∂t2
(t, x) =

∂T

∂x
(t, x) + Fe(t, x),

e obtemos, da lei de Hooke,

∂2u

∂t2
(t, x) = a2

∂2u

∂x2
(t, x) + f(t, x), (2.5)

onde f(t, x) = Fe(t, x)/ρA (ρA denomina-se densidade linear de massa).
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2.4 As oscilações de uma corda elástica

Nesta seção vamos considerar as equações que descrevem as vibrações de uma corda
elástica. Iniciaremos com a dedução das equações gerais e, a partir de certas simpli-
ficações que se justificam para as pequenas oscilações, deduziremos equações (lineares e
não lineares) para as vibrações longitudinais e transversais.

Consideremos uma corda na forma de um cilindro reto, confeccionado de material ho-
mogêneo, suficientemente fina, de modo que as variações nas seções tranversais ocorridas
durante seus movimentos possam ser desprezadas.

Vamos escolher, novamente, um sistema de referência tal que o eixo x coincida com o
eixo de simetria da corda (como na Fig. 2.4), de modo que cada seção da corda em sua
posição de referência fica associada a um único número real x.

Para descrever matematicamente as oscilações, consideremos as funções u(t, x), v(t, x)
e w(t, x), respectivamente, os deslocamentos do ponto x nas direções dos eixos coorde-
nados x, y e z. Temos assim definida a parametrização

r(t, x) =
(
x+ u(t, x), v(t, x), w(t, x)

)
, t ∈ [0,+∞), x ∈ R (2.6)

para a trajetória (posição em cada instante t) de cada ponto x da corda.

Seja l(x) um elemento da corda na posição de referência, compreendido entre os pontos
x e x + ∆x e l(t, x) o correspondente elemento em um dado instante t do movimento
(veja Fig. 2.5).

x

y

z

x x+∆x

r(t, x)

l(t, x)

Figura 2.5: Ilustração do elemento da corda em seu movimento vibratório.

Para ∆x suficientemente pequeno, temos aproximadamente da segunda lei de Newton,

ρA∆x
∂2r

∂t2
(t, x) = F (t, x), (2.7)

onde F denota a resultante das forças que atuam em r(t, x), sendoA e ρ, respectivamente,
a área da seção reta e a densidade de massa da porção l da corda.

Dentre as forças que atuam sobre l(t, x), devemos considerar:

1) as forças externas, isto é, aquelas provenientes de campos externos (como por
exemplo, a gravidade), assim como aquelas decorrentes da viscosidade do meio
exterior à corda;

2) as forças elásticas, isto é, aquelas provenientes das interações entre as moléculas.
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Para simplificar, vamos inicialmente ignorar as forças externas e considerar somente
as forças elásticas. Admitindo que a corda não ofereça nenhuma resistência à flexão ou
à torção, podemos supor que a resultante das forças elásticas que atuam sobre l(t, x)
no instante t seja dada pela diferença das tensões nos pontos r(t, x) e r(t, x +∆x). Se
T (t, x) denota a tensão no ponto r(t, x), então

F (t, x) = T (t, x+∆x)−T (t, x).

Como a tensão em cada ponto da corda é tangente a ela no ponto em questão, podemos
escrever

T (t, x) =
σ(t, x)√(

1 +
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂x

)2

+

(
∂w

∂x

)2

∂r

∂x
(t, x), (2.8)

onde σ(t, x) denota o módulo da tensão, isto é, σ(t, x) = |T (t, x)|. A resultante das
forças elásticas que atuam em l(t, x) é

T (t, x+∆x)−T (t, x) ≈ ∂

∂x
T (t, x)∆x.

Sob as considerações acima, resulta da equação (2.7), no limite quando ∆x→ 0,

ρA
∂2r

∂t2
(t, x) =

∂

∂x
T (t, x). (2.9)

Em termos das funções de deslocamento u, v, w, a equação vetorial (2.9) se desdobra
no sistema de equações escalares





ρA
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

[
K(t, x)

(
1 +

∂u

∂x

)]
,

ρA
∂2v

∂t2
=

∂

∂x

[
K(t, x)

∂v

∂x

]
,

ρA
∂2w

∂t2
=

∂

∂x

[
K(t, x)

∂w

∂x

]
,

(2.10)

onde estamos denotando

K(t, x) =
σ(t, x)√(

1 +
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂x

)2

+

(
∂w

∂x

)2
(2.11)

Como vimos na seção anterior, para pequenas deformações (e nos limites elásticos
do material), a lei de Hooke estabelece que “o módulo da tensão em uma dada seção
transversal na posição x e no instante t é proporcional ao alongamento relativo local”.
Neste caso, pequenas deformações são traduzidas pela condição |∂r∂x | ≈ 1.
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Como o comprimento de l(t, x) é igual a

med
(
l(t, x)

)
=

∫ x+∆x

x

∣∣∣∣
∂r

∂s
(t, s)

∣∣∣∣ ds,

seu alongamento relativo local é

lim
∆x→0

med
(
l(t, x)

)
−∆x

∆x
=

∣∣∣∣
∂r

∂x
(t, x)

∣∣∣∣ − 1.

Portanto, a lei de Hooke se expressa pela fórmula

σ(t, x) = EA



√(

1 +
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂x

)2

+

(
∂w

∂x

)2

− 1


 , (2.12)

onde E > 0 é o módulo de Young . Substituindo-se (2.12) em (2.8) e (2.9), obtemos a
equação geral para as pequenas vibrações da corda.

Mesmo nas condições de validade da lei de Hooke, o sistema de equações (2.10) é
fortemente não linear. No que segue, vamos fazer algumas restrições sobre o movimento
da corda, considerando, separadamente, oscilações longitudinais e oscilações transversais
contidas em um determinado plano. Em ambos os casos, sob aproximações adequadas,
obtemos como modelo a equação linear das ondas. Sob condições menos restritivas, obte-
mos equações (escalares) não lineares que descrevem com maior precisão os fenômenos
reais.

• Oscilações longitudinais da corda

Para descrever as oscilações longitudinais da corda, suponhamos v(t, x) = w(t, x) = 0
na parametrização (2.6). Neste caso, o sistema (2.10) se reduz à primeira equação, isto
é,

ρA
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

[
K(t, x)

(
1 +

∂u

∂x

)]
.

Como
∣∣∂r
∂x

∣∣ ≈ 1 implica
∣∣∂u
∂x

∣∣≪ 1, temos

√(
1 +

∂u

∂x

)2

=

∣∣∣∣1 +
∂u

∂x

∣∣∣∣ = 1 +
∂u

∂x

e consequentemente, usando (2.11) e (2.12), se obtém

ρA
∂2u

∂t2
=
∂σ

∂x
= EA

∂2u

∂x2
,

que se reduz à equação (2.4), como era de se esperar.
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• Oscilações transversais da corda

Para a descrição das oscilações transversais da corda, faremos as seguintes considera-
ções:

a) a corda tem comprimento L e, em sua posição de referência, cada um dos seus
pontos sobre o eixo de simetria fica associado a um único x ∈ [0, L];

b) a extremidade esquerda será fixada na posição x = 0 e a extremidade direita será
deslocada e fixada na posição L + d, onde d > 0, de modo que r(t, 0) = (0, 0, 0) e
r(t, L) = (L+ d, 0, 0) para todo t;

c) o movimento da corda estará restrito ao plano xy, isto é, w(t, x) = 0 para todo
x ∈ [0, L] e para todo t;

d) os movimentos serão puramente transversais, o que significa dizer que u(t, x) é
constante no tempo.

A condição (b) acima implica que, mesmo em equiĺıbrio, a corda estará submetida a
uma tensão. A condição (c) nos permite desconsiderar a componente z da parametrização
(2.6), reduzindo uma dimensão espacial e, como veremos a seguir, (d) nos permitirá
reduzir o sistema a uma única equação escalar.

Nas condições acima, temos r(t, x) =
(
x+ u(x), v(t, x)

)
, x ∈ [0, L] e o sistema (2.10)

se reduz a 



∂

∂x

[
K(t, x)

(
1 +

du

dx

)]
= 0,

ρA
∂2v

∂t2
=

∂

∂x

[
K(t, x)

∂v

∂x

]
.

(2.13)

Da primeira equação de (2.13) conclúımos que

K(t, x)

(
1 +

du

dx

)
= Φ(t) (2.14)

para alguma função Φ. Portanto, segue de (2.12) e (2.11),

EA



√(

1 +
du

dx

)2

+

(
∂v

∂x

)2

− 1



(
1 +

du

dx

)
= Φ(t)

√(
1 +

du

dx

)2

+

(
∂v

∂x

)2

. (2.15)

Podemos determinar u a partir da equação acima. De fato, como u não depende da
variável t e podemos supor ∂v/∂x = 0 no instante t = 0, conclúımos que

EA
du

dx
= Φ(0). (2.16)

Integrando a identidade acima no intervalo [0, L], obtemos EAd = Φ(0)L, de onde se
conclui facilmente que

du

dx
=

Φ(0)

EA
=
d

L
. (2.17)

Podemos simplificar a equação (2.15) considerando o polinômio de Taylor de segunda
ordem da função (x, y) 7→

√
(1 + x)2 + y2 em torno de x = 0 e y = 0, isto é, o polinômio
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(x, y) 7→ 1 + x + y2/2. De fato, como estamos supondo pequenas oscilações, podemos
desprezar os termos de ordem superior e fazer a aproximação

√(
1 +

du

dx

)2

+

(
∂v

∂x

)2

≈ 1 +
du

dx
+

1

2

(
∂v

∂x

)2

,

de modo que a Eq. (2.15) pode ser escrita, aproximadamente,

EA

[
du

dx
+

1

2

(
∂v

∂x

)2
](

1 +
du

dx

)
= Φ(t)

[
1 +

du

dx
+

1

2

(
∂v

∂x

)2
]

(2.18)

• O modelo linear

Para obtermos um modelo linear, vamos desprezar na equação (2.18) os termos de
ordem maior ou igual a dois. Assim, obtemos a equação simplificada

EA
du

dx
= Φ(t), (2.19)

o que implica que, neste ńıvel de aproximação, Φ(t) = Φ0 não depende do tempo e, tendo
em vista (2.16) e (2.17), obtemos Φ0 = EAd/L.

Podemos voltar à equação (2.14) para concluir que K(t, x) independe de t e x. De
fato,

K(t, x) =
Φ0

1 + d/L

e, consequentemente,

K(t, x)
∂v

∂x
=

(
Φ0

1 + d/L

)
∂v

∂x
,

de modo que, voltando à segunda equação de (2.13), temos

∂2v

∂t2
= a2

∂2v

∂x2
, (2.20)

sendo, neste caso,

a2 =
Φ0

ρA

1

1 + d/L
=

1

ρ

Ed

L

1

(1 + d/L)
. (2.21)

Vale aqui observar que, nos limites de validade das aproximações que estamos con-
siderando, a constante a2 pode ser aproximada por T0/ρA, onde T0 é a tensão da corda
na sua posição de equiĺıbrio (esticada e em repouso). De fato, nessa condição, a parame-
trização (2.6) independe do tempo e se reduz a r(x) =

(
x+ u(x), 0, 0

)
. Logo, de (2.8) e

(2.12) obtemos

T (t, x) = T (x) = EA

(
du

dx
, 0, 0

)
=

(
EAd

L
, 0, 0

)
.



40 Ondas em uma dimensão Caṕıtulo 2

Portanto, a tensão em cada ponto da corda em equiĺıbrio é o vetor constante T =
(EAd/L, 0, 0) de módulo igual a

T0 =
EAd

L
. (2.22)

Como devemos supor d ≪ L (para nos mantermos dentro dos limites elásticos do
material), podemos considerar a aproximação (1 + d/L) ≈ 1, de modo que resulta de
(2.21) e (2.22),

a2 ≈ T0
ρA

. (2.23)

• O modelo de Kirchhoff-Carrier

Voltemos à equação (2.18), agora sem desprezar os termos quadráticos. Segue de
(2.17),

EA

[
d

L
+

1

2

(
∂v

∂x

)2
](

1 +
d

L

)
= Φ(t)

[
1 +

d

L
+

1

2

(
∂v

∂x

)2
]
.

Integrando na variável x de 0 a L, obtemos

EA

[
d+

1

2

∫ L

0

(
∂v

∂x

)2

dx

](
1 +

d

L

)
= Φ(t)

[
L+ d+

1

2

∫ L

0

(
∂v

∂x

)2

dx

]
.

Portanto,

Φ(t) =
EA(L + d)

L

d+
1

2

∫ L

0

(
∂v

∂x

)2

dx

L+ d+
1

2

∫ L

0

(
∂v

∂x

)2

dx

.

Voltando à equação (2.14) e considerando (2.17), verificamos que K(t, x) independe de
x. De fato, K(t, x) = K(t), sendo

K(t) = EA

d+
1

2

∫ L

0

(
∂v

∂x

)2

dx

L+ d+
1

2

∫ L

0

(
∂v

∂x

)2

dx

. (2.24)

Substituindo na segunda equação do sistema (2.13) obtemos a equação de Kirchhoff-
Carrier

∂2v

∂t2
= a2(t)

∂2v

∂x2
(2.25)

sendo, neste caso, a2(t) = K(t)/ρA, com K(t) dado por (2.24).

Para enfatizar a dependência do coeficiente a2(t) com as deformações da corda (e,
assim, salientar o caráter não linear da equação), escrevemos (2.25) na forma

∂2v

∂t2
=M

(∫ L

0

(
∂v

∂x

)2

dx

)
∂2v

∂x2
, (2.26)
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sendo M(τ) a função definida por

M(τ) =

(
E

ρ

)
d+ τ/2

L+ d+ τ/2
.

Levando-se em consideração as pequenas deformações, podemos simplificar a equação
(2.25) (ainda mantendo suas caracteŕısticas não lineares), a partir de simplificações da
função M(τ) definida acima. Para isso, consideremos o desenvolvimento de Taylor

h

L+ h
=
h

L
− h2

L2
+
h3

L3
− · · · .

Tomando h = d+ (1/2)
∫ L

0
(∂v/∂x)2 dx no desenvolvimento acima, obtemos de (2.24),

a2(t) =
E

ρ

[
d

L
+

1

2L

∫ L

0

(
∂v

∂x

)2

dx− · · ·
]

Desprezando-se os termos de ordem hn, n ≥ 2, neste desenvolvimento, obtemos a apro-
ximação

a2(t) =
K(t)

ρA
=
T0
ρA

+
E

ρ

1

2L

∫ L

0

(
∂v

∂x

)2

dx. (2.27)

Assim, a equação (2.26) se reduz a

∂2v

∂t2
=

(
α+ β

∫ L

0

(
∂v

∂x

)2

dx

)
∂2v

∂x2
, (2.28)

onde

α =
Ed

Lρ
=
T0
ρA

e β =
E

2Lρ
.

Observação 2.1: Contrariamente ao caso linear, as equações (2.26) e (2.28) fazem
sentido mesmo quando d = 0, isto é, quando a corda não está esticada na sua posição de
equiĺıbrio. Nessas circunstâncias, as tensões aparecem com os deslocamentos transversais
através do termo ∫ L

0

(
∂v

∂x

)2

dx.

Como é usual nos modelos não lineares (e, especialmente, nos modelos que envolvem
equações diferenciais parciais), a Eq. (2.26) (ou mesmo o modelo simplificado (2.28))
apresenta dificuldades do ponto de vista da Análise Matemática, sendo, ainda hoje,
tema de pesquisa nesta área.

• Oscilações transversais na presença de forças externas

As equações (2.20), (2.26) e (2.28) foram obtidas desprezando-se a ação de forças
externas. Vamos agora considerá-las, supondo que a corda esteja sujeita à ação de um
campo externo (por exemplo, a gravidade) e à resistência da viscosidade do meio. Nestas
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circunstâncias, a resultante F (t, x) que atua em r(t, x) (veja Eq. (2.7)) deve incluir,
além da diferença de tensões, dois outros termos. Para a ação do campo externo, supo-
nhamos conhecida a distribuição de forças, por unidade de comprimento, F e(t, x). Para
a resistência do meio, vamos admitir empiricamente (como fizemos na Seção 1.3) que o
atrito produza sobre a corda uma distribuição de forças (por unidade de comprimento)
atuando, em cada ponto, na direção do movimento, mas em sentido contrário a ele, e
com intensidade proporcional ao módulo da velocidade. Nestas condições, a resultante
da força de atrito sobre o segmento l(t, x) é, aproximadamente,

Fa(t, x) = −α
∂r

∂t
∆x.

Sob as considerações acima, resulta da equação (2.7), no limite quando ∆x→ 0 (veja
Eq. (2.9)),

ρA
∂2

∂t2
r(t, x) =

∂

∂x
T (t, x) − α ∂

∂t
r(t, x) + F e(t, x). (2.29)

De modo análogo ao caso anterior (quando desconsideramos as forças externas), pode-
mos escrever a equação vetorial (2.29) como um sistema de equações escalares em termos
das funções de deslocamento u, v e w. Em particular, supondo

F e(t, x) =
(
0, 0, Fe(t, x)

)

podemos repetir os argumentos anteriores decorrentes das hipóteses (a)–(d), de modo
que (2.29) se reduz a





∂

∂x

[
K(t, x)

(
1 +

du

dx

)]
= 0,

∂2v

∂t2
− ∂

∂x

[
K(t, x)

ρA

∂v

∂x

]
+ β

∂v

∂t
= f(t, x),

(2.30)

onde β = α/ρA e f(t, x) = Fe(t, x)/ρA.

A partir da lei de Hooke, obtemos o modelo (linear ou não, dependendo das aproxi-
mações discutidas anteriormente) para as vibrações transversais da corda na presença de
forças externas. No caso linear, temos

∂2v

∂t2
− a2 ∂

2v

∂x2
+ β

∂v

∂t
= f (2.31)

e, no caso não linear,

∂2v

∂t2
− a2(t)∂

2v

∂x2
+ β

∂v

∂t
= f, (2.32)

onde os coeficiente a2 e a2(t) são dados, respectivamente, por (2.21) e K(t)/ρA, sendo
K(t) definido em (2.24) (veja também (2.27)).
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2.5 Ondas de torção em uma barra elástica

Além das vibrações longitudinais e transversais, uma barra elástica pode apresentar,
também, oscilações angulares, denominadas ondas de torção. A torção é uma deformação
tal que cada seção transversal da barra gira de um certo ângulo relativamente às seções
adjacentes. Portanto, sob torção, uma barra ciĺındrica se deforma de uma maneira tal
que suas geratrizes, que são retas paralelas, se transformam em hélices.

Para a modelagem dessas ondas, consideremos uma barra metálica, na forma de um
cilindro circular reto de raio R e de comprimento L, homogênea e suficientemente fina, de
modo que as variações nas seções transversais que ocorram durante as oscilações possam
ser desprezadas.

Vamos escolher um sistema de referência tal que o eixo x coincida com o eixo de
simetria do cilindro, de modo que cada seção reta da barra fica associada a um único
número real do intevalo [0, L]. Suponhamos, ainda, que a extremidade em x = 0 esteja
fixada, enquanto que a extremidade em x = L é deixada livre. Se, nestas condições,
aplicarmos um torque paralelo ao eixo de simetria, produziremos uma deformação que se
manifesta por um deslocamento angular entre as diferentes camadas (seções transversais)
da barra, isto é, uma torção.

x

y

z

(a)

x

y

z

(b)

Figura 2.6: Ilustração da deformação por torção de uma barra ciĺındrica de comprimento
L. Na ilustração (a) a barra está em sua posição de referência, não deformada e, na
ilstração (b), a mesma encontra-se deformada.

Tendo em vista a elasticidade do material, podemos imaginar que, uma vez cessada a
causa da deformação, a barra começará a oscilar em torno do eixo x, com o consequente
surgimento das ondas de torção.

A equação que descreve essas ondas, como veremos a seguir, apresenta a mesma
forma das que já foram estudadas anteriormente (as longitudinais e o modelo linear
para transversais); sendo que, naturalmente, os parâmetros envolvidos têm significados
diferentes.

Neste caso espećıfico, a lei de Hooke se expressa na forma

τ(t, x) =
πGR4

2

∂θ

∂x
(t, x), (2.33)



44 Ondas em uma dimensão Caṕıtulo 2

onde τ(t, x) denota o torque interno que atua no instante t sobre a seção na posição x
(que estamos supondo ser um disco de raio R), enquanto que θ(t, x) representa o ângulo
de rotação desta seção em relação à posição de referência. Para um meio homogêneo,
G é uma constante positiva (proporcional ao módulo de Young), denominada módulo de
cisalhamento do material.

Consideremos agora um elemento l(x) da barra, de comprimento ∆x suficientemente
pequeno, de modo que possamos admitir, como boa aproximação, que todas as suas seções
transversais tenham a mesma aceleração angular. Como l(x) é um disco de expessura
∆x, a lei fundamental do movimento rotacional (equivalente à segunda lei de Newton),
nos diz que o torque resultante nesse elemento é igual ao produto do momento de inércia
do disco em relação ao eixo de simetria pela aceleração angular que ele experimenta (veja
bibliografia). Então, como ρπR4∆x/2 é o momento de inércia do disco, podemos escrever
aproximadamente,

ρπR4

2
∆x

∂2θ

∂t2
(t, x) = τ(t, x +∆x)− τ(t, x).

Assim, aplicando a lei de Hooke (2.33), temos

ρπR4

2
∆x

∂2θ

∂t2
(t, x) =

πGR4

2

[
∂θ

∂x
(t, x+∆x)− ∂θ

∂x
(t, x)

]
.

Dividindo-se por ∆x e tomando-se o limite para ∆x→ 0 na expressão acima, obtemos

∂2θ

∂t2
(t, x) = a2

∂2θ

∂x2
(t, x), 0 < x < L, t > 0, (2.34)

onde a2 = G/ρ.

No caso em que exista um torque externo por unidade de comprimento, τext(t, x),
paralelo ao eixo de simetria, a equação que descreve as ondas de torção toma forma

∂2θ

∂t2
(t, x) = a2

∂2θ

∂x2
(t, x) + σ(t, x), 0 < x < L, t > 0, (2.35)

onde σ(t, x) = 2τext(t, x)/ρπR
4.

2.6 Solução da equação das ondas

Nesta seção vamos considerar o problema da resolução da equação linear das ondas.
Começaremos estudando o caso sem contorno, que corresponde à situação ideal das
vibrações longitudinais de uma barra (ou corda) elástica infinita.
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• A fórmula de d’Alembert

A solução geral da equação homogênea (2.4) no caso em que não há restrições para
a variável espacial (isto é, x ∈ R), pode ser facilmente obtida a partir de uma simples
mudança de variáveis. De fato, se considerarmos

ξ = x+ at, η = x− at (2.36)

e v(ξ, η) a função definida por

v(ξ, η) = u(t, x) = u

(
ξ − η
2a

,
ξ + η

2

)
,

então v satisfaz a equação

∂2v

∂ξ∂η
= 0, (2.37)

o que implica, após integrarmos sucessivamente em cada uma das variáveis η e ξ, v(ξ, η) =
f1(ξ) + f2(η), onde f1 e f2 são funções arbitrárias.

Portanto, de volta às variáveis originais, obtemos a solução geral

u(t, x) = f1(x+ at) + f2(x− at). (2.38)

As funções arbitrárias f1(x + at) e f2(x − at), pela natureza de seus argumentos,
representam ondas que viajam em direções opostas com a mesma rapidez (isto é, modulo
da velocidade). Supondo a > 0, as funções acima representam ondas que viajam para a
esquerda e para a direita, respectivamente.

A expressão (2.38) nos permite obter uma solução expĺıcita para condições iniciais
dadas. Mais precisamente, se u(0, x) = ϕ(x) e ut(0, x) = ψ(x), obtemos

f1(x) + f2(x) = ϕ(x)

af ′
1(x)− af ′

2(x) = ψ(x)

de onde se conclui facilmente

u(t, x) =
1

2
[ϕ(x+ at) + ϕ(x− at)] + 1

2a

∫ x+at

x−at

ψ(s) ds, (2.39)

que é a conhecida fórmula de d’Alembert.

Como se pode observar, a fórmula de d’Alembert tem dois termos: o primeiro, que é
consequência da deformação inicial, e um segundo, que corresponde à distribuição inical
de velocidades (que também se traduz em uma deformação). Observa-se, no primeiro
termo, que a deformação inicial gera duas “ondas parciais” que conservam o perfil inicial,
cada uma delas com amplitude igual à metade da amplitude original. Essas duas ondas
viajam em fase e com a mesma rapidez a, mas em sentidos contrários. A contribuição
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dada pela distribuição inicial de velocidades também pode ser interpretada como super-
posição de duas ondas parciais, propagando-se nos dois sentidos com a mesma rapidez a,
mas, nesse caso, em oposição de fase. Isso fica evidenciado se escrevermos

1

2a

∫ x+at

x−at

ψ(s) ds = Φ(x+ at)− Φ(x− at),

onde estamos denotando por Φ uma primitiva qualquer de ψ/2a, isto é, para x0 arbitrário,

Φ(ξ) =
1

2a

∫ ξ

x0

ψ(s) ds.

Observação 2.2: Se ϕ é uma função de classe C2(R), isto é, possui derivada de segunda
ordem cont́ınua e ψ é função de classe C1(R) (derivada de primeira ordem cont́ınua), a
fórmula de d’Alembert (2.39) fornece uma solução expĺıcita (denominada solução clássica)
para o problema de Cauchy 




∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
,

u(0, x) = ϕ(x),

ut(0, x) = ψ(x)

(2.40)

definida em todo o plano tx. Entretanto, a expressão (2.39) está bem definida, mesmo
que as funções ϕ e ψ não apresentem a regularidade mencionada acima (por exemplo,
ϕ pode até ser descont́ınua). Neste caso, dizemos que a expressão (2.39) define uma
“solução fraca” ou “solução generalizada” para o Problema de Cauchy (2.40).

• O prinćıpio de Duhamel

Vamos agora considerar a resolução do problema de Cauchy para a equação não
homogênea (2.5), isto é, 




∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
+ f,

u(0, x) = ϕ(x),

ut(0, x) = ψ(x).

(2.41)

A fórmula de d’Alembert nos permite determinar uma solução u1(t, x) para a equação
homogêna. Se conseguirmos obter uma solução u2(t, x) de (2.41) para condições iniciais
homogêneas (isto é ϕ = ψ = 0), então u = u1 + u2 será uma solução do problema.

Podemos determinar u2 a partir da mudança de variáveis (2.36). De fato, nesse caso,
a equação (2.37) toma a forma

∂2v

∂ξ∂η
(ξ, η) = − 1

4a2
f

(
ξ − η
2a

,
ξ + η

2

)

e podemos determinar u2, primeiramente integrando nas variáveis ξ e η e, posteriormente,
fazendo a substituição de variáveis na integral resultante.

Entretanto, a solução particular u2(t, x) pode, também, ser obtida diretamente da
fórmula de d’Alembert, como consequência do teorema a seguir (denominado Prinćıpio
de Duhamel).
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Teorema 2.3. Seja f(t, x) uma função cont́ınua em R2. Para cada τ ∈ R, seja v(t, x; τ)
uma solução do problema de Cauchy





∂2v

∂t2
= a2

∂2v

∂x2
,

v(0, x; τ) = 0,

vt(0, x; τ) = f(τ, x).

(2.42)

Então a função

u(t, x) =

∫ t

0

v(t− τ, x; τ) dτ (2.43)

é solução de (2.41) com condições iniciais homogêneas, ϕ = ψ = 0.

Prova: É claro de (2.43) que u(0, x) = 0. Além disso, pela fórmula de Euler, temos,

ut(t, x) =

∫ t

0

vt(t− τ, x; τ) dτ + v(0, x; t).

Como v(0, x; τ) = 0, temos ut(0, x) = 0.

Para mostrar que u satisfaz a equação em (2.41) com condições iniciais homogêneas,
derivamos mais uma vez em relação a t. Da fórmula de Euler e de (2.42), obtemos

utt(t, x) =

∫ t

0

vtt(t− τ, x; τ) dτ + vt(0, x; t)

= a2
∫ t

0

vxx(t− τ, x; τ) dτ + f(t, x)

= a2
∂2

∂x2

∫ t

0

v(t− τ, x; τ) dτ + f(t, x)

= a2uxx(t, x) + f(t, x),

e conclúımos a prova.

Utilizando a formula de d’Alembert para o problema (2.42), temos

v(t, x; τ) =
1

2a

∫ x+at

x−at

f(τ, s) ds.

Logo,

u2(t, x) =

∫ t

0

v(t− τ, x; τ) dτ =
1

2a

∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

f(τ, s) dsdτ

é solução de (2.41) com condições iniciais ϕ = ψ = 0. Somando a função u2 obtida acima
com a função u1 dada pela fórmula de d’Alembert, obtemos a expressão

u(t, x) =
1

2
[ϕ(x + at) + ϕ(x − at)] + 1

2a

∫ x+at

x−at

ψ(s) ds

+
1

2a

∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)

f(τ, s) dsdτ,

(2.44)
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que fornece uma solução para o problema de Cauchy (2.41).

Observando-se a fórmula (2.44), verificamos que o valor de u(t, x) em um dado ponto
(t0, x0) depende:

1) dos valores de ϕ nos pontos x0 − at0 e x0 + at0;

2) da integral de ψ no intervalo [x0 − at0, x0 + at0];

3) da integral de f no triângulo

Ω(t0, x0) =
{
(t, x) ; 0 ≤ t ≤ t0, |x− x0| ≤ a(t0 − t)

}
. (2.45)

O conjunto Ω(t0, x0) é denominado domı́nio de dependência da solução para o ponto
(t0, x0) (veja Fig. 2.7).

x

t

x0

x0 − at0

x0 + at0

(t0, x0)

t0

Figura 2.7: A figura ilustra o domı́nio de dependência da solução da equação das ondas
para o ponto (t0, x0).

• Unicidade de solução

A fórmula (2.44) determina uma solução para o problema (2.41). De fato, a partir
dessa fórmula, o que podemos afirmar é que, dadas as funções ϕ(x), ψ(x) e f(t, x),
a equação (2.5) possui ao menos uma solução u(t, x) satisfazendo as condições iniciais
u(0, x) = ϕ(x) e ut(0, x) = ψ(x). Para que se possa dizer que (2.44) é a solução do
problema, devemos provar que não existe outra, isto é, devemos provar a unicidade de
solução.

Teorema 2.4. Sejam u(t, x) e v(t, x) funções de classe C2(R2), isto é, duas vezes con-
tinuamente diferenciáveis em R

2. Se u e v são soluções de (2.41), então u = v.

Prova: Seja w(t, x) = u(t, x)− v(t, x). Para (t0, x0) ∈ (0,+∞)×R fixado, consideremos
a função

E(t) =
∫ x2(t)

x1(t)

F(t, s) ds, 0 ≤ t ≤ t0,

onde estamos denotando

x1(t) = x0 + a(t− t0), x2(t) = x0 − a(t− t0),
F(t, s) = wt(t, s)

2 + a2wx(t, s)
2, (t, s) ∈ Ω(t0, x0),

sendo Ω(t0, x0) o domı́nio de dependência da solução no ponto (t0, x0) definido em (2.45).

Pela fórmula de Euler, temos,

E ′(t) =
∫ x2(t)

x1(t)

∂F
∂t

(t, s) ds+ F
(
t, x2(t)

)
x′2(t)−F

(
t, x1(t)

)
x′1(t).
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x

t

(t0, x0)

t0

x1(t)

x2(t)

x0 − at0

x0 + at0

t

Figura 2.8: Ilustração do domı́nio de dependência da solução no ponto (t0, x0) e o
intervalo de integração [x1(t),x2(t)].

Como x′1(t) = a e x′2(t) = −a, obtemos

E ′(t) =
∫ x2(t)

x1(t)

∂F
∂t

(t, s) ds− a
[
F
(
t, x2(t)

)
+ F

(
t, x1(t)

)]
.

Por outro lado, como Ft = 2[wtwtt + a2wxwxt], temos, após integrarmos por partes,

E ′(t) = 2

∫ x2(t)

x1(t)

[
wtt(t, s)− a2wxx(t, s)

]
wt(t, s) ds

+ 2a2
[
wtwx

]x2(t)

x1(t)
− a

[
F
(
t, x2(t)

)
+ F

(
t, x1(t)

)]
.

(2.46)

Observemos que

2a2
[
wtwx

]x2(t)

x1(t)
= 2a2

(
wt

(
t, x2(t)

)
wx

(
t, x2(t)

)
− wt

(
t, x1(t)

)
wx

(
t, x1(t)

))

≤ 2a2
(∣∣wt

(
t, x2(t)

)
wx

(
t, x2(t)

)∣∣+
∣∣wt

(
t, x1(t)

)
wx

(
t, x1(t)

)∣∣
)
.

(2.47)

Pela desigualdade de Young (2αβ ≤ α2 + β2), temos, (fazendo α =
∣∣wt(t, ξ)

∣∣ e β =

a
∣∣wx(t, ξ)

∣∣),
2a2
∣∣wt(t, ξ)

∣∣∣∣wx(t, ξ)
∣∣ ≤ aF(t, ξ),

de modo que, substituindo no lado direito de (2.47), obtemos

2a2
[
wtwx

]x2(t)

x1(t)
≤ a

[
F
(
t, x2(t)

)
+ F

(
t, x1(t)

)]
. (2.48)

Como wtt − a2wxx = 0, segue de (2.46) e (2.48) que E ′(t) ≤ 0 e, consequentemente,
E(t) é função decrescente. Como E(0) = 0, temos, necessariamente, E(t) ≤ 0 para
todo t ≥ 0. Por outro lado, sendo E(t) maior ou igual a zero para todo t ≥ 0, temos
wt = wx = 0. Portanto, w(t, x) é função constante no domı́nio de dependência Ω(t0, x0)
e, como w(0, x) = 0, conclúımos que w é nula em Ω(t0, x0).

Como (t0, x0) é um ponto arbitário de (0,+∞)× R, a prova está conclúıda.


