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Prefacio

Estas LICOES DE ANALISE MATEMATICA estao divididas em duas par-
tes e contém as exposicoes feitas pelos autores em 1999 no IME-UFF e no
verdes de 2001 e de 2003 no LNCC-MCT.

O objetivo da Parte 1 é examinar as nogoes bésicas da andlise matema-
tica em dimensao um, iniciando com o processo construtivo dos nimeros
reais segundo Dedekind. A seguir, sao examinadas as nogoes de limite,
continuidade, continuidade uniforme, derivada e a integral no sentido de
Riemann. Convém salientar a quem pretender empregar este texto no en-
sino que o capitulo sobre ntimeros reais deve ser visto como introdutério,
nao entrando em detalhes sobre a construcao dos numeros reais. Deve-
se explorar o aspecto geométrico da natureza do corte de Dedekind e as
operagoes vistas sem muitos detalhes. E suficiente apenas que seja enten-
dida a nocao de nuimero real por meio dos cortes de Dedekind e a nocao
de classes contiguas de niimeros reais e sua equivaléncia com o corte. Esta
idéia aparecerd nas varias demonstracoes que se seguem nos capitulos pos-
teriores. No ensino da matematica as figuras geométricas sao fundamentais
para o entendimento das idéias.

A Parte 2 contém alguns complementos e uma colecao de exercicios
com resolugao que permitem ao aluno visualizar os conceitos introduzidos
na Parte 1 aplicados em exemplos objetivos. Acredita-se que num primeiro
estudo esta é uma boa metodologia de ensino.

Os exames aplicados durante os cursos para a verificacao da aprendi-

zagem constaram da demonstracao de um resultado da Parte 1 e de dois
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exercicios da Parte 2 ou de exercicios anédlogos.
Agradecemos ao colega Nelson Nery, professor do DM - UFPB, pelas

sugestoes e observacoes ao texto inicial.

Os Autores
Rio de Janeiro, junho de 2006.
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Capitulo 1
Numeros Reais

1.1 Introducao

O objetivo do presente capitulo é fazer um esboco da construgao dos
numeros reais, a partir dos nimeros racionais, pelo método dos cortes
idealizados por Dedekind. Inicia-se com a dificuldade de resolver a equacao
22 — 2 = 0, no conjunto dos nimeros racionais, para motivar a definicdo
dos irracionais. A noc@o de classe contigua serd empregada em vérias
demonstracoes nos capitulos que se seguem.

Admite-se que o leitor conheca a aritmética dos niimeros naturais
N=1{1,2,3,...,n,...},
dos inteiros
Z=A{0,£1,£2,43,...,4n,...},
e dos racionais
p
Q= {g;q#O, pq € Z}-
Nos racionais sao definidas as operagoes:

(a) Adicao: a cada par a,b de nimeros racionais associa-se um unico

racional a + b denominado soma de a com b, satisfazendo as condigoes:

e comutatividade: a +b = b + a, para todo a,b, € Q;
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e associatividade: a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢, para todo a, b, ¢ € Q;

e existe um racional 0, tal que 0 4+ a = a, para todo a € Q. O racional 0

denomina-se o zero de Q

e para todo a € Q existe —a € Q, denominado o simétrico de a, tal que
a+ (—a) =0.

(b) Multiplicagao: a cada par a,b de nimeros racionais associa-se um
Unico numero racional ab, denominado produto dos racionais a e b, satis-

fazendo as condicoes:

e comutatividade: ab = ba, para todo a,b € Q,

e associatividade: (ab)c = a(bc), para todo a,b,c € Q,

e distributividade: a(b+ ¢) = ab + ac, para todo a,b,c € Q,

e existe um racional 1, tal que la = a, para todo a € Q. O racional 1

denomina-se unidade de Q

e para todo a # 0 existe um racional a~!, denominado inverso de a, tal
que aa"! = 1.

Portanto, Q com as operacoes anteriores é um corpo. Geométricamen-
te o corpo Q é representado por meio dos pontos de uma reta na qual
foi escolhida uma origem, que representa o racional 0, um sentido e uma
unidade de medida.

Além disso, existe no corpo Q uma relacdo de ordem a < b, dita a
menor ou igual a b, tornando Q um corpo ordenado. Apesar de dados dois
racionais a e b, quaisquer, haver sempre um racional ¢ (1), entre a e b, dado
por ¢ = (a+b)/2, eles ndo sao suficientes para preencher os pontos da reta.
No que se segue estuda-se um problema que tornara clara esta assercao.

Inicia-se recordando um problema de matematica da histéria dos Gre-
gos. Conta-se que no templo de Apolo, situado na ilha de Delos-Grécia,
existia um altar com forma geométrica de uma figura que hoje é conhecida

como cubo. Havendo uma peste em Atenas um habitante da cidade, em

Ldiz-se que os racionais sdo densos em si na ordem
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busca de auxilio divino, dirigiu-se a Delos para consultar sobre a extinc¢ao
da peste. A divindade respondeu que se fosse edificado um altar no templo
de Apolo cujo volume medisse o dobro do existente, mantendo-se a mesma
forma, a peste seria eliminada.

Em termos matemaéticos a formulagao do problema seria simples. Dado
um cubo de aresta a, construir um cubo de aresta x cujo volume seja
o dobro do volume do cubo conhecido. Consequentemente, deveria ser

resolvida a equacao algébrica:
2 = 2a3,

ou, considerando-se a = 1, ter-se-ia x° = 2.

A dificuldade residiria em construir a solucao desta equacao por meio,
apenas, dos instrumentos divinos dos Gregos - a régua e o compasso.
Demonstra-se que nio existe em Q a solucao da equacio x> = 2.

Este fato serda empregado para completar o corpo Q obtendo-se o corpo
dos reais onde existe z tal que 23 = 2. Para simplificar o célculo ari-
tmético considera-se, a seguir, no Problema 1, uma versao plana do pro-
blema apresentado, a qual servird de motivagao para introduzir a definicao
dos ntumeros irracionais segundo Richard Dedekind (1831-1916). Cumpre

salientar que os gregos nao resolveram este problema.

Problema 1 - Calcular o lado de um quadrado cuja area seja o dobro da
drea de um quadrado conhecido.

Considere um quadrado de lado a e seja x o lado do quadrado que se
deseja determinar. Tem-se, 2 = 2a® como equacio que traduz o enun-
ciado do problema. Supondo a = 1, o que nao particulariza o problema,

encontra-se a equagao

z? =2. (1.1)

Os nameros, até aqui, conhecidos, sdo os do corpo Q dos racionais.
A equagao (1.1) nao possui solugdo = em Q, isto é, nao existe racional
x solucao de (1.1). De fato, se assim fosse existiria um racional x = p/q,

q # 0, p, ¢ sem divisor comum, tal que p?> = 2¢>. Logo, p? é par, isto é,
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p = 2m, m € Z. Consequentemente,

4m? =2¢*> ou ¢ =2m?

provando que ¢ é par, isto é, ¢ par. Portanto, p e ¢ sdo pares o que conduz a
uma contradi¢do pois, por hipétese, eles sdo primos entre si (ndo possuem
divisor comum). Conclui-se que a equacao (1.1) nao possui solugdo no
corpo QQ dos racionais.

O estudo da equacao (1.1) servird de motivacao para ampliar o corpo
Q, obtendo-se um corpo denominado corpo dos reais e denotado por R.
Com efeito, inicia-se estudando aproximagoes racionais da solucdao x de
(L.1).

Denomina-se raiz quadrada de 2 a menos de uma unidade, por falta,

ao maior numero inteiro n tal que
2 2
n®<2<(n+1)°. (1.2)

O ndmero n 4+ 1 é denominado de raiz quadrada de 2, a menos de uma
unidade, por excesso. E claro que n = 1, em (1.2), implica que a solugao
de (1.1) satisfaz: 1 <z < 2.

A seguir, serao feitas aproximagoes decimais da solugao x de (1.1), que
encontra-se entre 1 e 2.

Denomina-se raiz quadrada de 2 a menos de 1/10, por falta, ao maior

numero inteiro de décimos cujo quadrado é menor do que 2. Isto equivale

(%)2 <2< <n$1)2. (1.3)

O ntmero (n + 1)/10 é a raiz quadrada de 2, por excesso, a menos de um

a

décimo. Para o cédlculo desta aproximacao divida-se o segmento de reta

[1,2] em 10 partes iguais por meio dos pontos
1,1.1,1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7, 1.8, 1.9, 2.

Obtém-se
(1.4)% <2 < (1.5)%
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Assim, 1.4 é a solucao aproximada de (1.1) a menos de 1/10, por falta, e 1.5
por excesso. Logo, a solucao x da equagao (1.1) encontra-se no segmento
de extremos 1.4 e 1.5.

Para a obtencdo das solucdes aproximadas de (1.1) a menos de 1/10?
por falta e por excesso, divide-se o segmento de reta [1.4, 1.5] em dez partes

iguais por meio dos pontos:
1.4, 1.41, 1.42, 1.43, 1.44, 1.45, 1.46, 1.47, 1.48, 1.49, 1.5.
Procedendo-se como no caso anterior obtém-se:
(1.41)* < 2 < (1.42)%,

isto é, 1.41 é a solucao de (1.1) a menos de 1/100, por falta, e 1.42 por,
excesso. Logo, a solu¢do = da equagao (1.1) encontra-se no intervalo da
reta de extremos 1.41 e 1.42.

Continuando o processo, de modo andlogo aos casos acima, sdo encon-

tradas as solugoes aproximadas a menos de
1/10%, 1/104, ..., 1/10™.

Serdo construidas as classes de aproximacgoes F, por falta, e E, das por

excesso, da solugao da equagao (1.1), isto é,

F = {1,14, 141, 1.414, 1.4142, .. .},
E = {2,15,1.42, 1.415, 1.4143, ...}.

Os quadrados dos nimeros de F' sdo menores que 2 e os de E sdo maiores.
De modo geral, os nimeros de F' sao da forma: lajas...a, e, os de E, da

forma, lajas ... (a,+1), sendo a; um algarismo de 0 a 9. Tem-se, portanto,
lajag...ap... < x <lajay...(a, +1)...

Representando-se por z,, os elementos de F, e por y, os de F, tem-se

1

Ton’ Yn > Tp, paratodo n=1,2,....

Yn — Tp =
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Proposigao 1.1 - Dado § = 1/10’“, k=1,2,..., qualquer, existem x € F,
y € E tais que y — x < 4.

Demonstragao: De fato, seja n € Z, tal que 1/10" < 1/10*. Logo,

quaisquer x, € F e y, € E, com n > k, sdo tais que y, — z, < 0.

Proposigao 1.2 - Para cada 6 = 1/10%, k inteiro positivo, existem z € F,
y€Ftaisque2—x2 <4 e y>2 —2 <.

Demonstragiao: Como na Proposicao 1.1, dado § = 1/10F existem = € F

ey € Ftaisquey—x < d/4. Sendo z e y taisque 1 < x e y < 2, obtém-se

2

y+r<d e Y —at=(y—2)(y+z)<4y—z) <0

2

De z € F ey € E resulta que 22 < 2 e y> > 2. Logo, adicionando e

subtraindo 2 & desigualdade acima, obtém-se (y? —2) + (2 —x?) < 6, isto é

(> —2)<d e (2—-2%) <.

Proposigao 1.3 - Nao existe maximo em F' nem minimo em F.

Demonstragao: De fato, para cada x € F', aproximacao por falta, existe
uma aproximacao x; > x ainda por falta. O mesmo acontece com a classe
FE das aproximacoes por excesso.

Por meio da construgao das classes F' e E (e de suas propriedades) é
possivel definir a solugdo x da equagao (1.1) como idealizado por Richard
Dedekind.

Considera-se uma classe, L, dos niimeros racionais positivos x, tais que
x2 < 2, o nlimero zero e os racionais negativos. O restante dos racionais,
constitue o complemento de L em Q, representado por R. Segue-se que
F C LeFE CR. Nao existe um racional maximo de L ou minimo de R.
Portanto, é natural definir-se um objeto «, nao racional, nao pertencente a
L nem a R mas aproximado por L e R. Este objeto define-se como sendo a
unica solugao da equagao (1.1) e representa-se por V2. Ele é denominado
raiz quadrada de 2 e nao estando nem em L e nem em R, sendo Q = LUR,

diz-se que a solugao z de (1.1) é um nimero irracional.
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1.2 Cortes de Dedekind

O processo anterior para a definicio de solucio da equacdo z2 = 2, isto
é, da raiz quadrada de 2, serve como motivagao para introduzir a nocao de

numero irracional, segundo Dedekind.

Definigao 1.1- Um Corte de Dedekind, no corpo Q, é um par (A, B) de
classes de racionais satisfazendo as seguintes condigoes:

(D1) Ae B contém todos os racionais Q de modo que cada niimero racional
ou pertence a A ou a B;

(D2) Cada racional de A é menor que cada racional de B.

Observagao 1.1 - Analisando um corte como na Definicao 1.1 deduz-se
que cada uma das alternativas, abaixo, pode acontecer:

(a) A classe A possui maximo (B nao possui minimo);

(b) A classe B possui minimo (A nao possui maximo);

(¢) A nao possui maximo nem B possui minimo.

Nos casos (a) e (b) o par (A, B) define um numero racional r que é o
méaximo de A ou o minimo de B. A seguir, ilustra-se este fato com um

exemplo:

Exemplo 1.1 - Suponha A o conjunto dos racionais z < 3/4 e B o
conjunto dos racionais y > 3/4. Logo, (A, B) é um corte em @ definindo
o racional 3/4.

No caso (c) nao hd maximo em A nem minimo em B. Como em
V2, diz-se que o par (A, B) define um novo objeto denominado o mimero
irracional.

O método empregado para definir v/2 por corte de Dedekind pode ser
adotado para definir /2, v/3, .... Define-se também o nimero irracional
7 por meio dessa mesma metodologia (ver Boletim do GEPEM, no. 30,
Ano XVII, 1° semestre (1992), pg. 22-27) reproduzido, a seguir, na segao
1.9, Complementos e Exercicios.

Portanto, quando se pensa em numero irracional pensa-se no corte

(A, B) satisfazendo as trés condigdes da Observagao 1.1. Diz-se o ntiimero
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a = (A, B). Ele é o separador das classes de racionais e nao pertence a A
nem a B.

Com este processo o corpo Q dos racionais foi aumentado dos irracionais
pelo método dos cortes de Dedekind constituindo um novo corpo, denomi-
nado corpo dos numeros reais e representado por R. Posteriormente, serao
definidas as operagoes em R.

Deseja-se, a seguir, estender a R a nogao de corte. Para tal é necessario

definir uma relacao de ordem.

1.3 Relagoes de Igualdade e Ordem em R

Dados os ntimeros reais o = (41, By) e = (Asg, Bg), diz-se que oo = 3
quando A1 = A e By = By. Quando « e 3 forem racionais, o o maximo de
A1, S o minimo de B, entao a igualdade das classes exclui a e 8 tendo-se
«a = 3. Esta relagdo bindria é de fato uma relacao de equivaléncia, ou seja,
é reflexiva, simétrica e transitiva.

Considere os numeros reais a = (A1, B1) e 8 = (Ag, Bs). Diz-se que
a < B quando A; estiver contida em As e By em Bj.

Dados dois nimeros reais « e 3 tem-se um dos trés casos:
a=p, a<pf ou a>p.

A relagdo bindria o < f (ou o > ) é uma relagdo de ordem em R que
coincide com a relacdo de ordem em Q.

Dados dois racionais r e s o nimero racional (r+s)/2 estd situado entre
r e s. Assim, diz-se que o corpo Q é denso em si, como ja foi mencionado.

Uma questao fundamental na construgao de R, por meio de cortes de
Dedekind em Q, é saber se repetindo o processo em R encontram-se novos
objetos nao pertencentes a R. Demonstra-se, no préximo resultado, que
todo corte de Dedekind em R determina um objeto em R. Isto equivale a

dizer que R € continuo.

Proposigao 1.4 - Todo corte de Dedekind em R determina um objeto de
R.
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Demonstracao: Seja (S7,52) um corte de Dedekind em R. Um corte em
R define-se de modo andlogo ao corte em Q. Portanto, obtém-se:

(C1) Todo nimero real pertence exclusivamente a S1 ou a Sa;

(C2) Todo nimero s; € S; é menor que todo sy € Ss.

Deve-se provar que S7 possui um maximo ou Sy um minimo. Considere
(R1, R2) um corte em Q construido pelos racionais, Ry, de S1, e, Ro, de
Sy. Entao (R, R2) define um nimero a € R e a pertence a Sy ou a Ss.

Serd demonstrado que se o € 57 ele é maximo de S7 ou que se a € Sy
ele é minimo de S3. De fato, suponha que a € S1. Seja § € Q tal que
B>aer € Rcoma<r < . Entao, sendo r > « tem-se r € Ry C 53,
pois @ = (Ry, R2). Tem-se, porém, § > r entdao f € Sy. Portanto, todo
numero real maior que « pertence a S. Logo, nao existe em S7; um nimero
real maior que a. Assim, o é méximo de S;. (Diz-se por esta razao que R

é continuo).

1.4 Classes Contiguas de Racionais

Observe que para definir o conceito de nimero real, por meio do corte
de Dedekind, considera-se um par de classes (Aj, A2) contendo todos os
racionais. A nocao de classe contigua vai permitir definir o nimero real

sem utilizar todos os racionais.

Definigcao 1.2 - Diz-se que dois subconjuntos infinitos H e K de ntimeros
racionais sao classes contiguas quando verificam as condicoes:

(K1) Todo ntimero de H é menor que todo nimero de K;

(K2) Para cada € > 0 existem h € H e k € K tais que k — h < e.

Proposicao 1.5 - Se (A4, A2) é um corte de Dedekind nos racionais entao

Aq e Ay sao classes contiguas de racionais.

Demonstracao: De fato, a condigao (K1) é imediatamente verificada por
ser (A1, A2) um corte de Dedekind. Para verificar (K2) considere a; € Ay,
as € Ag quaisquer e € > 0 dado em R. Seja 0 < o < € um racional e defina
a progressao aritmética de racionais: ay, a1 + 0o, a1 + 20, ..., a1 +no,... .

Representanto por a; + no o primeiro racional em A,, entao obtém-se
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aj+(n—1)o € A1, a1+ (n+1)o € Ay e (a1+no)—(a1+(n—1)o) =0 <e.
Portanto, para € > 0 existe a; € A1, ag € Ay tais que ag — a1 < €.
Demonstra-se que também vale a reciproca da Proposicao 1.5, isto é,
todo par de classes contiguas de racionais define um corte de Dedekind.
De fato, seja (H, K) um par de classes contiguas de Q. Define-se um corte

(A1, Ay) em Q do seguinte modo:

e A; é constituida por todos os racionais menores ou iguais que algum

numero de H;

e A, é constituida por todos os racionais maiores ou iguais que qualquer
numero de K.
Logo, obtém-se que (A;, A2) é um corte de Dedekind em Q. De modo
andlogo define-se classes contiguas em R e sua equivaléncia com um corte
em R.

Nas aplicacoes empregam-se aproximagoes racionais dos nimeros reais.
Assim, diz-se que um racional m/n é um valor aproximado do nimero real

a, a menos de 1/n por falta quando

m+1
<
n n

O numero racional (m+1)/n, diz-se valor aproximado por excesso, a menos

de 1/n. Na prética sao consideradas aproximagoes decimais, isto é, n = 10.

Exemplo 1.2 - Com uma calculadora encontra-se o valor 1.7320508 para a
V/3. Como foi estudado na motivagio, veja Problema 1, este nimero é uma
aproximacdo racional por falta a menos de 1/107. Com esta aproximacio

dé a idéia de como construir um par de classes contiguas definindo /3.

1.5 Operagoes sobre Niimeros Reais

A seguir sdo definidas as operagoes aritméticas sobre numeros reais
obtendo-se o corpo dos reais, representado por R.
O numero zero de R, denotado por 0 é definido pelo corte (A7, As),

sendo A; os numeros reais negativos e As os positivos. Deste modo,
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a = (A1, Ag) serd um real positivo quando A; contiver racionais positi-

vos e « serd negativo quando Ay contiver negativos.

(a) Adigao: Dados dois subconjuntos A e B de racionais representa-se
por A + B a colecao dos racionais z = a + b sendo a € A e b € B.
Considere-se os nimeros racionais o = (A1, As), f = (B1, Bz) e forme-se
os subconjuntos A; + By e Ay + By de racionais. Prova-se que as classes
Ay + B1 e Ay + By sdo contiguas. De fato, todo racional da primeira é
menor que todo da segunda. Dado € > 0 existem a; € Ay e as € Ay tais
que ay — a1 < €/2. Pela mesma razao existem by € By e by € B tais que
by — by < €/2. Dali resulta que (ag + be) — (a1 + b1) < €. Logo, A1 + By e
As + Bj sao contiguas e (Ay + B, A + Bs) é um corte de Dedekind em
Q conforme a Proposicao 1.5. O numero ~ definido por este corte é dado
por a+ 8 e escreve-se v = a + .

Dado o = (A1, A3) o ntimero o = (—Az,—A;7) é tal que a4+ o' é o
corte que define o nimero real zero (0). O nimero real o denomina-se o
simétrico de a. Assim, o = (Ajg, Ag) é positivo quando o racional 0 € A;

e negativo quando 0 € As.

Definigao 1.3 - Denomina-se mddulo ou valor absoluto de um real «, ao
préprio a, se a > 0, e —a, se @ < 0. Representa-se por |a|, o mdédulo de

«. Sendo « e  dois nimeros reais prova-se as seguintes propriedades:

(1) el =lellsl, (1) et Bl <ol + 18],
(i) [lo] = |BI] <o - B].

(b) Multiplicagao: Considere-se dois cortes a = (A;,A2) e

a’ = (B, By), deseja-se definir o produto «-a’. Divide-se em dois casos:

e Se a e o sao positivos, o produto é o corte (A, B) onde A contém todos

os numeros negativos e os produtos ab com a € A1, b€ By ea >0, b > 0;
e Se a e o forem negativos, o produto seré o produto dos simétricos;

e Se a é positivo e o é negativo, seu produto é o simétrico do produto
de (A1, Az) pelo simétrico de (B, Ba).



12 CAPITULO 1. NUMEROS REAIS

Assim, com estas operagoes, R é de fato um corpo contendo Q como

subcorpo.

1.6 Poténcias de Numeros Reais

Dado a um real positivo e n um inteiro positivo, define-se
a" = aa...a, com n parcelas iguais a . Quando n = 0 define-se a® = 1
e para n < 0 (n negativo) define-se o = 1/a™".

Note-se que em R vale a propriedade que se a > 0 e n > 0 inteiro,
existe 8 € R solucao de 8" = «. Tal fato foi cuidadosamente feito para
n =2 e a = 2. Esta propriedade nao vale em Q em geral, como foi visto
anteriormente.

Dado n > 0, inteiro, existe § € R tal que " = a, a € R, a > 0
conhecido (veja Parte 2 destas notas, se¢ao 3). Define-se § = al/™. Por-

tanto, define-se poténcia de expoente racional p/q por

P/l — (ap)l/q‘

Para definir o caso de expoente real procede-se da seguinte forma. Pri-
meiro, se @« > 1 e f € R qualquer, considera-se 8 definido pelo corte
(A, B) com A e B racionais. Tomam-se as classes dos racionais A" e B’
definidas do seguinte modo: diz-se que o racional a’ € A’ quando a’ é me-

nor que algum o

com b € R. Sendo o > 1 conclui-se que o par (A4, B)
define um corte de Dedekind em Q, logo define um nimero real v que, por
definicao, toma-se como v = o. Logo, 3% = 7. Por outro lado, se a < 1

toma-se
1

(+)

e reduz-se ao caso a > 1. Define-se também 17 = 1.

of =

Para os ntmeros reais negativos, isto é, quando o < 0 os resultados
obtidos nos paragrafos anteriores nao valem em geral. Assim, (—1)'/2 nao
estd definido em R, isto é, a equacdo z2 =

De fato, se € R, x # 0 tem-se 22 > 0.

—1 nao possui solucao em R.
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Observa-se que dados os numeros reais positivos a e x, a # 1 demons-
tra-se que existe um 1nico real y tal que ¥ = z. O ntimero real y denomina-
se o logaritmo de x na base a e representa-se por y = log, . Quando a = 10
obtém-se os logaritmos decimais. No estudo das sucessoes (Capitulo 3)
serd calculado um numero real representado por e. Os logaritimos tendo
por base o niimero e foram criados por Néper, sao denominados, portanto,

neperianos e representados por Inz . Tem-se que y = In z significa e¥ = .

1.7 Interpretacio Geométrica

Os numeros reais sao interpretados, geometricamente, como pontos de
uma reta na qual escolheu-se um ponto para representar o numero zero,
um sentido e uma unidade de medida. De fato, considera-se uma reta r e
uma unidade de medida. Seja 0 um ponto que é o zero, e 0P um segmento
que representa a unidade de medida. No ponto P coloca-se o ntimero 1.
Assim, serao representados os nameros ...,+n,...,+2, 4+1,0. Neste ente
geométrico introduz-se um processo de multiplicar e adicionar segmentos
obtendo-se uma estrutura algébrica de corpo. Acrescenta-se um postulado
que d& a continuidade da reta. Intuitivamente significa dizer que cortando-
se a reta r encontra-se sempre um ponto de r. Verifica-se que este objeto
geométrico, denominado pontilhada, é um corpo isomorfo ao corpo dos
numeros reais. Dai dizer-se o corpo R dos reais ou a reta numérica R.
Logo, quando se pensa no nimero real z pensa-se no extremo do segmento
de reta de origem em 0 e terminando em P, com abcissa x. A abcissa é a
medida do segmento OP afetada do sinal menos, se P antecede 0, ou sinal
mais se P precede 0.

Note-se que estas consideracoes sao meramente intuitivas mas podem
ser feitas rigorosamente. Caso o leitor deseje ver detalhes desta construgao
dos nuimeros reais veja L. Landau - Foundations of Analysis, Chelsea, N.Y.,
1948. Ver também Richard Dedekind - Essay of Theory of Numbers, Dover
Publ. Inc., N.Y., 1963.
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1.8 Sucessdes em Ninho

Dado um conjunto Y, denomina-se sucessdao, em Y a uma funcao
f: N =Y, definida em N = {1,2,...,n,...} com valores em Y. Sendo
f(n) um objeto de Y, representado por y,, denota-se uma sucessao por
(Yn)nen. Veja Capitulo 3.

Denomina-se segmento ou intervalo fechado de R, de extremos a < b,
ao conjunto de nimeros reais x tais que a < x < b e representa-se por
[a, b].

Define-se (conforme Dirichlet (1887)) como funcao f : X — Y, um ob-
jeto constituido por dois conjuntos - X o dominio da fun¢éo, Y o conjunto
contradominio da funcao - e uma regra geral que a cada x € X associa um

tnico y € Y. Denota-se uma fungao f por
f:X=Y;, y=f(zr) ou z— f(x).

Considere a sucessao de intervalos fechados [z,,y,], n = 1,2,..., da reta

numérica R, a qual representa-se por I,,.

Definigao 1.4 - Diz-se que I, = [z, yn), n = 1,2,... é uma sucessio em
ninho, de R, se sao satisfeitas as seguintes condicoes:
(N1) A sucessao I,, é decrescente, isto é, I, D I,4+1 paran =1,2,...

(N2) Para cada € > 0 em R existe n tal que y,, — x, < €.

Observagao 1.2 - Note que a propriedade (N1) equivale a dizer que a
sucessao (Zn)neN € crescente e (yp)nen € decrescente, sendo x,, < y, para
todon=1,2,...

Proposigao 1.6: (Cantor 1845-1918) Seja (I, )nen uma sucessao em ni-
nho de R. Entao, existe um unico & de R pertencente a I, para todo
n=12,....

Demonstracgao: E suficiente provar que a sucessao em ninho (I,)nen
determina um corte de Dedekind em R, logo define um nimero real. Ana-
lisando as condigdes (N1) e (N2), da Definigao 1.4, deduz-se que as classes
(K1) e (K2) formadas por {z, e R; n=1,2...} e {y, € Ryn =1,2...},
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respectivamente, sdo contiguas. Logo, definem um corte de Dedekind em
R. Assim, um nimero £ € I, para todon = 1,2,..., pois x, < ¥y, para
todon=1,2,....

Para provar que £ é unico suponha-se que exista ¢ € I, para todo

n = 1,2,.... Entao, da condicdo (N2), tem-se para cada € > 0, que
€ =& < yn —zn < e Logo, §=¢.

1.9 Exemplos e Exercicios

1. Considere-se as solucbes aproximadas z, € F e y, € E da equagao
22 = 2, conforme construidas no Problema 1 do presente Capitulo. Tem-
se que y, = T, + # e a sucessao (In)nen, In = [Tn,yn] é uma sucessao

em ninho. Logo,

V2 = ﬁ I,.
n=1

(o]
Com o simbolo ﬂ I,, indica-se a colegao dos pontos pertencentes a I,, para

n=1

todo n.

2. Denomina-se aproximagao de 1/3, a menos de uma unidade por falta,
ao maior numero de unidades m tal que m < 1/3 < m + 1. Portanto,
tem-se que m + 1 é a aproximacao por execesso. Encontra-se 0 < 1/3 < 1.
A aproximacao por falta a menos de 1/10 é o maior nimero de décimos
m/10 tais que m/10 < 1/3 < (m + 1)/10. Encontra-se m = 3 ou
0.3 < 1/3 < 0.4 Segue-se que 0.4 é a aproximacao por excesso de 1/3

a menos de 1/10. De modo anélogo sao encontradas as aproximagoes a

menos de 1/102, 1/103,.... Obtém-se as classes de aproximacoes:
F = 0,03,033, 0333, ..., — ..
10m
1
E = 1,04,034 0334, ... 22
10m
Fazendo
n n+1
R T T A T
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obtém-se que o racional 1/3 é definido pelas classes contiguas

{zp; n=1,2,...} e {yn; n=1,2,...}.

3. O numero w e o Corte de Dedekind. O nimero m é uma constante
caracterizada pela “razao”entre o comprimento de uma circunferéncia e o
seu diametro. Se R for o raio de uma circunferéncia de comprimento C'
entdao 7 seria C'/2R. Demonstra-se que 7 nao é um racional (veja Parte 2,
Complemento 87). Entre os métodos para obtencao das aproximagoes de
m destaca-se 0 método dos isoperimetros ou de Schwab idealizado em 1813,
o qual obtém 1/7, logo m. Com efeito, quando toma-se uma circunferéncia
medindo 2 unidades, tem-se R = 1/m. Por conseguinte, conhecendo-se
aproximagoes do raio R da circunferéncia medindo 2 unidades obtém-se as
de 1/m.

Considere um poligono regular P isoperimétrico a uma circunferéncia
de raio 1/7. Se r for o raio da circunferéncia circunscrita e a o apétema,

que € o raio da inscrita ao poligono, tem-se a relagao:

1 1
2rr > 27— > 2ma ou r>—>a.
T T

Isto equivale a dizer que o apétema é uma aproximacao de 1/ por falta e
o raio da circunscrita uma aproximacao por excesso. Por meio do poligono
regular P isoperimétrico a circunferéncia de raio 1/m constréi-se o poligono
P isoperimétrico a P mas com o dobro de lados. Foi visto que o raio da
circunferéncia inscrita a P, isto é, r1, é menor que o raio r da inscrita ao
poligono P, enquanto que o apétema a; de P; é maior que o apétema a de

P. Assim, tem-se

1
a<a < —<nr<r.
s

A seguir, faz-se uma construcao efetiva para a obtencao das aproximagoes
racionais de 1/, inciando-se com um quadrado. Considere um quadrado
de perimetro igual a 2 unidades e lado l4. Portanto, 4, = 2, isto é,
l4 = 1/2. Seja 1 o raio da circunferéncia no qual o quadrado estd inscri-

to, isto é, a circunferéncia circunscrita ao quadrado. Tem-se Iy = riv/2.
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Logo, conhecendo-se l4 conhece-se r1. O raio da circunferéncia inscrita é
o ap6tema a; do quadrado de perimetro 2. Segue-se que a; = l4/2. Deste

modo, tem-se da primeira etapa da construgéao que

A etapa seguinte consiste em considerar o poligono isoperimétrico ao qua-
drado de perimetro 2 mas com o dobro do numero de lados, isto é, um
octogono. Demonstra-se que, o raio 79 da circunferéncia inscrita e o

apétema do novo poligono isoperimétrico sao

a1 + 7

CLQZT € T = /T102.

Continuando o processo, mutatis mutandis, encontra-se

_az+ T2 .
a3z = T € T2 = 4\/T2a3.

De modo geral,

_Qg—1 T+ Tk—1

B € T = \/Tk—-10f.

Relembre que os apdtemas crescem e os raios decrescem, entao
1
] < a2 <...<0p<..<—=—<..<"rp<rpe1<...<rqg<rj.
m

Portanto, fica bem definida uma sucessao de intervalos fechados dada por
I = lag, ), k=1,2,..., sendo (ay)ren crescente, (r,)ren decrescente e
ar < 1/m < r, para k =1,2,.... Para provar que (I, )gen é uma sucessao
em ninho resta apenas observar que

rr—a

Tk—ak:ﬁ

para k = 2,3,.... Sendo r; —a; = (v/2 — 1)/4 conclui-se que (I,,)ren é

uma sucessao em ninho, logo

1 00
; == ]Qllk
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Assim, 1/7 é definido por um corte de Dedekind, cf. Proposi¢ao 1.6. Isto

implica 0 mesmo para o seu inverso .

4. Obtenha as aproximacoes de 1/m nas etapas k = 4 e k = 10. Entao,

calcule as correspondentes aproximacoes de .

5. Tendo 1/m como o unico objeto de (,—; I defina as classes contiguas

e o corte que dé origem a 1/7, e a 7.

6. Defina por meio do corte de Dedekind a solucio de 2° — 2 = 0 (veja

Parte 2, Complemento 3).
7. Qual o corte de Dedekind que define 5/7 7

8. Seja (A, B) um corte de Dedekind em R definindo .. Prove que existe

uma sucessao em ninho (I,),en tal que
[e.e]
a= ﬂ I,.
n=1

9. Considere a equacio agz” + a1z ' 4+ ... + ap_12 + a, = 0 com a,
inteiros. Se o racional p/q for raiz da equagao entao p é divisor de a,, e q é
divisor de ag. Logo, aplicando este resultado moste que 2> — 2 ndo possui

raiz racional e que v/2+ v/3 nao é racional (veja Parte 2, Complemento 1).

10. Leia numa calculadora o niimero que indica /2 e com ele defina um
par de classes contiguas que definem o irracional /2. Qual o corte de
Dedekind definindo este nimero? Prove, por meio do Exercicio 9, que este

numero ¢ irracional.

1.9.1 Notas histéricas sobre: Richard Dedekind, John Napler

e Georg Cantor

e Richard Dedekind (1831-1916), nasceu em Brunswich, Alema-
nha foi aluno de Gauss com quem estudou integrais eulerianas, assunto
de sua tese de doutorado. Seu primeiro trabalho como professor foi no
Politécnico de Zurich, onde trabalhou de 1857-1861. Nesta ocasiao, tendo

duavidas sobre o texto que deveria seguir com seus alunos, criou os nimeros
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irracionais, para tornar inteligivel suas aulas de andlise matemética. Na
verdade, ele fez uma organizagdo matemédtica nos nimeros racionais e de-
finiu os irracionais por um método que o denominou cortes. Atualmente,
conhecido sob a denominacao de Cortes de Dedekind. Método este, em-
pregado neste texto para construir os conceitos de limite e continhidade
de fungoes.

A construgao do método de Dedekind baseia-se essencialmente na nogao
de ordem dos numeros racionais. A contribui¢do de Dedekind na cons-
trugdo da matemadtica, nao se limita apenas aos cortes. Ele investigou e
contribuiu na teoria dos nimeros e foi determinante no estudo dos funda-
mentos da matematica do final do século XIX, inicio do XX. Dentre varias
contribuicGes, registra-se que a nocao de ideal, de tanta importancia em
Algebra e Anélise, foi criado por Dedekind, ao investigar propriedades dos
nuimeros inteiros. Seu trabalho contendo os cortes, encontra-se no livro:
Richard Dedekind - Essays on the Theory of Numbers (tradugao para o
inglés, do original alem&o), Dover Publications 1963.

E muito educativo ler o preficio deste livro, onde ele conta as dificul-
dades encontradas no, manual de matemdtica, adotado para o ensino no
Politécnico de Zurich.

e John Napler (1550-1617), matematico escossés, Barao de Machis-
ton, dedicou sua vida a investigacao de um método, permitindo substituir
no calculo numérico, multiplicacoes e divisdes por adigoes e subtracoes e
que simplificasse o calculo de raizes dos niimeros, facilitando o trabalho dos
astronomos. O instrumento criado por Napler para atender a tais questoes
foi por ele denominado Logaritmo. Sua idéia original foi associada ao

célculo das funcgoes circulares. Alguns autores observam que a expressio
cos(a + b) + cos(a — b) = 2cosacosb

é uma transformacgéo de um produto em uma soma e pode ter sido uma
motivacao para Napler (uma mera conjectura).

Para definir o novo conceito matematico ele considerou a correspon-
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déncia entre os termos de uma progressao geométrica

de razao r positiva e os termos da progressao aritmética dos expoentes, isto

T corresponde a m-+n.

é,1,2,..., n,.... Note que o produto r™ -7 = r™
Esta correspondéncia ja havia sido observada por Arquimedes, 410 A.C.,
mas sem as consequéncias obtidas por Napler. A progressao 1, 2,...,n,...

é denominada de logaritimos dos termos da progressdo geométrica r, 12,

" ...- Portanto, o logaritimo de 7™ é n, para todo n € N. O termo

T
logaritimo é um vocabulo grego que significa “ntmero de razoes”. De fato,
n é o numero de razoes r contidas em 7. O Napler é também chamado
Neper. Dai, os logaritimos Neperianos.

e Georg Cantor (1845-1918), pertencia a uma familia de israelitas
que imigrou de Portugal para a Dinamarka, fixando-se a seguir na Russia.
Cantor nasceu em Saint Pétersburg em 3 de marco de 1845. Teve sua
formagao inicial na Russia, mas sua educagao foi feita na Alemanha a par-
tir dos 15 anos. Contrariando os planos de seu pai, que imaginava fazé-lo
engenheiro, resolveu dedicar-se a investigagao cientifica. Foi aluno de Kum-
mer, Weierstrass e Kronecher. Sofria de depressao profunda, falecendo na
Alemanha em 1918. Teve a admiracao de Dedekind, que o estimolou a
pesquisar matematica.

Cantor investigou sobre a teoria dos conjuntos infinitos, definindo o
conceito de cardinal ou poténcia de um conjunto, desenvolvendo a ari-
tmética dos niumeros cardinais dos conjuntos infinitos. No estudo das séries
de Fourier, encontrou inspiracao para desenvolver sua teoria dos conjuntos.
Semelhantemente a Dedekind, também, construiu uma teoria dos nimeros
reais, baseada na noc¢ao de sucessao de racionais. A idéia de Cantor aparece
no estudo dos espagos métricos, enquanto a de Dedekind, no estudo dos
conjuntos ordenados. Juntamente com Dedekind, poder-se-ia dizer que
foram os construtores e organizadores da Anadlise Matematica do século
XIX inicio do XX.



Capitulo 2

Conjuntos Lineares

Os conjuntos a serem considerados no presente texto serao sempre par-
tes do corpo R dos numeros reais. Assim, denomina-se conjunto linear
C a uma qualquer parte ou subconjunto de R. Note-se que C' pode ser
o préprio R. Por exemplo, os subconjuntos, N, dos ntimeros naturais, Z,
dos numeros inteiros, (Q dos niimeros racionais, sao exemplos de conjuntos

lineares. Outros exemplos surgirao.

2.1 Intervalos Abertos e Fechados

Definigao 2.1 - Sejam a e b dois ntimeros reais, sendo ¢ < b. Denomina-se
intervalo fechado de extremos a e b ao conjunto dos numeros reais x tais
que a <z <b.

Sendo R identificado a uma reta, um intervalo fechado identifica-se a
um segmento desta reta, como mencionado no Capitulo 1. Denota-se o
intervalo fechado de extremos a e b por [a,b]. Ele é um conjunto linear.

Simbolicamente escreve-se:
[a,b] ={z € R; a <z < b}.

Note que com {...} indica-se um conjunto e no interior das chaves vem

a definicao dos objetos do conjunto. Os numeros a e b sao chamados de

21
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extremidades de [a, b]. a é dito extremidade inicial, ou origem, do intervalo,

e b de extremidade final. Ou simplesmente, extremidades do intervalo [a, b].

Definicao 2.2 - Denomina-se intervalo aberto de extremos a e b, a < b, ao
conjunto de nimeros reais z tais que a < x < b e representa-se por (a,b).

Assim,
(a,b) ={x € R; a <z < b}.
Tem-se, também, os intervalos do tipo (a,b] e [a,b) dados por:
(a,b) ={z € R; a <z <b}
aberto a esquerda e fechado a direita;
[a,b) = {x € R; a <z < b}
fechado a esquerda e aberto a direita.

Observagao 2.1 - Dado um intervalo de extremos a e b, com a < b, o

numero b — a denomina-se a amplitude do intervalo.

2.2 Vizinhanga de um Ponto

Note que, como R estd sendo identificado & uma reta, é comum o uso
de expressoes tais como, o nimero real x ou o ponto x, para designar-se

um elemento de R.

Definicao 2.3 - Dado um ntimero real x, denomina-se vizinhanga de z,
a qualquer intevalo aberto, de R, contendo z. Fixado um ponto z, de R,
observa-se que tal ponto possui uma infinidade de vizinhancas, represen-
tadas por V(z).

Observe que uma vizinhanga de x € R é um conjunto linear. Por
exemplo, o nimero real 2, tem como uma de suas vizinhagas o intervalo
(1,3). H4 infinitas vizinhangas de 2.

As vizinhancas de um ponto x € R possuem as seguintes propriedades:

(V1) Se V(z) e V'(z) forem vizinhancas de € R entdo a intersecgao

V(z) N V'(z) é vizinhanga de z. Note que o simbolo N significa uma
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operacao definida entre conjuntos. Assim, dados dois conjuntos V e V’,
denomina-se interseccao de V com V', representando-a por V N V', ao
conjunto formado pelos objetos que pertencem a V' e V'’ simultaneamente.
Logo, quando V = (1,3) e V' = (0,2) tem-se VNV’ = (1,2).

(V2) Se V(z) for uma vizinhanga de = e y € V(z) entdo existe uma
vizinhanca V(y) C V(z). Note que o simbolo C é uma rela¢ao bindria
entre os conjuntos V e V’. Diz-se que V C V'’ quando todo objeto de V
pertence a V'. Por exemplo, V = (1,2) e V' = (0, 3) tem-se V C V.

(V3) Sex,y € R, com x distinto de y, existe uma V' (x) e uma V (y) tais que
V(x) e V(y) ndo possuem pontos em comum. Escreve-se simbolicamente
V(z) NV (y) =0, sendo §) a parte vazia de R.

2.3 Ponto de Acumulagio de um Conjunto

Definicao 2.4 - Diz-se que xz é um ponto de acumulacao de C, onde C
é um conjunto linear, quando cada vizinhanga V(x) do ponto x, possuir
infinitos pontos de C, distintos de x.

O ponto de acumulacao, z, pode, ou nao, pertencer a C. Por
exemplo, se C' = (1,2) todos os seus pontos sdao de acumulacdo. Se
C =A{1,1/2,...,1/n,...,}, entdo zero é um ponto de acumulacao de

C' nao pertencente a C.

Definigao 2.5 - Diz-se que um conjunto C' é finito quando ele contém n

objetos. Quando nao for finito, o conjunto é dito infinito.

Proposigao 2.1 - Se C possui ponto de acumulacao ele é infinito.
Demonstragao: Suponha xg um ponto de acumulacao de C e que ele seja
finito, isto é, C' = {x1,...,z,}. Considere os nimeros positivos

lzg — 1|, |20 — 22|, - - - [w0 — T

e seja |rg — ;| o menor dos nimeros para i < n fixo. Suponha

1
T = 5\950 — x4
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entao a vizinhanca de xg
Vizg) ={x €eR; zg—1r; <x <m0 + 13}

nao possui ponto de C' distinto de zy . Logo, xg nao é ponto de acumulacao,
o que contradiz a hipétese. Portanto, C' é um conjunto infinito. Logo, os
conjuntos finitos ndo possuem pontos de acumulagao.

A seguir, serdo analisados os conjuntos infinitos no que concerne a

existéncia de pontos de acumulagao.
2.4 Conjuntos Limitados

Definigao 2.6 - Diz-se que um conjunto infinito de niimeros reais C, é
limitado superiormente, quando existe b, tal que z < b, para todo = € C.
C' diz-se limitado inferiormente quando existe a, tal que a < x, para
todo z € C.
Quando a < z < b, para todo x € C, diz-se que C é limitado. Caso
nao exista b nestas condigoes entdo C' néo é limitado superiormente. Ana-
logamente, quando nao existe a, nas condigoes acima, diz-se que C nao é

limitado inferiormente.

Teorema 2.1 - (Bolzano (1781)- Weierstrass (1815)) Todo conjunto C

infinito e limitado, possui ponto de acumulacao.

Demonstragao: Seja C' C R um conjunto infinito e limitado, isto é, C' estd
contido num intervalo fechado [a, b]. Divide-se [a, b] em dois sub-intervalos
por meio do ponto médio ¢, obtendo os sub-intervalos [a,c| e [¢,b]. Ao
menos um destes intervalos contém infinitos pontos de C'. Admite-se que
seja o intervalo [a, c] e o representa-se por [a1, bi]. Repete-se, a operagao,
agora em relacao ao intervalo [aq, b1], isto é, divide-se [a1,b1] em dois sub-
intervalos [a1,c1] e [c1,b1]; em algum deles, por exemplo em [a1,c1], hd
infinitos pontos de C. Denota-se [ai,c1] por [ag,bs]. Repete-se o processo

ad infinitum obtendo-se os intervalos:

[al,bl] 2 [a2,b2] 22 [an,bn] 2 .
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Logo,

ap<ap<...<ap<..., by 2>2by > >0y 2>
e

b—a bp—a1 b—a b—a
bl—alz 5 ,bg—CLg: B = 22 ,...,bn Ay = on ..

Portanto, tem-se duas classes (A4, B) de ndmeros reais, com
A:{al,aQ,ag,...}, B:{bl,bg,bg,...}.

Prova-se, a seguir, que o par (A4, B) é um par de classes contiguas.

(C1) Se a; € A e bj € B, entdao a; < bj. De fato, seja i = j. Entao
tem-se, a; < b; por construcdao. Por outro lado, se i < j, resulta que
la;, bi] D [aj,b;] e, finalmente, para i > j encontra-se [a;, b;] C [aj,b;] ja
que a; < b; < bj;

(C2) Tem-se b, —ay < (b—a)/2" para todo n. Logo, (A4, B) é um par de
classes contiguas e, deste modo, define um corte em R, o qual determina
um numero real m € R, tal que a, < m < b, para todo n. O ntimero m é
ponto de acumulacao de C. De fato, da desigualdade anterior tem-se:

b—a b—a

o e b,—m<b,—a,= T

m—an < by, —a, =

Consequentemente, o intervalo

contém (ay, b,). Portanto, toda vizinhaga de m, contendo (ay, b,), possui
infinitos pontos de C, provando que m é ponto de acumulacao.

Um ponto x de um conjunto C' que nao seja de acumulagao diz-se
isolado. Exemplo, no conjunto C'= {1, 1/2, ..., 1/n, ...} seus pontos sao

isolados e o tnico ponto de acumulagao, o zero, nao pertence ao conjunto.
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2.4.1 Conjuntos Fechados

Definicao 2.7 - Diz-se que C é fechado, quando contém todos os seus
pontos de acumulagdo. Se C' nao contém seus pontos de acumulacao, C
nao é fechado.

O conjunto derivado de C, denotado por C’, é constituido de todos os
pontos de acumulacao de C'. Assim, diz-se que C é fechado quando C’ C C.
Por exemplo, se C' = {1,1/2,...,1/n, ...}, tem-se C' = {0}, ndo sendo
C’ c C. Logo, C nao é fechado. Quando C = {1,1+ 1/n; n € N}, tem-
se o derivado C' = {1} e C' C C, provando que C é fechado. Um intervalo

fechado [a,b] é um conjunto fechado.

2.4.2 Conjuntos Abertos

Definicao 2.8 - Diz-se que C' é um conjunto aberto, quando todo ponto
x, de C, possui uma vizinhanga V(z) C C.

E usual dizer que um ponto z € C' é um ponto interior de C' quando
existe V(z) C C. O conjunto dos pontos interiores de C' representa-se por
C. Assim, C é aberto quando contém seu interior, ou seja, o conjunto C.
Os intervalos abertos sdo exemplos de conjuntos abertos. Os intervalos do
tipo [a, b) ou (a,b] ndo sdo abertos.

Os conjuntos abertos e fechados da reta possuem propriedades que sao
de interesse relevante para o estudo geral da analise matematica. De ma-
neira semelhante , a nocao de vizinhanca e as suas propriedades. A seguir,
serao apenas mencionadas estas propriedades a titulo de informacao.

Considere uma parte C' de R. Diz-se que D é o complemento, ou
complementar, de C, quando D contém apenas os pontos de R que nao
pertencem a C. Assim, se C = {x € R; x < 1} o seu complemento é
D={zeR; z>1}

Propriedades dos Fechados:
e O complemento de um conjunto fechado é um conjunto aberto;

e A intersecdo de uma familia de conjuntos fechados é um conjunto
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fechado;

e A unido de uma familia finita de conjuntos fechados é um conjunto
fechado.

Propriedades dos Abertos:
e O complemento de um conjunto aberto é um conjunto fechado;

e A unido de uma familia qualquer de conjuntos abertos é um conjunto

aberto;

e A intersecdo de uma familia finita de conjuntos abertos é um conjunto
aberto.

Nao serao dadas as demonstracoes destas propriedades dos conjuntos
abertos e fechados da reta R. Note que também nao sao propostas como
exercicio para o leitor. Foram registradas apenas a titulo de informagao,
alids, como ja mencionado, de importancia para estudos posteriores. En-
tretanto, caso o leitor fique curioso por mais informacgoes, pode consultar
com proveito: M. H. Newmann, Topology of Plane Sets of Points, Cam-
bridge Univ. Press - London, 1951.

2.5 Supremo e Infimo

Definicao 2.9 - O supremo de um conjunto linear C', denotado por sup C,

é um numero S, satisfazendo as condigoes:

(S1) b< S, para todo b € C;

(S2) dado b < S, existe z € C tal que z > b.

O supremo S pode, ou nao, pertencer a C'. No caso de pertencer a C,
é dito maximo de C. O supremo de um conjunto linear, C' C R, pode ser
+00.

Exemplo 2.1 - Considere

n 12 n
C—{n+1,n€N}—{§,§,,n+l,}

Entao,
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(S1) 1 >n/(n+1) para todo n € N;
(S2) Seja b < 1. Existe um nimero de C' maior que b, isto é, existe n € N
tal que b < n/(n+ 1). Portanto, 1 é o supremo de C.

Em situagoes préticas (S2) é expressa como segue:

(S2’) Se 8" € R é tal que b < S, para todo b € C, entdao S < 5.
Noutras palavras, dado € > 0, existe z € C, tal que S — e < x.

Definigao 2.10 - O infimo de um conjunto linear C, denotado por inf C,

é um numero I € R satisfazendo as seguintes condigoes:
(I1) b> I paratodo b e C;
(I2) dado b > I existe z € C tal que x < b.

Exemplo 2.2 - Considere

o= {thneny = fa
n 2

Entao,
(I1) 1< 2t para todo n € N;

(I2) Seja b > 1. Existe um nimero de C menor que b, isto é, existe n € N
tal que b > (n + 1)/n. Portanto, 1 é o infimo de C'. Assim como no caso

do supremo, em situagoes praticas (I2) é expressa por:

(I2°) Se I' € R é tal que b > I', para todo b € C, entdao I’ < I. Ou
seja, dado € > 0 existe x € C tal que © < I +e.

Observe que o conjunto C' de racionais que sao as aproximagoes de raiz
de 2 por falta, é limitado superiormente. Note que seu supremo é v/2,
que nao pertence a Q. Assim, existem conjuntos de racionais limitados
superiormente cujo supremo nao é racional. O resultado que se segue,
de grande interesse neste estudo, mostrard que os ntimeros reais R nao

possuem este defeito.

Teorema 2.2 - Todo conjunto nao vazio, C, de nimeros reais, limitado

superiormente, possui um dnico supremo, S, em R.

Demonstracgao: Considera-se uma particdo dos niimeros reais R em duas
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classes Ry e Ry definidas do seguinte modo:

e a classe R, formada por todos os nimeros reais menores que algum

numero de C;

e a classe Ry, formada pelo restante dos ntimeros reais.

Observe que, sendo C' limitado superiormente, as classes R; e Ry sao nao
vazias, e todo numero real pertence exclusivamente a R; ou Ry. Para
provar que o par (Rj, Ry) é um corte em R deve-se provar que todo nimero
real de R; é menor que qualquer real de Ry. De fato, suponha que existe
r1 € R que seja maior que algum ro € Ry, isto é, ro < r1. Se ry € Ry, por
construcao de Rj, segue que r; < x para algum x € C. Logo, ro € Ry e
ro < x para algum x € C, o que é contraditorio pois ry é, por construgao,
maior que todo z € C. Portanto, conclui-se que todo 1 € Ry é menor
ou igual a todo 79 € Ry. Logo, o par (Rj, R2) é um corte em R e, deste
modo, determina um ndmero real S tal que r1 < S < r9, quaisquer que
sejam 11 € Ry e ro € Ry. A seguir, demonstra-se que S é o supremo de C.

Deve-se provar que:

(S1) S é maior ou igual a qualquer z € C. De fato, suponha x € C e
S < x. Logo, existe um nuimero real r tal que S < r < z. Como r < x
resulta que r € Ry. Logo, S < r € Ry, o que é contraditério pois r; < S
para todo r1 € Ry;

(S2) Considere b < S e que nao existe z € C tal que b < z < S. Entao
nenhum b < S pertence a Rj, que é uma contradigdo (Os numeros de
Ry s@o menores que algum z de C). Deste modo, fica demonstrada a
existéncia do supremo para um conjunto C' de nimeros reais nao vazio
e limitado superiormente. Finalmente, prova-se a unicidade do supremo.
Suponha que C' possua dois supremos S’ e S. Deve-se ter ou S < S’ ou
S > S’. Suponha, para fixar idéia, que S’ < S. Pela propriedade (S2)
existe um z € C tal que S’ < z < S, que é contraditério pois S’ é o
supremo de C. Logo, o supremo de C existe e é unico.

De modo semelhante ao apresentado no Teorema do Supremo, prova-se

que todo conjunto linear nao vazio C' limitado inferiormente possui um
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tnico infimo I.

Uma aplicacao imediata do Teorema 2.2 é que nao existe um ntmero
real x tal que n < x para todo n € N. De fato, se existisse resultaria que N,
nao vazio, € limitado superiormente. Logo, pelo Teorema 2.2, N possui um
supremo b, isto é, n < b paratodon € N. Mas, n+1 €N, logon+1<b
oun < b—1 para todo n € N e b — 1 seria também um supremo, o que é

uma contradicao. Logo, nao existe x € R tal que n < x para todo n € N.

2.6 Conjuntos Compactos

A classe dos conjuntos compactos é de grande interesse no estudo da
andlise matematica. Caso o leitor continue seus estudos de analise ma-
tematica ird encontrar esta nogao em varias situagoes. No momento, em-
bora as definigbes sejam gerais, tem-se em mente apenas o caso dos con-

juntos lineares

Definicao 2.11 - Denomina-se cobertura de um conjunto C, a uma familia
de conjuntos abertos tal que cada objeto de C pertenga a algum conjunto

aberto da familia.

Exemplo 2.3: (i) Considere C' = (0, 1]. A familia de intervalos abertos
1 13 13
(-13) (39 5:3)
cobre C.

(ii) Seja C ={1,2,...,n}. Os abertos

1 1 1 1 1 1
(1-31-3) (-32+5) (g +3)

cobrem C.

Definicao 2.12 - Diz-se que um conjunto C é compacto quando de cada
cobertura aberta de C' extrai-se um subcobertura de C' com um numero

finito de conjuntos.

Teorema 2.3 - (Heine (1821) - Borel (1871)) Todo conjunto linear C

limitado e fechado é compacto.
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Demonstragao: Quando C é finito o teorema é verdadeiro. Suponha C
infinito. Sendo C' limitado, entdo C' esta contido em algum intervalo [a, b].
Seja ¢ = (a + b)/2 o ponto médio de [a,b], e define-se C; = C N [a,c]
e D = CnNlcb]l. Suponha que C seja limitado e fechado mas nao seja
compacto. Esta hipdtese implica a existéncia de uma cobertura T de
C tal que nenhuma sub-familia finita de T cobre C. Resulta o mesmo
para Cy e D pois C7 UD = C. Suponha que nenhuma sub-familia fi-
nita de T" cobre C7. Para D é andlogo. Portanto, C; é infinito, limitado
(Ch C C C [a,b]) e fechado pois C; = C N [a,c] (intersecao de dois fe-
chados). Consequentemente, C estd nas mesmas condigdes de C. Note
que a amplitude de [a, c] é a metade de [a,b]. Tem-se Cy C [a, f] C a,].
Seja v o ponto médio de [a, §]. Constréi-se de modo semelhante o con-
junto Co = C1 N [, ] que possui as mesmas propriedades de C'. Com Cy
define-se, analogamente, C3 nas mesmas condi¢oes de C' e continua-se o
processo indefinidamente. Os intervalos [a, b], [a, ¢], [, 7], ... contendo os
conjunto C7,Co, (s, ..., respectivamente, sao tais que os extremos inferio-
res M = {a,q,...} e os extremos superiores N = {b,¢,~, ...} formam um
par de classes contiguas de nimeros reais. Logo, definem um nimero real
r tal que m < r < n, para todom € M en € N. O nimero r é o ponto de
acumulacao de C' e como C' é fechado entao r € C'. De fato, pode-se afir-
mar que r é ponto de acumulagdo de C' porque qualquer intervalo aberto
contendo r contém algum dos conjuntos Cy,Co, ... que contém pontos de
C. Note-se que T' é uma cobertura de C tal que nenhuma subcobertura fi-
nita cobre C'. Como r € C, resulta que r pertence a algum T que é aberto,
pois a cobertura é de abertos. Logo, existe uma vizinhanca V (r) C Tp.
Porém, V (r) contém algums dos Ci, Cy, ... e, portanto, um destes conjun-
tos é coberto por um sé membro Ty da familia T que é contraditério, pois

nenhuma subfamilia finita de T cobre qualquer dos conjuntos Ci, Cs, .. ..

Observagao 2.2 - Examinando a demonstracao do Teorema de Heine-
Borel é oportuno chamar atencao do leitor para a técnica de demonstracao
que é semelhante a adotada no caso do Teorema de Bolzano-Weierstrass.

E igualmente oportuno chamar a atencao do leitor que dada a importancia
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destes dois resultados bésicos da anélise é conveniente consultar: M. H. A.

Newman, opt. cit., em um contexto mais geral.

Observagao 2.3 - Sendo um intervalo, [a, b], fechado limitado, é, também,
compacto. Por isto, diz-se “o intervalo compacto”|a,b], para distingui-lo

dos intervalos (a,b), [a,b), (a,b].



Capitulo 3

Sucessoes e Séries

3.1 Sucessoes de Numeros Reais

O presente capitulo destina-se ao estudo de propriedades das sucessoes

e séries de numeros reais.

Definicao 3.1 - Dados os conjuntos E e F', denomina-se produto cartesi-
ano, de ' e F, ao conjunto F x F' definido como a colecao de todos os pares

ordenados (z,y), tais que x € E e y € F. Escreve-se simbolicamente:
ExF={(z,y);x€E e yeF}

Considerando-se uma funcao f : E — F, denomina-se grdfico de f ao
subconjunto, do produto cartesiano F x F', formado pelos pares (x,y), tais

que y = f(x). Para a defini¢do de fungao veja Capitulo 1, se¢ao 1.8.

Exemplo 3.1 - Suponha E = F =R e f: R — R definida por f(z) = 2.
O gréfico de f é a colegao dos pares (z,y) de R xR tais que y = 22. Quando
E é o conjunto dos numeros naturais N, a funcao f : N — F denomina-se
sucessdo. No caso particular ' = R a sucessao f : N — R denomina-
se sucessao de nimeros reais. Denota-se uma sucessao f : N — R por
up = f(n), para n € N, ou (up)nen ou simplesmente (u,). O grafico de

uma sucessao é a colecao dos pontos {(n,y); n € Ney = f(n) € R}

Exemplo 3.2 - Sao exemplos de sucessoes:

33
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1 1

e u,=— ou (—);
n n
n

+1 <n+1)
® U, — ou N
n n+2)

1 1
o u, = (—1)"+ - ou <(—1)" + E)
Exercicio 3.1 - Esboce os graficos das sucessoes do Exemplo 3.2.
Estudar uma sucessao (u,,) consiste em conhecer o seu comportamento
para valores “grandes” den € N ou, como se diz habitualmente, “quando n
tende para o infinito”, cuja notagao é “n — co0”. No Exemplo 3.2 verifica-se

que a terceira sucessao se comporta do seguinte modo:
e se n é par, entao ug, = 1+ 1/2n se aproxima de 1;

e se n é impar, entdo ugz,—1 = —1 + 1/2n — 1 se aproxima de -1.

A seguir, serd formulada a definicao de limite de uma sucessao onde os
termos, “n tende para o infinito”e a sucessao se aproxima de um numero,
séo definidos. A propdsito consulte G. H. Hardy - A Course of Pure Mathe-
matics, Cambridge University Press, 1952, pg. 116.

Definicao 3.2 - (D’Alembert (1765), Cauchy (1821)) Diz-se que um
numero L, é o limite de uma sucessao de numeros reais (u,,), quando para

cada € > 0, existe um natural ng = ng(e€), tal que
|lup, —L| <€, para todo n > ny.

Diz-se, entao, que a sucessao (uy) converge para L e denota-se este fato

por

lim u, =L ou wu, — L.
n—oo

Proposicao 3.1 - Se uma sucessao (u,) for convergente, seu limite serd
dnico.
Demonstragao: De fato, suponha que (u,) seja convergente para L e Ly,

sendo L # Lq. Assim, da definigdo de limite, para cada € > 0, existem
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ng = no(€e) e n; = ny(e) tais que

lup, — L| < % para todo n > ny,

lup, — L] < % para todo n > nj.

As duas condigbes valem para todo n > max(ng,n1). Portanto, para cada

€ > 0, obtém-se
|L — Ly| < |L —up| + |up — L1| <€, n >max(ng,n1),

provando que L = L1, pela arbitrariedade de €.

Exemplo 3.3 - Seja
n+1
n+2

Up =

Prova-se que (u,) converge para 1. De fato, seja e > 0. Deve-se determinar

no =no(e) € N, tal que

n+1
—1‘<e ara n > ng.
‘n+2 p =0
O que equivale,
1
< ara n > ng.
n 42 ©P =70

Tomando-se 0 < € < 1/2, tem-se 1—e > 0 e dai calcula-se ny(€) como sendo,
por exemplo, o primeiro natural maior ou igual a (1 — 2¢)/e. Portanto,
sendo ng natural maior que ng(€), encontra-se a convergéncia acima citada.

Demonstra-se que se (uy,) e (v,) forem convergentes entao:

o lim (unv,) = < lim un) ( lim vn>;

n—oo n—oo n— o0

* gl n) = gt o+ LG

n—oo
. - 1 1
e seu, #0 e lim u, # 0 entao lim (—) = — :
n—00 n—00 \ Up, lim w,
n—o0

e lima-u,=a- limu, para a € R.
n—oo n—oo
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3.1.1 Subsucessao

A nogao de subsucessao é fundamental no estudo da convergéncia ou
nao de uma sucessao.

Suponha uma sucessao k : N — N, n — k,,, de modo que
ki <ko<...<kp<..., com ki >1.

Se (uy,) for uma sucessao, entao a sucessao (ug,) serd denominada uma

subsucessao da sucessao (uy,).
Exemplo 3.4 - Sao exemplos de subsucessoes:
e Sejau, =1/n com n € N. Se k,, = 2n, wuy, = 1/2n é uma subsucessao;
e Seja

u, = (—1)" + % com n € N.
Se k, = 2n tem-se a subsucessao uy, = 1+ 1/2n e para k, =2n—1 a
subsucessao uy, = —1+1/(2n — 1)-

Proposicao 3.2 - Se (u,,) converge para L entao toda subsucessao (uy,,)

converge para L.

Demonstragao: De fato, k,, cresce com n, sendo k1 > 1 e ko > ki entao,

ko > 2, ks > 3,... . Para cada € > 0, existe ng = n,(€), tal que
|u, — L| < € para todo mn > mnyg,

por hipétese. Se n > ng obtém-se k,, > ng e, portanto, |ug, — L| < €, para

todo ky, > ng, isto é, a subsucessao (ug, ) converge para L.

Observacgao 3.1 - Note que u,, = (—1)"+1/n nao converge, porém possui
duas subsucessoes: up, =1+1/2n e ug, = —1+1/(2n + 1) convergentes,
respectivamente, para +1 e -1!

Esta observacao motiva um novo conceito que é o de valor aderente de

uma sucessao.

Definic¢ao 3.3 - Denomina-se, valor aderente de uma sucessao (uy), a um
numero real a, tal que existe uma subsucessao, (ug,, ), de (u,,), convergente

para a.
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Uma consequéncia imediata da Definicao 3.3 e das Proposigdes 3.1 e
3.2 é que se (u,) converge para L, entdo L é o tnico valor aderente de
(up). Além disso, note que a sucessao u, = (—1)" 4+ 1/n, da Observagao
3.1, possui dois valores aderentes: a = +1 e a = —1.

Diz-se que uma sucessao é limitada, quando |u,| < k, para todo
n € N. Isto equivale a dizer que o conjunto de nimeros reais {uy} é limi-
tado. No Capitulo 2 demonstrou-se um Teorema de Bolzano-Weierstrass
para conjuntos infinitos limitados. Serd aqui demonstrado um analogo

para sucessoes limitadas.

Teorema 3.1 -(Bolzano- Weierstrass para Sucessoes) Toda sucessao limi-
tada de numeros reais (u,) possui ao menos um valor aderente. De modo
equivalente, toda sucessao limitada de nimeros reais possui pelo menos

uma subsucessao convergente.

Demonstracgao: A técnica de demonstracao é andloga aquela adotada
para demonstrar o Teorema de Bolzano-Weierstrass para conjuntos in-
finitos limitados. Procede-se do seguinte modo: sendo (u,) limitada,
considera-se um intervalo [a,b] C R tal que a < w, < b para um nidmero
infinito de niimeros naturais n. Repete-se o processo de biparticao obtendo
as classes contiguas e determina-se um nimero real m e os intervalos [a,,, by, ]

tais que:
o m—ay, <b,—ay;
e b, —m < b, —ap;

e [an,b,] contém termos u, da sucessdo (u,) para uma infinidade de
valores n € N.
Demonstra-se, a seguir, que m é um valor aderente da sucessao (uy).

De fato, pela construgao existe um ndmero infinito de valores k € N tais

1 1
m=gmmt oD [@n, bp).

que uj pertence a

Considere um termo qualquer da sucessao neste intervalo representado por

ug, . Resta ainda uma infinidade de valores de k£ € N tais que wuj, pertence
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b 1 1 1 1
(an,byn) C (m— 2—2,m+ 2—2) C (m— §,m+ 5)
Escolhe-se, novamente, um termo da sucessao, o qual é representado por
Uk,, com kg > kj. Assim, sucessivamente, escolhe-se uy,, pertencente a
(m—1/2",m+ 1/2"), tal que (u, ) é uma sub-sucessao satisfazendo
1 1

m—2—n<’LLkn <m—|—2—n

Provando, assim, que li_}rn ug, = m. Consequentemente, m é valor ade-
n o

rente de (uy,). O

Definigao 3.4 - Diz-se que (u,) é monétona crescente quando,
up Sug <. Sup Supgr <L
e que é monodtona decrescente quando,

U] 2 U > oo 2 Uy 2 Uptp] = eee

Quando estas relacées de ordem forem dadas por < ou por >, diz-se que

(up,) é estritamente crescente ou estritamente decrescente, respectivamente.

Teorema 3.2 - Toda sucessao de nimeros reais, (u,,), crescente e limitada

superiormente, é convergente.

Demonstragao: De fato, sendo (u,) limitada superiormente o conjunto
{un; n € N} é limitado superiormente e pelo Teorema do Supremo pos-
sui um tdnico supremo S, i.e., S = sup{u,; n € N}. Mostra-se que (u,,)
converge para S. Com efeito, pela propriedade (S2’) do supremo, para
cada € > 0 existe um ng € N tal que S — € < u,, < S. Mas, por
(S1), u, < S para todo n € N e, por hipdtese, (u,) é crescente, ou seja,
S —e€ < Uy, < up < S+ e para todo n > ng. Adicionando —S a esta
desigualdade obtém-se —e < u,, — S < € para todo n > ng. Conclui-se que
IS —up| <e.

Um resultado analogo, vale para sucessoes decrescentes e consideran-
do-se o infimo. Toda sucessao decrescente limitada inferiormente é conver-

gente.
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Exemplo 3.5 - Considere a sucessao (u,), com u, > 0 definida por
Uy = V2 e Upt+1 = V2Up.

Mostra-se, inicialmente, que (u,,) é crescente. Tem-se que

’LL1:\/§, uQ:\/2u1:\/2\/§>\/§:u1.

Logo, us > uy. Suponha que u, > u,_1. Prova-se que u,11 > u,. De fato,
U1 = V2Up > /2Up—1 = up. Agora, resta mostra que (uy,) é limitada.
Com efeito, us = +/2u; = \/ﬁ < 2. Por indugao sobre n conclui-se que
(up) é limitada por 2, i.e., u, < 2 para todo n. Portanto, (u,) é uma
sucessao crescente e limitada. Logo, pelo Teorema 3.2, (u,,) é convergente

para um nimero L, ou seja,
lim v, =L e lim u,_1=1L
n—oo n—oo

pois (u,—1) é subsucessdo. Tomando o limite em w,, = \/2u,_; encontra-se

L = /2L, provando que L = 2 ou ainda que lim u, = 2.
n—o0
Exemplo 3.6 - Considere a sucessao (e) com
en=(1+1/n)".

Demonstra-se que (e,) é monétona limitada, logo convergente. Sendo o

binémio de Newton dado por

(a+b)" = znj (:) "'V, onde (:) - T,(%ir),

r=0
en!l=1-2-...-n,com 0! =1, e escolnendo a =1 e b = 1/n, obtém-se

(-2 ()

Resulta
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O termo de ordem r é:

Logo,

+ ...+%<1_%)<1_%) “<1_r;1>
+ ...-1—%(1_%)(1_%)”'<1_n;1>'

Note-se que (1 — %) < lparar=1,2,...,n—1. Logo, da expressao acima

obtém-se

B 1 1\n 1 1 1 1
e, = <+E) < +ﬂ+a+...+a

1 1 1

Provando que (e,) é limitada. Sendo

1\» 1\n 1
en=(14-)" < (1+2) (1+2) =enss
n n n
verifica-se que (e,,) é crescente. Portanto, pelo Teorema 3.2, (e,) é con-

vergente. Seu limite representa-se por e, o qual é denominado a base do

sistema de logaritmos Neperianos. A saber,

e = lim <1 + %)n

n—o0

Veja Capitulo 1, secao 1.10.
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3.1.2 Sucessoes de Cauchy

Casos hda em que nao é possivel calcular o limite explicito de uma
sucessao. Para o estudo destes casos existe um critério, devido a Cauchy,
que permite deduzir a convergéncia de uma sucessao sem, todavia, conhecer
o seu limite.

Uma sucessao (u,) de nimeros reais diz-se de Cauchy quando para

cada € > 0 existe ng = np(€) tal que

|t — un| < € para todo m > ng,n > ng.

Preposicao 3.3 - Se (u,) for convergente para L entdo (u,) serd de

Cauchy.

Demonstracao: Sendo (u,) convergente para L entdo para cada € > 0

existe ng = ng(e) tal que
€
lup, — L| < 5 Dpara todo n > ny.
Seja m > ng, deste modo

[Un, — | = [(un — L) + (L — up)| <
€ €

|um—L|+|un—L|<§—|—§:e,

para todo m > ng e n > ng, provando que (u,) é de Cauchy.

Teorema 3.3 - (Teorema de Cauchy) Se (uy,) for de Cauchy ela convergird

para um real L.

Demonstragao: A idéia da demonstracao consiste em reduzir ao Teorema
de Bolzano-Weierstrass para sucessoes. Demonstra-se que se (u,) é de
Cauchy ela é limitada, e o Teorema de Bolzano-Weierstrass garante a exis-
téncia de um valor aderente L para (u,) concluindo-se que (u,) converge
para L. Procede-se por etapas:

(i) Se (up) é de Cauchy ela é limitada. De fato, como a condigao vale para

cada € > 0, toma-se € = 1 e resulta a existéncia de ng tal que

|t —un| <1 para todo m > ng,n > ng.
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Tem-se,

ttn] = | < [Jtn] = [l | < i = ] < 1

para todo m > ng, n > ng. Fixando m = ng, obtém-se
|un| <1+ |un,| para todo n > ng.
Seja M = max{]ul\, ]u2\,...,]un0_1\} e K =1+ |up,| + M, entao
lun| < K, para todo n €N

provando que (u,) é limitada.

(ii) Sendo (uy,) limitada ela possui um valor aderente L, isto é, (u,) pos-
sui uma sub-sucessao (up, ) convergente para L (conforme o Teorema de

Bolzano-Weirstrass). Logo, para cada e > 0 existe ng = ng(€) tal que

€
|un, — L| < 5 Dbara todo my > no.

iii sucessao (uy,) converge para o valor aderente L. De fato,
iii) A a g lor ad L. De f:
|un — L| = [(un — i) + (uny, = L) < Jun = uny [+ |un, — L]

Sendo ng > ng e |u, —uy| < €/2 param, n > ng, obtém-se da desigualdade
acima que
€

5 = €, para todo n > nyg,

€
]un—L\<§+

provando que (u,) converge para L. Deste modo, concluimos que (u,) é

convergente.

Escdlio. Uma condicao necesséria e suficiente para que uma sucessao de

nimeros reais seja convergente é que ela seja de Cauchy.

Observacao 3.2 - (a) Nos racionais uma sucessao de Cauchy nao con-
verge necessariamente para um racional. Por exemplo, a sucessao das
aproximacoes por falta de v/2 é de Cauchy mas nio converge em Q. De

fato, considere-se as aproximacoes de v/2, u,, € u, com m > n. Tem-se

u, = l,a1ag...ap, € uy,=1,a1a2...ay
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sendo a; um dos algarismos de 0 a 9. Logo, a; < 9, para todo i (ver

Capitulo 1). Portanto,

9 1 1 1
Up —Up| < — |1+ =+ —+...+ <e
| | (1 )
10 10 100 10m—n

para cada € > 0, quando m > ng(€) e n > ng(e > 0). Assim, as aproxima-
coes por falta de v/2 sdo de Cauchy mas ndo convergem para um racional.

De modo semelhante, um conjunto limitado de racionais nao possui
um supremo em Q. Idem para o infimo. Diz-se, por esta razdo, que o0s
racionais Q nao sdo completos na ordem definida por menor ou igual. Sob
estes dois aspectos os reais R, preenchem os defeitos dos racionais. Em
R vale o teorema do supremo e toda sucessao de Cauchy é convergente.
No entanto, em R a equacio 22 + 1 = 0 ndo possui solucdo. Os ntimeros
complexos resolvem este problema. Como pode ser visto no paragrafo

seguinte.

(b) A seguir, o corpo R serd ampliado para resolver as equagoes algébricas.
Em particular, a equacdo z? + 1 = 0 possuird solucido neste novo corpo.
Procede-se de maneira heuristica.

Suponha que 2> = —1 possua solucio v/—1, o que até o momento nio

tem sentido. Entao, considere os objetos do tipo a + by/—1, sendo a e b

numeros reais e defina-se:

e Igualdade: (a+by—=1)=(c+dy-1) se a=c e b=d;

e Adigao: (a+by/=1)+ (c+dv/-1) = ((a+c), (b+ d)/—1);

e Multiplicagao: (a + by/—1).(c + dv/—1) = (ac — bd, (ad + bc)y/—1).

Agora, motivado pelo argumento anterior, considere o produto cartesi-

ano R x R de pares de nimeros reais (a, b), (¢, d) etc, com as operagoes:
e Igualdade: (a,b) = (¢,d) se a =ce b=d;

e Adigao: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+ d);

e Multiplicacao: (a,b).(c,d) = (ac — bd, ad + be).

O produto cartesiano RxR dos pares (a,b), (¢,d), ... com estas operagoes

é um corpo, chamado corpo dos numeros complezxos e representado por C.
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Os numeros reais R sdo uma parte dos complexos C constituida pelos
pares do tipo (a,0), isto é, com a segunda coordenada nula. Geométrica-
mente, os numeros complexos se identificam aos pontos do plano cartesiano
RxR. Temse NCZCQCRcC.

e Solugdo em C da equacdo x> +1 = 0. O niimero real 1 identifica-se ao
numero complexo (1,0) e o nimero real 0 ao par (0,0). Deve-se encontrar

o par (u,v) € C tal que:

(u,v)? + (1,0) = (0,0)
(u® —v% 2uv) + (1,0) = (0,0)
(u? — v +1,2uv) = (0,0).

2_1241=0 e 2uv =0 As solucdes sio:

Da igualdade em C, obtém-se u
u=0, v=1e u=0, v=—1. As solugdes em C sao os pares: (0,1) e
(0,-1).

Representa-se (0,1) por i, ou seja, @ = (0,1). Sendo ¢ uma solugao
de (u,v)? + (1,0) = (0,0) e 1 = (1,0), 0 = (0,0), tem-se > +1 = 0.
Logo, i> = —1. Portanto, o nimero complexo (1,0) denomina-se unidade
real e o complexo i = (0,1) unidade imaginaria. Notacao para os nimeros
complexos:

z=(z,y) =x(1,0) +y(0,1) = = + iy.

O Teorema de D’Alembert (1717-1783), diz que a equagao algébrica
oz +a12" V4. 4 an_1z +a, = 0.

com a; € C possui uma raiz em C.

Denomina-se médulo de z ao ntiimero positivo
— (2 2y1/2
|2 = (2% +y*)'/2.

O médulo |z| do nidmero complexo z mede o comprimento do vetor 0z do

plano cartesiano R x R. Deste modo, obtém-se

x =|z|cosf e y=|z|send.
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Portanto,

z = |z|(cos 0 + isen )

denominada representagao de Euler (1707-1783) dos ntimeros complexos.
O angulo # do eixo 0x com o vetor 0z denomina-se argumento do nimero
complexo z.

A seguir, estuda-se um resultado sobre sucessoes conhecido sob a deno-
minagao de Teorema de Cesaro (1888). Antes, porém, serao feitas certas
consideragoes sobre limite de sucessoes.

Considere-se uma sucessao (u,) tal que para cada k > 0 exista
n, € N com u,, > k para todo n > ny. Diz-se que a sucessao (u,) di-
verge para 400 escrevendo-se

lim u, = 4+oo.
n—oo

Por exemplo, seja u, = (n? + 1)/n, entdo

2
1 1
no =n+—2>1.
n n

Além disso, n+ 1/n > n. Logo,

n?+1

>k para n>k.

Assim, lim u, = +o00. De modo andlogo, define-se a divergéncia para
n—o0

—00.

Teorema 3.4 - (Teorema de Cesaro) Sejam (v,) uma sucessao estrita-

mente crescente e divergente e (u,) uma sucessao tal que

. Up+1l — U
lim —tL )\

Entao

Demonstragao: Sera feita no caso que A € R. Logo, por hipétse, para

cada e > 0, existe ng = ng(e€), tal que

Upt1 — U
N—e< L o N te para todo n > nyg.

Un+1 — Un
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Variando n de ng até ng + k — 1, obtém-se

()‘ - E) (Uno-i-l - Uno) < Upg+1 — Uy < (>‘ + 6) (Uno-l-l - Uno)

()‘ - E) (UTL0+2 - Uno-l-l) < Ung+2 — Ung+1 < ()‘ + 6) (Uno-l-? - Uno-i-l)

()‘ - E) (Um)-i-k - Uno-i-k—l) < Ung+k — Ung+k—1
< (A +€) (Vng+k — Ungt+k—1)

Somando-se membro a membro, tem-se
(A =€) (Vngtk = Vng) < Ungtk — Ung < (A4 €) (Ung+k — Vng)

Para k maior que um certo kg obtém-se v,y > 0. Logo, dividindo mem-

bro a membro por vy, 4 resulta:

(¥ U u U (¥
()\—6)<1— no >_|_ no < n0+k< o —I—()\—I—E)(l—A)
Uno+k Uno+k Uno+k Uno+k Uno+k

Sendo o klim Uno+k = +00, toma-se o limite de ambos os membros
— 00

. U k
A —e< lim —20F% N4,
k—)oo’l)n0+k

para cada ¢ > 0. Logo,
LU
lim —tF — )\
k—oo Ung+k

Corolario 3.1 - Seja v, = n. Se lim (up11 — uy,) = A, entao
n—oo

. Up,
lim — = \.
n—oo n

Serdo apresentadas, a seguir, algumas aplicacbes imediatas do Teorema

de Cesaro e do Corolario 3.1.

o Média Aritmética . Se a sucessao (u,) converge para u a Sucessao

Uy +ug + ...+ Uy
n )
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também converge para u. De fato, define-se u,, = u; +us + ... + uy €

vp = n. Assim, deseja-se calcular

. Up,
lim —
n—00 Uy,

que é, pelo Teorema de Cesaro:

. Unp+1 — Un .
lim 2" — Jim wu, = u.
n—00 Up41 — Up n—oo

e Média Geométrica. Se (uy), u, > 0, converge para u > 0 entao

(u1us . .. uy)Y/™ também converge para u De fato,

1 1 R |
lim log(ujus ... un)l/" — Lim 28% + logug + -+ + loguy,

Logo, pela média aritmética, obtém-se

lim log(u1u2...un)1/" = lim logu,.
n—00 n—00

Deste modo,
log < lim (uqus ... un)l/") = log lim wu, = logu.
n—oo n—oo

Consequentemente,

lim (uqus. .. un)l/” = u.
n—oo

e Calcule lim 10%. Pelo Teorema de Cesaro tem-se
n—oo

lim 1087 _ jy le(r D) —logn (1 + 1) — 0.
n

n—oo n n—00 (n + 1) -n n—00

. . " Un
e Mostre que nh—>Holo Yu, = lim u: desde que u,, >0 e < >

Y
-1
n—o0 Up—1

convirja, para todo n € N. De fato, escrevendo

U2 Up—1 Un

VU = Ur— ..

U Up—2 Un—1
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Pelo resultado sobre a média geométrica, obtém-se

. . Up,
lim Yu, = lim .

n—o0 n—00 Up—1
Resulta que
. ) n
lim ¢n = lim =1
n—00 n—oon — 1

e Considere a sucessao (H,) definida por

1 1 1
H,=1+-+-+...+—.
n=ltg gt ot
Esta sucessao diverge. De fato, é facil ver que ela é crescente, ou seja,

Hi<Hy<...< H, <.... Além disso, obtém-se

1 1 1
Hop — H, = —— .
= et T T T
Sendon+1l<n+nn+2<n+n,...,n+(n—1)<n+n,resulta que
1 1 1 1
Hopp—Hp>—+—+...+— ==
T Ty T T T
ou seja,
1
Portanto,
1
Hgm > Hm+§
1
H22m > H2m+§
1
H23m > H22m+§
1
H2km > H2k71m+§

Somando membro a membro, tem-se

kE_k
H. Hpy+=->—.
2km, > + 2 > 2
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Resulta que a subsucessao (Hyk,,) de (Hy,) € crescente mas nao é limita-
da. Logo, quando m — oo a subsucessao (Hyk,,) diverge. Deste modo,
conclui -se que a sucessao (H,,) é divergente, pois se convergisse entao toda
subsucessao convergiria.

Consulte sobre o Teorema de Cesaro: F. Sevéri - Lezioni di Analisi-
Vol. Primo, N. Zanichelli ed. Bologna, 1946 - pg. 276.

3.2 Séries de Nimeros Reais

Sabe-se, da aritmética dos nimeros reais, adicionar um numero finito
de parcelas (propriedade associativa da adi¢ao), isto é, dados os nimeros
reais ui, ug, ..., u, calcula-se s,, = u; + ug + ... 4+ u,. Na presente secao
planeja-se dar sentido a generalizacdo para uma soma com uma infinidade
enumeravel de parcelas. Dito de modo preciso, tem-se uma sucessao (u,)
e deseja-se dar sentido a soma u1 + ug + ... + uy, + ..., que representa-se

o
por Y. u, e denomina-se série de termo geral u,.

Hnglvérias maneiras de definir esta soma com uma infinidade enumeravel
de parcelas. Sera adotada aqui uma idealizada por Cauchy que consiste
em reduzir ao caso de um nimero finito de parcelas e empregar a nocao
de limite de uma sucessao (veja Parte 2, Complemento 22). De fato, dada

a sucessao (uy) define-se a sucessao (s;,), sendo (s,) denominada soma

o0
parcial ou reduzida de ordem n da série Y, u, do seguinte modo:

n=1
s§1 = U1
S = Ui+ u2
Spn = Ul t+us+...+uy
o0
Definigao 3.5 - Diz-se que a série . u, é convergente quando a sucessao
n=1

(sn) das reduzidas for convergente. O limite de (s,) denomina-se soma da

série. Escreve-se,
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Quando (s,) nado converge diz-se que a série nao converge. Quando

(sn) diverge diz-se que a série diverge.

Exemplo 3.6 - Considere a sucessdo (¢"!), sendo ¢ € R. Obtém-se a

série
(o @]
ST =14q++ g+
n=1
sendo
5 qn-i-l_l
sp=1+q+q¢ +...+q¢" = 1

ntao, lim ¢" =0 se |g| < 1 e diverge se |g| > 1. Consequentemente,
Enta l'_) "=0 1 edi 1. C t t
n [o¢]

o

a série Y ¢"~! converge para |q| < 1 e diverge para || > 1. Esta série
n=1

é denominada série geométrica. Quando g = 1 obtém-se (s,) = (n) e,

portanto, a série diverge.

Exemplo 3.7 - Considere a sucessao

1
tn = n(n+1)
[e.°]
e calcule a série Y u,. Sabe-se que
n=1
1 1 1
nn+1) n n+l1
Logo,
oo o0
1 1
> =22 (5 i)
n=1 n=1
com

w= () G e D ()
" 2 2 3 n—1 n n n+1/

Portanto, s, = 1 — —— e lim s, = 1, provando que
n+l n—o0

1
ST

n=1
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(veja Parte 2, Complemento 19).
O processo geral para estudar uma sucessao, como foi visto, é o te-

orema de Cauchy. Assim, uma condicdo necessaria e suficiente para a

o0

convergéncia de Y u, é que: para cada € > 0, existe ng = ng(e) € N, tal
=1

que "

|$m — sn| <€ para todo m>mng en>ng.
Ao analisar esta condic@o, supondo m > n, tem-se:
m
Sm — Sp = Upt+1 T Ung2 + ...+ Uy = g Uy
v=n+1

Consequentemente, reescrevendo o Teorema de Cauchy, obtém-se: uma

o
condigao necesséria e suficiente para que a série Y wu, seja convergente é

n=1
m
que para cada € > 0, exista ng = ng(e) € N, tal que ‘ > uk‘ < €, para
k=n+1

todo n > ng e m > nyg.

(o]

Exemplo 3.8 - Considere a série y 1/n” com v € R. Estuda-se a con-
n=1

vergéncia desta série em funcao do parametro v € R. Esta série denomina-

se série de Dirichlet (1806-1859).

o0

Caso 1: Supondoque v = 1, asérie Y 1/n é denominada série harmonica,
n=1

pois cada termo é a média harmonica entre o que precede e o que segue.

Representando por H,, sua reduzida de ordem n escreve-se:
1
Hy=1+=+ -+ —.
n

Como foi estudado na secao anterior esta sucessao (H,) diverge, logo a
série harmonica nao converge. Recorde-se que dados dois nimeros reais
positivos a e b denomina-se média harmonica de a e b ao inverso da média
aritmética dos seus inversos, isto é, o niimero h tal que 1/h = (1/a+1/b) /2.
Calcule a média harmonicade a = 1/(n—1) e b=1/(n+1) que serd 1/n,

para todo n € N.

Caso 2: Supondo v < 0, tem-se 1/n” = n*, onde p = —v > 0. Portanto,
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a sucessao H, = 1# + 2" 4+ ... + n* nao é limitada e, entao, ela diverge. O

mesmo acontece para 0 < v < 1.

Caso 3: Finalmente, supondo v > 1 prova-se que a série converge. De
fato, seja p € N tal que 2P < n < 2P+, Entéo,
1 1 1 1 1 1
o= 1 (prg)t(mretetw)
< 1 1 1 1 1 1

ot T Ty T

+ 1+1+1+1>+
4¥ 15 16 1T

1 1 1 1
+ (@rt vt mr o)

até n = 2Pt — 1. Como foram escolhidos os termos entre parenteses?
Observe que para p = 1,2,... encontra-se o nimero de termos n tais que

2P < n < 2Pl Por exemplo, para p = 1 tem-se 2 < n < 22 = 4, logo

1 1
(27+37)-

Agora, para p = 2 obtém-se 22 < n < 23 e os nimeros n = 4,5,6,7 com

n=2en =3, ou seja,

os respectivos termos:

EESEN U N Y
(22)1/ 5V 6V v :

Assim, sucessivamente, para o caso geral 2P < n < 2PT! encontra-se:
n=20,n=2"41,n=2"42,... sendo o dltimo n = 2?1 — 1. Portanto,

existem 2P termos e

1 1 1 1
(@7 T T mar e

Deste modo, fica respondida a pergunta de como foram encontrados os

termos entre parenteses. Prova-se, agora, que (H,) é crescente e limitada.
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De fato, escreve-se

1 1
—+ =<2
vt 3v ov
1 1 1 1 1
( ) 5V v (22)1/
R S PR S -
@) (2x+1)”  (2x+2)" T (2P -1)Y (2n)”

Logo,
1 1 \2 1 \»
H<1+21/1+<2u——1) +—|—<2V—_1>

Consequentemente, encontra-se que (H,) é crescente e limitada ja que

1 1 \2 1 \»
e+ () -+ ()

a reduzida de uma série geométrica de razao 1/2*~! < 1, pois v > 1, ela

sendo

é convergente. Note que 2P < n, se n — oo entdao p — oo. Concluindo,
o0
tem-se dos casos 1, 2 e 3 que para v € R, a série >, 1/n” converge se

n=1

v > 1 e diverge se v < 1 (veja Parte 2, Complemento 56).

3.2.1 Critérios de Convergéncia

[e.°]

Regra de D’Alembert: Seja ) wu, uma série de termos positivos, tem-
=1
se "
o0
(i) Se L < k < 1, para n > ng, entdo 3 u, converge;
Un n=1

.e U . & .
(ii) Se sk >1, para n > ng, entdo » u, diverge.
U

n n=1

Demonstracao: Primeiramente, serd demonstrado que (i) vale. Resulta

Uy+1 < kuy, e fazendo v = 1,2,...,n encontra-se
Uy < k:ul,
ug < kus,

Upr1 < Kuy.
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Daif, obtém-se u, < kun,_1 < k(ku,—o < ... < k" 1(kuy). Assim,
(o]

o
up < k™uj. Portanto, ) w, é majorada pela série geométrica »  k"uy
n=1 n=1
com k < 1. Logo, a série converge.

Agora demonstra-se o item (ii). Seja k > 1 e u,41 > ku, para todo
v=1,2,...,n. De modo andlogo ao caso anterior, tem-se u,, > k"1, com

k > 1. Logo, a série diverge.

u
Corolario 3.2 - Suponha que lim "+l _ ). Resulta que

n—0o  Up

o0
(i) Se A < 1, entdo a série Y u, converge;
n=1

[e.e]
(ii) Se A > 1, entao a série » w, diverge;

n=1
[ee]
(iii) Se A =1, entao na@o hé informacao sobre a série _ w,, .
n=1

Demonstracao: Demonstra-se o item (i). Seja k um nimero qualquer

tal que A < k < 1. Pode-se determinar ng tal que

u
A—e< "—H<)\+e, para todo n > ng
Un,

com € > 0 dado. Sendo A < k < 1 toma-se ¢ = k — X. Deste modo,
o0

Upt1/un < k, k < 1. Logo, a série Y u, converge. Para o caso (ii) basta
n=1

observar que up4+1/u, > A > 1. E, para o caso (iii) considere o caso 1

do exemplo 3.8, onde A = 1 e a séria hormonica é divergente. Por outro

o0
lado, o caso 3 do mesmo exemplo para v = 2 tem-se que a série > 1/n?
n=1
é convergente.
[e.e]
Exemplo 3.9 - Seja a série Y nu” parau € R. Entao, tem-se
n=1
Upt1  (n+ Dut? n+1
= =u .

U, nu™ n
Logo, a série converge se |u| < 1.
o0
Observacao 3.3 - Quando a série ) wu, possui o termo u,, de sinal qual-
n=1

o
quer aplica-se a regra de D’Alembert a série Y |uy,].
n=1
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[e.e]
Regra de Cauchy: A série ) u, de termos positivos
n=1

(i) converge se (un)'/™ < k < 1;
(ii) diverge se (un)'/™ > k > 1;
(iii) nada se pode afirmar quando A =1 .

Demonstracao: Primeiramente, supoe-se que (un)l/ " < k. Logo,

u, < k™, k <1 e, deste modo, a série é majorada por uma série geométrica
[ee]

de razao k < 1. Consequentemente, Y u, converge. A demonstragao do
n=1

item (i¢) resulta de u, > k™ com k > 1.

Corolério 3.3 - Seja lim (u,)"/™ = \. Entao,

n—oo
(i) Se A < 1 a série converge;
(i) Se A > 1 a série diverge;

(iii) Se A = 1 nada se pode afirmar.

Exemplo 3.10 - Seja
(o)
Up = | ————u
" a+(n—1)

o
com a € R. A série ) u, é convergente. De fato,
n=1

a+n 1+a/n
u =
a+(n—1) 1+1/n(a—1

Yu, = U
)

entao
lim Yu, = u.
n—oo n

Portanto, se |u| < 1 a série converge e se |u| > 1 a série diverge.

Proposigao 3.4 - Se u,, >0 e

. Un+1
lim

n—00 Uy

=A>0,

entao

lim (u,)"/™ = A.

n—o0
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Demonstragao: Reduz-se ao Teorema de Cesaro. Observando que

Uty U

Uy U2 Up—1

Vun = Q/ 1

e provando-se que

lim Yu, = A

n—oo

(veja o Teorema de Cesaro - Média Geométrica.)

o0
Quando os termos da série ) u, sdo de sinal varidvel considera-se
n=1

[e.°]
a convergéncia absoluta. Diz-se que ) u, ¢é absolutamente convergente
n=1

[e.e]
quando a série Y |u,| for convergente. Sendo
n=1

n n
‘j{:uj‘féjzz\ujh
i=1 =1

conclui-se que toda série absolutamente convergente é convergente. Os dois
préximos resultados demonstram que a a reciproca dessa afirmativa nao é

verdadeira.

Teorema 3.4 - Seja (u,) uma sucessao decrescente e convergente para

zero. Entao a série

9]
(_1)n+1un

n=1

é convergente.

Demonstracgao: Considere u,, > 0 e as reduzidas de ordem impar e par

separadamente. Sendo

(o]
+1 _
E (=" Up = UL — U2+ U3 — UL+ .0 — Up + U2pyr1 — -«

n=1
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encontra-se

1 = Ui;
S3 = U1 — (UQ — U3);
s5 = wup — (u2 —u3) — (ug — us);
Sopr1 = w1 — (u2 —ug) — (ug —us) — ... — (uzp — u2p41);
S2 = Ul — U2,
S4 = (Ul — UQ) + (U3 — U4);
se = (u1 —wu2)+ (uz —uq) + (us — ug);
Sop = (u1 — UQ) + (U3 — U4) + (U5 — u6) +...+ (U2p_1 — u2p).

Sendo (u,,) decrescente tem-se u,, > u,+1 para todo n € N. Logo,

&
vV
®

w
V
»

at
vV

_...282p+12...,

82§S4§86§...§82p§...

)

isto é, (sop41) € decrescente e (sg,) é crescente. Além disso, obtém-se
Sop+1 — S2p = Ugp+1. Mas, por hipdtese, (uy) converge para zero. Logo,
para cada € > 0, existe pg = po(€), tal que sgp+1—S2, < €, para todo p > po.
Resulta que as classes de nimeros reais {sg,} e {sgp+1} sdo contiguas.

Portanto, elas definem um tnico nimero real s tal que

n

s = lim s, = lim Z(—l)j‘”uj.

n—o0 n—o0
j=1
Exemplo 3.11 - A série
= (-1t
>

n=1
é convergente mas nao ¢ absolutamente convergente, pois a série harmonica

diverge.
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3.2.2 O Espaco de Hilbert (1862-1943) /(?(N)

Considere o conjunto de todas as sucessoes de nimeros reais (u,) cuja

o0

série Y u2 seja convergente. Esta sucessio denomina-se de quadrado
n=1

somavel .

Mostra-se que o conjunto definido acima é nao vazio. De fato, a su-

cessao (1/n) é de quadrado somével ja que a série § 1/n” é convergente
para todo v > 1, em particular, para v = 2. "

Representa-se por £2(N) a colecio de todas as sucessoes (u,, ), de nimeros
reais, que possuem o quadrado somdvel. Em ¢2(N) define-se as seguintes
operacoes algébricas:

e Multiplicacdo por um nimero real. Se (u,) € %(N), entdo (Auy),

também, pertence a £2(N), para todo A € R.

e Se (u,) € £2(N) e (v,) € £2(N), entdo (u, + v,) € £2(N). De fato,
0

o0
sabe-se que > u2 e Y. v2 sdo convergentes. Além disso, observe que:
n=1 n=1

(un + 'Un)2 = Ui + 2unYn + 'U% < Z(Ui + U,%)
(0. ]
Logo, Y (un +v,)? é convergente, isto é (uy, + v,) € £2(N).
n=1
Portanto, com as operacoes acima ¢2(N) é um espago vetorial sobre o

corpo dos reais R. Deste modo, os objetos de £2(N) sdo vetores e os de R
sao escalares.

Para efeito de estudo da Anadlise Matematica deve-se mostrar que em
/%(N) além da estrutura algébrica de espaco vetorial existe uma outra es-
trutura que permite definir convergéncia de sucessao. Para isto introduz-se

em ¢2(N) um produto escalar do seguinte modo.

Produto Escalar em /¢?(N): Dados os objetos u = (uy,), v = (v,) em

?%(N) define-se o produto escalar de u e v por

(u,v) = Zunvn. (3.1)
n=1

O primeiro problema é saber se este produto estd bem definido, isto é, se

a série que aparece em (3.1) é convergente. De fato, dado dois nimeros
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positivos a e b, tem-se 2ab < a® + b*. Logo,

0o 1, 00
Z |upvn| < 5(2”% +Z,U72L)
n=1 n=1 n=1
00
e o segundo membro converge, por hipétese. Logo, > wu,v, é convergente
e o produto escalar estd bem definido. "
Sao as seguintes as propriedades do produto escalar:
e bilinearidade: linear em cada variavel;
e simetria: (u,v) = (v, u);
e positividade estrita: (u,u) =0 se, e somente se, u = 0.
Assim, £2(N) est4 dotado de produto escalar. A partir da nocdo de
produto escalar ja se pode definir o comprimento ou a norma de um vetor
u € £2(N). De fato, define-se a norma de um vetor u € ¢2(N), denotando-se

por ||u||, como sendo o nimero real:
[Jul| = v/ (u,u) (32)
Sao as seguintes as propriedades da norma:

e |lul| >0 e |lul| = 0 se, e somente se, v = 0. Observe que se u =0 a

sucessao (uy) é tal que u,, = 0 para todo n € N.
o | Aul| = |[Al|Ju], para todo A € R e u € £3(N).

o |lu+ov| < |lul| + |v|, para todo u, v € ¢2(N). Esta propriedade
denomina-se desigualdade triangular, afirmando que em um triangulo o
comprimento de um lado é menor que a soma dos outros dois.

A seguir, demonstra-se a desigualdade triangular. Na demonstracao
faz-se uso da desigualdade de Cauchy que diz: se (a;) e (b;) sdo duas

sucessoes de £2(N), entdo

San< () ()" (53)
i=1 1=1 i=1

Deste modo, obtém-se da defini¢ao (3.2) que:

[e.e]

(o] o0 o

lu+ ol =3 (u +vi)? < 3w+ 23 Juilloi] + D v?

(3 (2 — 7 K3 2 7"
i=1 i=1 i=1 i=1
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Entao de (3.3) tem-se

2 — — N2 (= N2 =
lu+o|* < E Ui+2<§ Uz) (E Ui) ‘|‘§ v;
i=1 i=1 i=1 i=1

()" (X))

Finalmente, tomando a raiz quadrada de ambos os lados chega-se a desi-
gualdade triangular.
Observe que uma sucessao (u,), de objetos de ¢?(N), é tal que para

cada v € N, u,, é uma sucessao de quadrado somavel.

Convergéncias em ¢?(N): Diz-se que uma sucessao (u,), com wu, per-
tencente ¢2(N), converge para u, no produto escalar, quando a sucessdo de
nimeros reais, (u,,v), converge para (u,v), para todo v € £?(N).

Diz-se que uma sucessao (u,), com wu, € (?(N), converge para u, na
norma do £2(N), quando a sucessio de niimeros reais (||u, — u||) converge
para zero.

Em termos de norma e produto escalar a desigualdade de Cauchy (3.3)

pode ser re-escrita da seguinte forma:

|(w, )] < Jullf|v]]- (3.4)

Proposigao 3.5 - Se uma sucessio (u,), u, € £2(N) converge segundo a

norma para u, entao ela converge segundo o produto escalar.

Demonstracgao: De fato pela desigualdade de Cauchy (3.4), tem-se
|(uy, — u,v)| < |luy —ul|||lv]| para todo v € £*(N).

Logo, converge no produto escalar.

Por esta razao diz-se que a convergéncia sequndo a norma € a con-
vergéncia forte em (2(N) e a convergéncia, sequndo o produto escalar, € a
convergéncia fraca em ¢*(N).

Foi visto que toda sequéncia de Cauchy em R é convergente. Isto
implica que toda sequéncia de Cauchy em ¢2(N) é convergente. Conclui-

se, portanto, que ¢?(N) possui as seguintes propriedades:
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e ¢é um espaco vetorial;
e ¢ dotado de um produto escalar que define uma norma;

e com a norma de ¢?(N) toda sequéncia de Cauchy é convergente.
Um conjunto satisfazendo as propriedades acima mencionadas denomi-

na-se espaco de Hilbert real.

3.2.3 Notas histéricas sobre: Augustin-Louis Cauchy, Bernard

Bolzano, Ernesto Cesaro e Karl Weierstrass

e Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), nasceu e faleceu em Pa-
ris. Era descendente de familia burguesa da Normandia, seu pai foi um
importante funcionario publico da Franca tendo tido o cuidado com a
educacao de seu filho Augustin-Louis. Aos 15 anos fez um estigio no
Liceu do Panteon preparando-se para em 1805, aos 16 anos, ingressar na
“Ecole Polytechnique” de Paris. Cauchy como os homens cultos da época,
dedicava-se, também, a literatura com substanciais contribuigoes a poesia.
Apbs conclusao de seu curso na “Ecole Polytechnique” iniciou seu trabalho
como engenheiro em 1812 aproximadamente. Em 1815 inicia sua carreira
académica como catedratico na “Ecole Polytechnique” de Paris, posicao
privilegiada no ensino franceés.

Ingressa na “Academie des Sciences” de Paris, dizem os seus bidgra-
fos, por um procedimento politico. Ele ocupou a cadeira de Monge que
foi demitido, preterindo Carnot que era o condidato substituto de Monge.
Posteriomente torna-se também professor da “Faculté des Sciences” e do
“College de France”.

Seus bidgrafos sao impiedosos quando declaram que Cauchy foi um
dos engenheiros militares de Napoledao. Era catdlico devoto, reacionario
convicto e defendia com vigor a ordem dos Jesuitas. Quando o rei Carlos
X foi exilado, Cauchy também abandonou Paris. Posteriormente, como
recompensa a sua fidelidade, recebeu o titulo de Barao.

Cauchy foi um professor nato e matematico criativo. Muito competi-

tivo, logo que obtinha um resultado novo, imediatamente publicava no
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“Journal de I'Ecole Polytechnique” e no “Comptes Rendus de L’ Academie
des Sciences” do qual era membro.

Seus livros: “Cours d’Analyse”, “Exercices d’Analyse”’e “Physique Ma-
tematique”, contendo varias de suas contribuigoes, exercem grande in-
fluéncia no ensino da Andlise Matematica. Nesses livros encontram-se
uma organizacao metddica e rigorosa das nocoes de funcao, limite, conti-
nuidade e a nogao de integral. Sobre a definicdo de integral de Cauchy para
as funcoes continuas em um intervalo compacto, como ele propos, consulte-
se: “Resumé des Lecgons sur Le Calcul Infinitesimal, Vingt-uniéme lecon,
pg. 81, Integrales definies”.

O conceito de integral que ele propoe para funcoes continuas é fun-
damental para relacionar o que pensavam Newton e Leibniz sobre esse
conceito. Ele estabelece com rigor a definicdo de convergéncias de séries,
demonstrando varios reultados que figuram em disciplinas de analise ma-
tematica dos cursos universitarios.

Contribuiu de modo substancial para o desenvolvimento da andlise ma-
teméatica. De modo resumido, poder-se-ia citar a andlise complexa onde ele
procura construir semelhante ao que fez com andlise real. Teve uma visao
distinta de Weierstrass e Riemann sobre a construgao na andlise complexa.
O método de Cauchy-Peano, para o teorema de existéncia de solugao para
equacoes diferenciais ordindarias, faz parte das disciplinas de analise. O
método dos limites ou de majorantes para o estudo das solucdes analiticas
de equacoes diferenciais parciais é bem conhecido e denominado teorema
de Cauchy-Kowalevsky.

Concluindo esta breve nota sobre Cauchy, seria oportuno dizer de sua
grande contribuicao a teoria matemadtica da elasticidade. A qual refere-
se ao compo de tensées no processo de deformagoes de corpos elasticos.
Examinando a tens@o em uma superficie, o teorema de Cauchy afirma, de
modo simplificado, que a tensao em cada ponto depende apenas da normal
externa a superficie no ponto. Entre outras fontes, o leitor pode consultar,
o artigo: Morton E. Curtin (e outros) - A note on Cauchy’s Stress Theorem
- J. Math. Analysis Appl., vol. 22, n° 2, (1968), pg. 398-401.
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e Bernard Bolzano (1781-1848), nasceu em Praga, Bohemia (hoje
Repiblica Checa). Seu pai era um comerciante italiano que imigrou para
Praga e sua mae alema. Ingressou na Faculdade de Felosofia da Universi-
dade de Praga, em 1796, onde estudou Filosofia e Matematica.

H&a varias motivagoes para a investigacao matemaética. Ha os que se
motivam no ensino como Dedekind, Weierstrass, Bourbaki e os que se
motivam em problemas da natureza fisica como Fourier, em problemas de
propagacao de calor, D’Alembert, em problemas de vibracoes. Entretanto,
Bolzano seguiu caminho distinto. Dizia ele que seu gosto pela matemaética
residia no aspecto especulativo, isto é, aquele aspecto que é ao mesmo
tempo filosofia.

Dedicou-se a teologia durante trés anos universitarios e, simultanea-
mente, preparou uma tese de doutorado em Geometria, concluido em 1804
com 23 anos. Neste mesmo ano ordenou-se padre da Igreja Catdlica Or-
todoxa. Foi nomeado para reger a Catedra de Filosofia da Universidade
de Praga. Em 1819 foi preso e demitido de suas fungoes academicas, pois
suas idéias de justica social eram contrarias as normas oficiais do govérno.

Continuou, fora da Universidade, seu trabalho de investigacao cientifica
filoséfica cujos resultados foram publicados no exterior, na Austria.

A contribuicdo de Bolzano ao rigor da matematica foi admirdvel. Pro-
curou evitar o emprego dos infinitésimos em suas demonstragoes. Analisou
a série binomial e deu exemplo de curva continua sem tangente em nenhum
de seus pontos. Este é um caminho para o exemplo de funcao continua
sem derivada em cada um de seus pontos. Estas idéias serviram de suporte
para as conclusoes de Karl Weierstrass.

No ensino elementar das equagoes polinomiais é bem conhecido o te-
orema de Bolzano sobre os zeros de polinémios. Poder-se-ia dizer que o
trabalho profundo de Bolzano influenciou o trabalho dos matematicos que
o sucederam.

e Ernesto Cesaro (1859-1906), nasceu em Napoli, Itdlia. Foi um
matematico muito ativo. Contribuiu para o progresso da andlise ma-

tematica e geometria. Entre outros topicos investigou sobre o compor-
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tamento de séries divergentes. Idealizou o processo de soma por meio de
médias conhecido, atualmente, por médias de Cesaro, cf. complemento 22.

e Karl Weierstrass (1815-1879), nasceu em Ostemfeld, Alemanha.
Seu pai, funciondario publico, gostaria que ele se preparasse para uma car-
reira administrativa. Ingressou na Universidade de Born, na qual concluiu
seus estudos aos 19 anos. Aprovado em um concurso para professor da
escola secundaria, foi nomeado para o interior da Alemanha. Os profes-
sores da escola secundaria deveriam lecionar matematica, fisica, alemao,
geografia e dar aula de educacao fisica - assim fez Weierstrass.

Por influéncia de seu professor universitario dirigiu-se para as inves-
tigacoes matematicas, dedicando-se ao estudo de funcées eliticas e seu pri-
meiro trabalho foi submetido em 1848. Deste modo foi descoberto no
interior da Alemanha como um matematico criativo lhe sendo concedido
o titulo de Doutor Honoris Causa, pela Universidade de Konsberg. A se-
guir foi nomeado professor da Escola Politécnica de Berlim ingressando na
Academia de Ciéncias da Alemanha. Dedicava-se ao ensino e a pesquisa
como o0 mesmo entusiasmo. Entre seus alunos destacam-se Mittag Lefler e
Sofia Kowalevsky.

A contribuicao de Weierstrass & analise matemaética foi substancial. Al-
gumas com consequéncias profundas no século seguinte, como o teorema de
Stone-Weierstrass. E nitida a influéncia de Bolzano nos resultados iniciais

sobre andlise matematica de Weierstrass. O



Capitulo 4
Limite e Continuidade

4.1 Limite de uma Funcao Real

Considere-se uma fungao f : C — R, sendo C' um subconjunto de R.
Pretende-se estudar o comportamento de f em um ponto xg. O conjunto C
pode ser um intervalo (a, b), ou uma semi-reta (a, o) ou qualquer conjunto
nao limitado, como no caso das sucessoes, quando C' = N. Para estudar
o comportamento de f em x(, ndo importa o valor de f em x(, mas sim
seus valores nos pontos “préximos” de xg. Por esta razao exige-se que xg
seja tal que em cada vizinhanca de x( existam pontos de C' diferentes de
Tg, isto é, exige-se que x( seja um ponto de acumulacao de C'. Entao, para

cada V' (z9), vizinhaga de x¢, hd pontos de C distintos de xy.
Exemplo 4.1 - (Funcoes Reais)

e Seja C =R e f(z) = |z|, denominada médulo de z.

e Seja C =R — {0} com f(z) = %, denominada sinal de x e denotada

por sigz.
e Seja C o conjunto dos irracionais de (0,1) e f(x) =1, para z € C.
e Seja C =(0,1) e x:(0,1) — R definida por

1 para x racional,

x(z) =

0 para x irracional.

65
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Esta funcao é chamada de funcao caracteristica dos racionais de (0,1), ou
fungao de Dirichlet (1887). Note que em vez de (0, 1) poder-se-ia considerar

um subconjunto X C R e a fungao x(z) definida do mesmo modo.
e Seja C' = (—2,+2) e f(x) = parte inteira de z, denotada por [z].
e Seja C = (0,10) e f(z) =z — [z] ou f(z) = (z — [z])V/2.

o C={reR; z>0}e f(z) =sen(l/x). Esta fungdo merece um estudo
mais cuidadoso, pois servird de exemplo, em diversos casos, no decorrer
desta se¢ao. Note que —1 < sen(1/x) < +1. Além disso,

1 1 1 T 4ok 1
sen— = se — = — T oou Xp=-—"—,
T T 2 k 5+ 2km
e
1 1 3 1
sen—=—1 se —=—+2rmr ou =z, = T
x Ty 2 o+ 2rm

Quando r e k € N crescem, os pontos zj e z,, onde sen(1/x), toma os
valores +1 e —1 se aproximam, de modo que |z, — x| < € para cada € > 0.
Assim, quando x se aproxima de zero a funcao f(x) = sen(1/x) oscila entre
+1e-1.

o Seja C ={zr €R; = >0} e f(z) = zsen(l/x). De modo andlogo ao
caso anterior tem-se xsen(1/z) < z. Logo, quando x se aproxima de zero,

entdo xsen(1l/z) também se aproxima de zero.

e SejaC ={z eR; x>0} e f(x) = (senx)/x. Mostra-se que quando
x se aproxima de zero entao f(x) = (senz)/x se aproxima de 1, mas a
fungao nao esta definida em z = 0.

Os exemplos anteriores fazem sentido também quando x < 0.

Definicao 4.1 - Considere C = (a,b) um intervalo, f : (a,b) = R e
a < xg < b. Diz-se que L € limite de f no ponto xy quando para cada
e > 0, existe 0 = (e, xg) positivo, tal que |f(x) — L| < e para todo
0< ]a: — LE()’ < 0.

Note que 0 < |z — xgl, isto é, no caso geral nao se tem =z = x,

ou seja, f nao estd necessariamente definida em xg, como, por exemplo,

f(x) = (senz)/x.
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Uma consequéncia simples da definigao de limite é que se (z;,) for uma
sucessao convergente para zg, entao (f(x,)) converge para L.
A seguir, define-se a nocao de limite no caso em que C' é um conjunto

de nimeros reais e xg ¢ um ponto de acumulacao de C.

Definicao 4.2 - Diz-se que L € limite de f, no ponto ponto de acumulacao
xg, de C, quando para cada € > 0, existe uma vizinhanga, V(zg), tal que
|f(x) — L| < ¢, para todo ponto x € [Ve(xg) — {xo}] N C.
Nas Definigoes, 4.1 e 4.2, adota-se a seguinte notacao para o limite:
L= lim f(z).
T—rT0

Proposicao 4.1 - (Unicidade do Limite) Se L é limite de f, em xg, entao
L é unico.

Demonstragao: De fato, suponha que existam dois limites, para f, em

x0, denotado por L e L'. Entao, para cada ¢ > 0
f@)-Li<3 e [f@)-Ll<j

para 0 < |z —zg| <0 e 0 < |x — 20| < ¢'. Logo, para cada €, tem-se

€

2

:67

L= L) < |f(@) = LI+ |f(@) ~ | < 5 +

para 0 < |z — zo| < min{d,d’}. Portanto, L = L.
As operagoes aritméticas de adicao e multiplicacao se estendem ao limi-
te. Consequentemente, quando os limites existem, obtém-se:

lim (f+¢g)= lim f=+ lim ¢g; lim (fg)= lim f- lim g.

T—T0 T—T0 T—T0 T—xT0 T—T0 T—xT0

Se f(x) #0e mli,H% f(x) # 0, entao

lim = 1

ww f(@) | m (@)

T—rT0

H&a funcbes que nao possuem limite no ponto xp, mas possuem limites

quando z se aproxima de xg, pela esquerda e quando = se aproxima de
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xg, pela direita, ou seja, existem os limites laterais. Deste modo, obtém-se

com € e 0:

o |f(z)—L|<e sexy<z<xp+ 0, e escreve-se, lim+ fx);
ZE—):EO

o [f(x)— L| <e sexg—0 <z <mp, e escreve-se, lim f(x).
I—)ZEO

Exemplo 4.2 - Seja f(z) = |z|/x, para = # 0. Entao,
S S =t i =

Proposigao 4.2 - Uma condicao necesséria e suficiente para que f possua

limite em xg € que os limites laterais sejam iguais.

Demonstracao: (Condi¢ao Suficiente)- Suponha que

lim f(z)= lim f(z)=L.

=T m—)war
Entao, para cada e > 0, existem d; e dy, tais que |f(z) — L| < ¢, para
xo— 0 < = < zg e |f(x) — Ll < ¢ para 29 < = < w9 + d2. Se

d = min{dq, d2} valem as duas desigualdades, ou seja,
|f(z)—L| <e para zp—d<z<zp+d ou 0<|z—uz9 <0.

Provando que L é o limite de f em xg.

(Condi¢ao Necessaria)- Se |f(x) — L| < €, para 0 < |z — x¢| < J vale

também nos intervalos laterais.

Definicao 4.3 - Diz-se que a fungao f : C' — R € crescente, quando
f(&) < f(n), para todo £, n € C, com { < n, e f é decrescente se,

f(&) = f(n), para todo &, n € C, com § <.

Observagao 4.1 - (1) Demonstra-se que se f : C' — R é uma funcao,
crescente e limitada, entdo f possui um limite, a esquerda, em cada ponto
de acumulagao, xg € C. Andlogamente demonstra-se que se f : C' — R
¢é funcao, decrescente e limitada, entdo f possui um limite, a direita, em

todo ponto de acumulacao, xg € C.
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(2) Sejam, f : C — R uma fungdo e xg um ponto de acumulagao de C.
Entao, f pode nao ter limite em xzg, mas ela tem valor aderente, em xg,

conforme defini¢ao a seguir:

Definicao 4.4 - Diz-se que L € um valor aderente de f em xg, quando

existe uma sucessao (z,) convergente para xg e (f(z,)) converge para L.

Exemplo 4.3 - Seja f(z) = sen(1/x), para x > 0. Esta fun¢ao nao possui
limite em xy = 0. Entretanto, prova-se que L = 1 é um valor aderente de

f(z) em xg = 0. De fato, tem-se que

1 T
sen— =1 para — = — + 2n7.
Ty Ty 2

Dal, z, = 1/((7/2) + 2nm7). Logo, z, — 0 e f(zy) =sen(l/x,) — 1.

Exercicio 4.1 - Mostre que os pontos do intervalo [—1,+1] sdo valores

aderentes de f(z) =sen(1/x), para = > 0.

4.2 Continuidade

De modo anilogo ao que foi demonstrado para sucessoes, monstra-se
que, se f : (a,b) — R possuir limite em z(, entdo f é limitada em uma
vizinhanca de . Isto equivale a dizer que | f(x)| < K paratodo z € V(o).

Considere a funcao f(z) = 1/|z|, x # 0, z € R. Ela nao é limitada
em toda vizinhanca de zg = 0. De fato, qualquer que seja k > 0, existe
uma vizinhanca de xg tal que f(x) > k, nesta vizinhanga. Diz-se entao
que gch—>nmlo f(z) = 4+00. De forma similar define-se wli_}ngo f(z) = —oc.

No caso das sucessoes o conjunto N é nao limitado e sem pontos de
acumulacao. Por isto, deseja-se saber como se comporta uma sucessao,
quando n é “muito grande”, n > ng, qualquer que seja ng ou n tendendo
para infinito. No caso geral de fungoes tem-se o problema analogo. Por
exemplo, suponha C' = (0,00) a semi-reta e f : C — R. Portanto, diz-se
que L é o limite da f quando x tende para o infinto, quando para cada
€ > 0 existe k. > 0, tal que |f(z) — L| < ¢, para todo = > k.. Escreve-se,
lim f(z)= L.

T—r00
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De modo andlogo, quando C = (—00,0) define-se o limite quando
x — —oo. Mais geralmente, define-se o caso z — oo e f(x) — =+oo.
Por exemplo, se f(z) = (2z +1)/(z — 1), entao xlg)go f(z)=2.

Quando o lim f(x) =L, com L € R, diz-se que f € convergente para

T—x0
L, em xg.

Teorema 4.1 - (Teorema de Cauchy)  Sejam f : (a,b) — R e
a < xg < b. Uma condicao necessaria e suficiente para que f possua

limite no ponto zy é que, para cada e > 0, exista § = d(e, xg), tal que
|f(x) = f(a')] <e

para todo par de pontos z,z’ de (a,b), tais que 0 < |z — 29| < J e

0< ]w’—xo\ < 4.

Demonstracao: (Condi¢cao Necessdria)- Suponha que existe o limite, L,

de f, em xg. Resulta que, para cada € > 0, existe § = d(e, ), tal que

\f(x)—L\<§, para todo 0 < |z —xg| <o

Seja agora ' € (a,b) tal que 0 < |2/ — xo| < §. J& que L é o limite,
obtém-se |f(z') — L| < ¢/2. Portanto,

€
2

=€

€
(@) = f@)] < |f(2) = LI+ |f (@) = L] < 5 +
para todo z, 2’ tais que 0 < |z — xo| < d e 0 < |2/ — zo| < §.

(Condig¢ao Suficiente)- Deve-se provar que se f satisfaz a condi¢ao de Cau-
chy em xg, entdo f possui limite em xg. De fato, seja (x,) uma sucessao
de (a,b) convergente para zy. A sucessao de numeros reais (f(z,)) é uma
sucessao de Cauchy, porque f, por hipdtese, satisfaz a condicao de Cauchy
e (z,) converge para . Logo, pelo teorema de Cauchy para sucessoes,
conclui-se que (f(xy)) é convergente para um ntmero real L. Resta mos-
trar que f possui limite L em xy. De fato, da condicao de Cauchy para f,

obtém-se

, para 0<|z—xo| <9, |z,—mo <.

N ™
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Portanto,
€ €
£(@) = LI < 1£(2) = F@n)| + 7o) — L < §+ &
para 0 < |z — x| < e 0 < |z, — 29| < 0, provando que lim f(x) = L.

T—xT0
Considere a fungao f(z) = senz/x, sabe-se que senz < z < tg z,

:67

ou ainda, 1 < z/senz < 1/cosz, quando o arco z é medido em radia-
nos. Entdo, obtém-se cos ¢ < senz/x < 1 e quando x — 0 vem que
lin%sen x/x = 1. Assim, a fungdo f(x) = senz/x nao estd definida em
T—r

xg = 0, mas possui um limite igual a um, neste ponto.

Agora, considere outra funcéo h definida por:

sen
se z#0,

1 se x=0.

h(z) =

Tem-se que, il—>mo h(z) = h(0) = 1, logo, diferentemente de f, a funcao h
estéd definida em xy = 0 com valor funcional igual ao seu limite. Portanto,
h é continua.
Definigao 4.5 - Diz-se que uma funcao f : (a,b) — R, é continua, em
xo € (a,b), se f estd definida em zg e xli_)nggof(:n) = f(x0).

Diz-se, portanto, que f : (a,b) — R é continua, em xg € (a,b), quando
para cada € > 0, existe 0 = d(€,zg), tal que |f(x) — f(zo)| < €, para todo
|z — zo| < 4.

Observagao 4.2 - A fungao h, acima definida, é continua em xg = 0.
Definigao 4.6 - Diz-se que f : (a,b) — R é continua, em (a,b), se f é
continua em todo ponto de (a,b).

Definicao 4.7 - Diz-se que f : (a,b) — R é limitada, quando existe um
nimero, M > 0, tal que |f(z)| < M, para todo = € (a,b).

Proposicao 4.3 - Se f é continua no intervalo fechado [a, b], entao ela é
limitada em [a, b].

Demonstracgao: Suponha f continua em a. Logo, |f(x) — f(a)| < €, para

todo a < x < a + §y. Fazendo € = 1 tem-se

[f @) = [f(@)] < [If ()] = [f(a)l| < |f(z) = fla)] <1,
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para a < z < a+ dy. Dal, |f(z)| < f(a) + 1, para a < z < a + Jy. Assim,
o conjunto {c € (a,b); f é limitada em a < 2 < ¢} é nao vazio e limitado
em R. Logo, este conjunto possui um supremo cy, isto é, [a, cg] é o maior
intervalo contido em [a,b] no qual f é limitada. Se ¢g = b o teorema esté
demonstrado. Por contradi¢ao supoe-se que a < ¢y < b (¢g # b). De fato,
sendo f continua em c¢g, pelo mesmo argumento usado anteriormente, f é
limitada em [cg, co 4 do], isto é, em [a, ¢y + dgl, 0 que é uma contradigao ja
que [a, ¢g] era o maior intervalo. Logo ¢y = b.

De modo anélogo ao caso de um intervalo, define-se continuidade de
f :C — R quando C for um conjunto e xg um ponto de acumulagao de
C'. Portanto, L é o limite de f em z(, ponto de acumulacao de C, quando

para cada € > 0 existe uma vizinhanga V,(z¢) tal que
|f(z) — f(xo)] <€ para todo =z € Vi(xg)NC.

Compare com o caso do intervalo. Diz-se que f é continua em C, quando
f € continua em todos os pontos de acumulacao de C, pertencentes a C. O
conjunto dos pontos de acumulacao de C' denomina-se o conjunto derivado
de C, representado por C’, como j4 foi definido. Com esta notacao diz-se

que f é continua em C quando ela for continua em C' N C".

4.2.1 Propriedades das Fungoes Continuas
A seguir, serdo consideradas as funcoes reais definidas em intervalos da

reta real R.

Teorema 4.2 - Seja f : [a,b] — R uma fungao continua no intervalo

fechado [a,b]. Sao validas as seguintes assergoes:
(1) f é limitada em [a, b];
(2) existem &, 1, em [a,b], onde f assume o supremo e o infimo, respec-

tivamente.

Demonstragao: Para demonstrar a parte (1) veja a Proposigao 4.3; con-
tudo, sera apresentada aqui outra demonstragao usando raciocinio de con-

tradigao. De fato, suponha que f é continua no intervalo fechado [a, b] mas
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nao ¢ limitada. Dai resulta que existe uma sucessao de pontos (x,) em
[a,b] tal que f(z,) > n, para todo n € N. Sendo a < z,, < b a sucessao
() é limitada. Pelo teorema, de Bolzano-Weierstrass, (z,) possui uma
subsucessao, (xg, ), convergente para xo € [a,b]. J& que (z,) é uma sub-
sucessao de (zp,) tem-se f(zg,) > k, > n, para todo n € N, pois f nao
é limitada por hipdtese. Isto ndo pode acontecer (contradicao!), porque
sendo f continua e (xg, ) convergente obtém-se nh_)n(f)lo fzg,) = f(xo).

Passa-se agora para a demonstragao da parte (2). Do item (1) tem-
se que o conjunto de nimeros reais C' = {f(z); a < z < b} é limitado.
Portanto, pelo teorema do supremo o conjunto C' possui um inico supremo
S, ou seja, S = supC. Pela propriedade (S2’) do supremo, tem-se, dado
€ > 0, existe 2’ € [a,b], tal que

S—e< f(a') <S.

Logo, para n € N, existe x,, € [a,b], tal que S —1/n < f(x,) < S. A
sucessao (uy) é limitada. Entao pelo teorema de Bolzano-Weierstrass (u,)
possui uma sub-sucessao (zy, ) convergente para £ € [a,b] e, em particular,

S—ki<f(xkn) <S.

Quando n — oo, resulta pela continuidade da f, que f(§) = S. Portanto,
hd um ponto £ € [a,b] onde a f assume o supremo. Assim, f assume
um maximo em [a,b]. De modo semelhante demonstra-se que existe um
n € la,b] tal que f(n) é o infimo de f em [a, b].

Escélio - Se f é continua em um intervalo fechado [a, b], entao ela assume
um méaximo e um minimo em pontos de [a, b].

Teorema 4.3 - Seja f : [a,b] — R uma fungao continua no intervalo
fechado [a,b]. Entao, para todo n, com f(a) < n < f(b), existe a < £ < b,
tal que n = f(&).

Demonstracgao: Para fixar idéias, suponha que f(a) < f(b) e seja z1 o

ponto médio do intervalo [a, b]. Entao, estando n entre f(a) e f(b) tem-se
que n pertence [f(a), f(x1)] ou [f(z1), f(b)]. Suponha quen € [f(a), f(z1)].



74 CAPITULO 4. LIMITE E CONTINUIDADE

Logo, existe um intervalo [a1,b1] C [a,b], de amplitude igual a (b —a)/2,
tal que n € [f(a1), f(b1)]. Do mesmo modo, toma-se o ponto médio de
[a1,b1] e constréi-se [ag, by] contido em [ay, by], cuja amplitude é igual a
(by —a1)/2 = (b—a)/2? tal que 1 € [f(az2), f(b2)]. O processo construtivo

continua e se obtém uma sucessao

[a,b] 2 [al,bl] 2 [ag,bQ] 2 2 [an,bn] 2

b—a

tal que b, — a, = e n estd entre f(a,) e f(b,) para todo n € N.

Assim, ficam construidas as classes de niimeros reais

a<amy <@ <...<a,<... e b>by>by>...>2b,> ...

)

que sdo contiguas. Logo, definem um real £ tal que a, < £ < b, para todo

n € N. Dai, tem-se
E—ap,<b,—a,=(0b-a)/2" e b,—&<b,—a,=(b—a)/2".

Deseja-se provar que f(§) = n. Assim, dado n entre f(a) e f(b) existe &
entre a e b tal que f(§) =n. De fato, f(a,) <n < f(by,), por construgao,

para todo n € N. Devido a continuidade da funcao f, obtém-se

b—a
g_anébn_anZZ—n
—a

2TL

= [f(§) = flan)| <,
= [f(bn) = f(E)] <e.

bn_ggbn_an:b
Logo,

1f(&) —nl < [f(€) = flan) + [f(bn) —nl <e+|f(bn) — f(an)|
< e+ |f(bn) = FEOI+f(E) — flan)| <3¢ Ve>0,

ou seja, f(£) = 1.

Corolario 4.1 - Se f é uma funcao continua em um intervalo fechado

[a,b], entdo f assume todos os valores entre seu minimo e seu maximo em

[a, b].
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Demonstragao: De fato, demonstrou-se que no caso de continuidade em
intervalo fechado existe o e 5 em [a, b], tais que f(«) e f(/3) sao infimo e
supremo de f em [a,b], respectivamente, isto é, f(a) é o minimo e f(3)
é o maximo. Repete-se o argumento usado na demonstracao do Teorema

4.3 com a, B, f(a) e f(5).
Teorema 4.4 - (Teorema de Rolle (1652-1719)) Seja f : [a,b0] — R

uma funcdo continua no intervalo fechado [a,b] e f(a), f(b) com sinais

contrarios. Entao, existe { em [a, b] tal que f(§) = 0.

Demonstragao: Novamente serd feita a demonstragao reduzindo-se a um
par de classes contiguas. Para isto repete-se o argumento usado no Te-
orema 4.3. Seja z1 o ponto médio de [a,b], sendo f(a) e f(b) de sinais
contrarios. Se f(z1) = 0 nada a demonstrar. Se f(z1) # 0 obtém-se os
intervalos [a, z1] e [z1,b] onde f é continua e representa-se um destes inter-
valos por [a1,b1] onde f(a1) e f(b1) possuem sinais contrarios. Seja x3 0
ponto médio de [a1,b1] e se f(z2) = 0 nada resta a mostrar. Suponha que
f(z2) # 0 e seja [ag, be] um dos intervalos [a1,x2] ou [x2,b1] onde f(ag) e
f(b2) possuem sinais contrarios. Continua-se o processo indefinidamente.

Assim, encontra-se a sucessao de intervalos
[a,b] D [a1,b1] D [az,b2] D ... D [an,by] D ...

onde f possui sinais contrarios nos extremos dos intervalos. Obtém-se,

deste modo, as classes contiguas:

a<a1 << ...<ap,<... e b>by>by>...>b,>....

Seja £ o numero real por elas definido. Resulta que

. . b—a
3 (b~ an) = Jin o =0

e as sucessoes (ap) e (b,) convergem para £. Sendo f continua em [a,b]
resulta, com € e §, que 0 = lim (b, — a,). Por outro argumento, sendo
n—oo

f(ayp) e f(b,) de sinais contrérios, suponha para fixar idéia, que f(a,)
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negativo e f(by,) positivo. Logo, sendo (f(b,)) convergente para £ resulta
que £ > 0 e (—f(ayn)) converge para £. Portanto,

0= lim [f(by) — f(an)] = 2£(¢),

n—oo

implicando em f(§) = 0.

4.2.2 Continuidade Uniforme

Quando se estudou a continuidade de uma funcdo em um ponto zg
foi visto que: para cada € > 0, existia um 0 = (e, z9) > 0, tal que
|f(x)— f(xo)| < €, para todo = € (a,b) tal que |x —xg| < J; dizia-se, entao,
que f é continua em (a,b) quando fosse em cada ponto zy € (a,b). As
fungbes continuas para as quais fixado € > 0 o § depende apenas de € e
nao de g, quando z( varia em (a, b), formam uma classe menor de funcoes

caracterizadas pela seguinte definigao.

Definicao 4.8 - Seja f : (a,b) — R. Diz-se que f ¢ uniformemente
continua em (a,b) quando, para cada € > 0, existe 6 = d(e) > 0 tal
que |f(x1) — f(x2)| < €, para todo par de pontos x1, o de (a,b). com
|z1 — za] < 9.

Assim, enquanto a continuidade é uma nocao local a continuidade uni-
forme é global, isto é, diz respeito ao intervalo total (a,b). E claro que
se uma fungao for uniformemente continua em (a,b) ela serd continua em
(a,b). Entretanto, ha fungoes continuas em (a,b) que nao sao uniforme-
mente continuas. Veja a seguir o estudo da funcao f(z) = 1/x em (0,1),
a qual é continua em (0,1) mas nao é uniformemente continua. Observe
também o Teorema 4.5 que estabelece uma condicao para que uma funcao

continua seja uniformemente continua.

Exemplos 4.5 - (i) Seja f: (0,1) — R definida por f(z) = 2. Sejam ¢,
71 dois pontos quaisquer de (0,1). Entao,

12 —n?| = €% — &n+ &n — 7P|
§1€ —nl +nl§ —nl <2/ -7l

£ (&) = F(n)]

IN
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Dado € > 0, qualquer, § = €¢/2 é tal que |f(§) — f(n)| < €, sempre que

2

|€ —n| < 6. Tem-se entdo que f(zr) = x* é uniformemente continua em

(0,1).
(ii) Seja f : (0,1) — R definida por f(x) = 1/z. Esta funcdo nao é

limitada em (0,1) mas é continua. Seu comportamento, no que concerne
a relac@o entre € e d, é visto como se segue. De fato, seja & € (0,1), um

ponto qualquer. Para x € (0,1), tem-se

I Ny

7@ =7l = |5 g ="
Dado ¢ > 0, calcula-se § > 0, tal que, para todo |z — &| < J, tenha-
se |f(x) — f(&)] < e. Portanto, sendo £ — 0 < z < & + ¢, considera-se

§=6(e,&) = e£2 /2. Logo,

S S o §
x>£—5—£—2—2(2 e£)>2.
Consequentemente,
1 &1
<)

Portanto, para todo |z — €| < €£2/2, tem-se |f(z) — f(£)| < €, provando
que f é continua em cada ponto de (0,1). Prova-se a seguir que f nao é
uniformemente continua em (0, 1). E suficiente mostrar que, dado € > 0,
existem, § > 0 e pontos z e £ com |z — &| < 4, tais que |f(z) — f(§)] > €.
Para tal, considere 0 <e<le E=dcomz=§+5=20 e 0<0<1/2.
Obtém-se, portanto, que &, x € (0,1) e

7@~ £©) = |55 — 5| = 55 > 1>«

pois, por construgao, 0 < 6 < 1/2 e 2§ < 1. Logo, f nao é uniformemente

continua em (0,1)

(iii) De modo geral, dado e = 1 e (d,) uma sucessao de termos positivos,

convergente para zero, tem-se (a,) e (b, ), sucessoes de (0,1), tais que

1 1

>1, para todo |b, — an| < 0p.
b, an
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De fato, para n € N considere 0 < §, < 1/2". Define-se a,, = 0, e
b, = ap, + 9, = 20,,. Resulta que

1

1 1
— = = > >1
bn Ay, 25n

:(Ln__

1
20. On,

Teorema 4.5- (Teorema de Heine (1821-1881) -Cantor (1845-1918)) Se
f :[a,b] = R é uma fungao continua no intervalo fechado [a,b], entao f é

uniformente continua em [a, b].

Demonstragao: Por contradigdo. Suponha f continua no intervalo fecha-
do [a,b], mas nao uniformente continua. Entao, como visto no Exemplo
4.5, item 3, dado € > 0, tal que, para § > 0, existem pontos z, £ € [a, ],
tais que |f(z) — f(§)] > €, para |z — £| < d. De fato, considere ¢ = 1 e
(65) uma sucessao 6, > 0, convergente para zero sendo |b, — a,| < 0,
e |f(bn) — f(an)| > 1, para todo n € N. As sucessoes (an) e (b,) sao
limitadas pois pertencem ao intervalo [a,b]. Pelo teorema de Bolzano-
Weirstrass existem sub-sucessoes (ay, ) € (bg, ) convergentes. Suponha que

(ak, ) convirja para ¢ € [a,b]. Dai,
bk, — ¢l < [bk,, = @k, | + |ag, — | < Ok, + |ag, —¢|-
Assim, (by,, ), também, converge para c. Sendo f continua em [a,b] tem-se

lim f(bg,) = f(c) e lim f(ax,) = f(c).

n—o0 n—oo

Consequentemente,

lim [f(bg,) — f(ax,)] =0,

n—oo
o que é contraditério, ja que |f(bg,) — f(ak,)| > 1, para todo n € N.

Observagao 4.3 - O Teorema de Heine-Cantor é ainda valido
substituindo o intervalo fechado [a,b] por um conjunto C' C R, limitado e

fechado, isto é, por um conjunto compacto de R.



Capitulo 5

Derivada

Inicia~se com a no¢ao de derivada de uma funcao, f, definida em (a,b),
com valores em R, idealizada por Newton (1643-1727) e Leibniz (1646-
1716). Esta nocao baseia-se no conceito de limite de uma fungdo em um
ponto. Portanto, a derivada de Newton-Leibniz é uma nocgao local.

Considere uma fungao f: (a,b) - R e seja a < £ < b. A fungao

pela) = D218y (5.1

é bem definida em (a,b), menos no ponto £&. Quando ¢¢ possui limite no
ponto &, este limite denomina-se a derivada de f no ponto &.

Representa-se a derivada de f em £ por:

df (€)

Assim, tem-se
af . _ .o flx) = f©)
%(5) N :}:1—>m£ r—§

Interpretacao Geométrica - Na figura 5.1, a seguir, estd representado

o grafico da funcao f : (a,b) — R.

79
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Tem-se os seguintes objetos do grafico:

P=((f©Q), @=(z,f(z), PH=2-§ e QH = f(z) - f(§).
Considere o triangulo PHQ e observe que se « for o angulo em P entao

f(@) = f(§)
x—§&

Quando f é derivéavel em ¢ o limite de p¢(x) no ponto &, isto é, a derivada

tga =

1'(€) serd tg 0, sendo 6 o angulo da reta tangente ao arco AB no ponto P

com a direcao positiva do eixo das abcissas x

Definig¢ao 5.1 - Diz-se que f : (a,b) — R € derivdvel em (a,b) quando f

é derivéavel em cada ponto & em (a,b).

Proposicao 5.1 - Se f : (a,b) — R é derivavel em a < £ < b, entao f é

continua em &.

Demonstragao: De fato, tem-se

ey 1) = 1)
7 =1 o

x—¢ T —
Logo, para cada € > 0, existe 0 = d(¢,&) > 0, tal que

f(x) = £

P — f(©)] < paratodo 0 < |z —&| < 4.
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Dai, obtém-se |f(z) — f(§) — (z — &) f'(§)| < €|z — &|. Note que, se a e 3

sdo nlimeros reais, entio
o = 18] < llal = 18]] < | — B1.
Logo, fazendo o = f(z) — f(£) e B = (x — &) '(€), resulta
[f(@) = fE) = lo =&l (€ < | f(z) = f(§) = (z = O F(&)] < elz —¢&|.

Portanto,
/(@) = F©I < (e +1/(©)) e =&
Assim, para cada € > 0, considera-se

€

e+ [N
Dal, resulta que |f(z) — f(£)] < €, desde que |z — £| < d. Provando, deste

5= 5(c,€) =

modo, que f é continua em &.
A reciproca da Proposicdo 5.1 é falsa. Em geral, continuidade néao

implica em derivabilidade.
Exemplos 5.1 - (i) Seja f(z) = |z|, z € Re £ = 0. E claro que f é uma

func¢ao continua em & = 0, mas nao é derivavel neste ponto. De fato,
|z|

limwzlim—:

r—E& xTr — f =€ T

+1 sex >0,
-1 sex <0,

nao existindo o limite em & = 0.

(ii) Para = € R considere

1
rsen - sex >0
x) = @ ’
/(@) 0 se x =0,
entao 0
lim o) = 7(0) = lim sen(1/x)
z—0 €T xz—0

e sen(1/x) nao possui limite em £ = 0, embora a funcdo f seja continua

neste ponto.
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(iii) Da interpretagao geométrica da derivada de f em & deduz-se que,
dada uma curva, a existéncia da tangente em um ponto da curva, estd
vinculada a existéncia da derivada. A seguir, menciona-se uma construcao
que conduz, intuitivamente, a uma curva continua sem tangente em ponto
algum. De fato, considere o segmento de reta de extremos A e B. Divida
este segmento em trés partes iguais por meio dos pontos C' e D. Retire
o segmento C'D e construa o tridangulo equilatero CM D. Esta curva é
continua mas nao possui tangente nos pontos C', M e D. Repita o mesmo
processo com os segmentos AC,CM,MD e DB. Obtém-se uma curva
continua sem tangentes nos 15 vértices da poligonal. Continuando ad in-
finitum encontra-se uma curva continua sem tangente em ponto algum.

Esta curva é conhecida como a curva de Von Kock, 1906.
(iv) Para z em R, considere

xzsen% se x > 0,

fz) =

0 se x=0.

Esta funcao é continua para x > 0, derivavel em £ = 0 e sua derivada é

Zero.

(v) O exemplo notével de Weierstrass de uma fungao continua sem deri-

vada em ponto algum envolve uma série de funcoes, a saber, a funcao
o0
flx) = Z b" cos(a"mx)
n=0

com 0 < b < 1, a impar e ab < 1+ 37/2. Nestas condigoes, f é continua
por ser uma série de funcgoes continuas, uniformente convergente em um
intervalo de R, porém, nao derivavel em todos os pontos deste intervalo

(veja Parte 2 , Complemento 64).

Derivadas Laterais - Existem casos em que ¢¢ nao possui limite em &,
mas possui limites laterais. Dai, define-se as derivadas laterais em &, do

seguinte modo:
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f(@) = f(&)
x—§&

Observa-se que, quando estas derivadas forem iguais, a fungao f sera

e Derivada a Esquerda de & f/ (&) = linén
T—E

derivavel em &.

Exemplo 5.2 - A fungao do Exemplo 5.1 (i) nao possui derivada em & = 0.

Calculando-se os limites laterais conclui-se que f} (0) = +1 e f(0) = —1.

Derivada da Fungao Inversa - Considere f : (a,b) — R e sua inversa
fl:i(c,d) 2R Sejac<n<de €€ (ab) tal que n = f(£). Se f é
derivével em & com f'(¢) # 0 resulta que f~! é derivavel em 7 e
df ~! 1
TR
dx

Exemplo 5.3 - Considere f(z) = x?, com # > 0. Entdo sua inversa

) = +4/¥ possui derivada em 7 = f({) dada por

df ! () = 11 1
dy T TR
dx
Derivada da Funcao Composta - Considerando as fungoes

f:(a,b) = (¢,d) e g: (a,) = R, com (a,5) C (c,d), entao escreve-
se h=go f,com h: (a,b) — R, e definida por h(z) = g (f(x)). Supoe-se
que todo y € (¢,d) é do tipo y = f(z). A funcdo h = go f, assim definida,

denomina-se a composta de f com g.

Exemplo 5.4 - Considere f(z) = /z, com 0 < z < 4. Sejam
(a,b) = (0,4) e (¢,d) = (0,2). Seja, também, g : (0,2) — R, definida
por g(y) = y*. Portanto, a composicdo h = go f, h: (0,4) — R é definida
por h(z) = g (f(x)) = [Va]' = 22,

Quando f : (a,b) — (c,d) e g : (¢,d) — R forem deriviveis em
a<&<bec<n<d n= f(),a fungao composta h = go f serd
derivavel em &, e obtém-se

dh dig(f(@))] . _ dg

df
@(5) = &) = dn -

(FE) ).
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A verificacao desta regra de derivacao para a funcao composta carece de

certo cuidado. De fato, deve-se considerar o produto

9(f(x)) —g(f(§) _ 9(f (=) = 9(f (&) f(x) = f(§)

r—£ flx) = f (&) r—¢

em uma vizinhanca de &, contida em (a,b), mas com z # £. Consulte a

definicao de derivada. Deve-se examinar, o produto acima, em funcao da
diferenca f(z) — f(£), quando z varia na vizinhanga de . Deste modo,

destacam-se os casos:

(a) Admita que exista uma vizinhanca de & onde f(x) — f(§) # 0 para
x # £ Entdo vale a regra de derivagao da fungao composta e, assim,

completa-se o raciocinio.

(b) Seja f(z) — f(&) = 0, em uma vizinhanga de . Dai, f(z) = f(&) e,

assim,
a
dx

dlg(f(x))]

(=0 -

(&) =0.

(c) Sejam V' e V" vizinhancas quaisquer de & onde f(z) — f(€) # 0 e
f(z) = f(§) = 0, respectivamente. Considerando as restrigoes f| , e f|v,,
recai-se nos dois casos anteriores. Sendo V = V' N V" conclui-se que a
regra de derivacao de fungdo composta h = g o f é vélida.

Escreve-se abreviadamente a derivada da funcao composta em qualquer

ponto, como
dg(f(x)) _ dg df
dx df dx’

Aplicando esta férmula ao Exemplo 5.4 encontra-se que i 2.
T

Derivada de Ordem Superior - Seja f : (a,b) — R derivédvel em todo
ponto & de (a,b). A derivada desta funcao, em qualquer ponto £ é a fungao
denotada por f’ e definida em (a,b) com valores em R. Andlogamente,
define-se a derivada segunda, ou seja, f , de f, e, de modo geral, a derivada
de ordem n € N, a qual representa-se por

n

/™, ou j—{ ou, D"f.
x
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Defini¢ao 5.2 - Seja f : (a,b) — R. Diz-se que £ € (a,b) é um ponto
de méaximo para f, quando existe uma vizinhanca V' = V(§) tal que
flx) < f(§), para todo x € V. De modo anélogo, diz-se que £ € (a,b)
é um ponto de minimo para f, quando existe uma vizinhanga V' (£), tal
que f(x) > f(£), para todo z € V. Se & é ponto de méximo de f, o
numero f(£) denomina-se o maximo local de f. Se £ é minimo de f, entdo
f(€) é o valor minimo local de f. Estes pontos s@o denominados pontos
extremos locais ou relativos de f, em (a,b).

As consideragoes feitas a seguir serdao sobre maximos e minimos re-

lativos.
Teorema 5.1 - Seja f derivavel em [a,b]. Entao
(i) Se a < £ < b, é um ponto extremo de f, entao f'(£) = 0.
(ii) Se a é um extremo de f, entdo
e fl(a) <0, sea for ponto de maximo;
e f'(a) >0, se a for ponto de minimo.
(iii) Se b é um extremo de f, entao
e f/(b) <0, se b for ponto de minimo;
e f'(b) >0, se b for ponto de méximo.

Demonstragao: Suponha que a < £ < b e £ um ponto de maximo.

Entao,
%g(g) <0, para z€ V() e z>&, ouseja f(£) <O0;
%g(g) >0, para s € V(£) e z <&, ouseja f(£)>0.

Sendo f derivavel em & e f (&) = fL(§) = f'(€), resulta f'(§) = 0. O
restante da demonstracao faz-se de modo anélogo.

Observagao 5.1 - Se f/(¢) = 0 ndo implica em f ter maximo, ou minimo,
em &. A funcdo f(x) = 23, para x € R, é tal que f'(0) = 0, mas 0 ndo é

ponto de maximo, nem de minimo de f.
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Teorema 5.2 -(Teorema de Rolle (1652-1719)) Se f : [a,b] — R é
continua em [a, b], derivavel em (a,b) e f(a) = f(b), entdo existe um ponto

¢ € (a,b) tal que f'(§) = 0.

Demonstragao: Se f : [a,b] — R é constante, tem-se f' = 0 e o teo-
rema estd demonstrado. Suponha f nao constante. Sendo f continua no
intervalo fechado [a,b], f atinge seu méximo e seu minimo em um ponto
¢ € (a,b), pois f(a) = f(b) e f nao é constante em [a,b]. Admitindo que

f tenha um méaximo, em &, é certo que, para § > 0,

%SO, para § <z <&+ 9;
MZO, para d—¢<ax <€
r—¢

Sendo f derivavel, ambos os limites das razdes acima sao iguais a derivada
de f em & logo f/(§) = 0. De modo andlogo demonstra-se o caso de
minimo.

O préximo resultado é conhecido como o teorema do valor intermedidrio
de Cauchy.

Teorema 5.3 - (Teorema de Cauchy (1789-1857)) Sejaf : [a,b] — R

continua e derivavel em (a,b). Entao existe a < £ < b tal que
f®) = fla) = (b - a)f'(§)-

Demonstracao: Considere o grafico de f em [a, b] e a corda com extremos
nos pontos A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)). Dado a < x < b o ponto
X = (z, f(x)) pertence ao gréfico de f. A perpendicular ao eixo dos x, no
ponto x, intercepta a corda AB, no ponto FE, e o gréafico no ponto X. A

medida do segmento X F é a funcao ¢ : [a,b] — R definida por

p) = flx) = fla) - =F———

Esta fungao é continua em [a, b], derivével em (a, b) e p(a) = ¢(b). Encontra-

se, portanto, nas condi¢oes do Teorema de Rolle. Consequentemente, existe
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€ € (a,b) tal que ¢'(§) = 0. Tem-se

d @)= () - 1O

que, calculada em z = &, resulta em f(b) — f(a) = (b —a)f'().

Teorema 5.4 - (Teorema de Lagrange (1736-1813)) Sejam as funcoes
fy g : [a,b] — R continuas, e derivaveis em (a,b), sendo g(a) # g(b) e
g #0 em (a,b). Entédo, existe £ € (a,b), tal que

[0) -~ f@) _ [1©)

9(b) —gla)  g'(&)

Demonstragao: A funcdo ¢ definida na demonstracdo do teorema do

valor intermediario de Cauchy é caso particular de

f(b) — f(a)

N . WYlr) —gla
o(6) — gla) )~ 9
quando se considera g(z) = x. A fungao v é continua em |a, b], derivavel
em (a,b) e ¥(a) = ¢ (b). Logo, pelo Teorema de Rolle existe, £ € (a,b), tal
que ¢'(£) = 0. Tem-se

P(x) = f(x) = f(a) —

f(b)_f(a) ,:E
90 —g(a)? )

que, calculada em z = £, prova o teorema, com ¢'(£) # 0.

U(z) = f'(x) -

Exemplos 5.4 - (i) Seja f(x) =senx, a = 7/6, b = /4. O teorema do

valor intermedidrio consiste em determinar £ € (7w/6,7/4) tal que

senz—senz—lcosf
4 6 12 '

Sendo cos(m/4) = v/2/2, sen(n/6) = 1/2, 7 ~ 3,142, /2 = 1,414. Resulta:
cos £ =0,791 ou £ =~ 7r/36 radianos.

(ii) Calcule € € (1,100) para f(x) = logypx. Tem-se & ~ 21,0632.

(iii) Considere f(x) = senz e g(z) = cos z, em [a,b], onde valem as
hipéteses do Teorema de Lagrange. Resulta que

senb — sena cos &

= =—coté a<€&<b.
cosb—cosa  —senf
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Obtém-se

a+b a+b
— ot (229 1 _ a0
—2sen( _“) sen(I’JrT“) €0 ( 2 ) 080, & 2

Proposigao 5.2 - Seja f : [a,b] — R continua, derivavel em (a,b).
(a) Se f >0 em (a,b), entao f é crescente;

(b) Se f' <0 em (a,b), entdo f é decrescente;

(c) Se f=0 em (a,b), entao f é constante.

Demonstracgao: E uma simples consequéncia do teorema do valor in-
termedidrio de Cauchy. De fato, para dois pontos a < x < y < b

o teorema do valor médio garante a existéncia de z < £ < y, tal que

fly) = f(@) = (y — 2)f'(£). Dai, resultam (a), (b) e (c).
5.1 Férmula de Taylor

O problema a resolver, em termos simples, consiste em aproximar uma
funcdo f em uma vizinhanga de um ponto por meio de um polinémio e
calcular o erro desta aproximagcao.

A questao inicial é saber a forma do polinémio a ser escolhido. Assim,
inicia-se considerando uma fungao f : [a,b] — R, continua com derivadas

de todas as ordens continuas em (a,b). Representa-se por

f/7 f”7 f’”?"'?f(n)7"'

as funcoes derivadas da fungao f em (a,b).
A titulo de motivagao considere [a, ] C (a,b). Do teorema do valor

intermediario de Cauchy obtém-se

f(B) = fla)=(B—a)f'(§) para a<&<p, (52)
isto 6, { = a+6(f—«a) com 0 < 0 < 1. Assim, f(f) é aproximado pelo

polinémio de grau um em («, ). Portanto, deseja-se determinar K uma

funcao de a e § tal que

£8) = fla) + 25

@)+



5.1. FORMULA DE TAYLOR 89

(B—a)"" oy
+ =) f () +
Note que na férmula de Cauchy (equagao (5.2)), K(«, ) = f'(§) sendo
E=a+0(8—a).

Seré feita a determinacao de K («, ) quando n = 3, para tornar simples

os céalculos. Assim, considere

1)~ () = T2 oy + P 0 P g, )
Isto posto, define-se a funcao
— X — X 2 " — X 3
o) = 1(8) — @)~ LD iy O gy O e )

Esta funcao é tal que ¢(a) = ¢(8) = 0. Note que f(8) — f(«), é derivavel.
Portanto, pelo teorema de Rolle, existe a < £ < 3 tal que ¢/'(£) = 0. Logo,

o) = 1)~ [P ) - 1)
B—a)? z B—a)
[y - g - a1 @] - L K (0,
ou ainda, )
(z) = & _2”5) (0, 8) 1" ().

Calculando ¢'(x) em = = £, obtém-se

_£)2 "
U [K0.8) - 17()] =0
Logo,
K (o, ) = £7(9).
e, deste modo,
_ —a)2 — a3,
18) = f(0) + = piay ¢ OO0 0 4 0l g
sendo { =a+0(f—a), 0<0 <1. O termo
—a)d .
Ry =T 008 - )

3!
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denomina-se resto e mede o erro na aproximacao de f(/3) pelo polindémio
de grau dois em 5 — a.

A argumentacdo feita acima vale para todo n € N, isto é, existe
a < &< B tal que

5 D )+ R(6), (5:3)

onde "
Rato 8) = L2y g
A expressao (5.3) denomina-se formula de Taylore R, (§) o resto da férmula.
A notacdo que segue ¢ mais adaptavel as aplicagoes. Considere
a =uzx9eff =x = x9+ h, pertencentes a (a,b), com h > 0. Assim a
expressao da férmula de Taylor, sendo 5 — a =  — xp, com x em uma

vizinhanga de xy contida em (a,b), é dada por

_ a2,
1) = o) + T2 gy ¢ EI gy 4
(x'_'x )n—l n—
) + Raf6),
onde o resto da féormula escreve-se
(x — )"

Ry (w0 + 0(x — x0)) = ™ (20 + 0(z — x0))

n!
e é denominado resto de Lagrange. Quando xy = 0, tem-se

$n—1

(n—1)!

2 n
F@) = FO) +TF0) + 50 ...+ FODO) + S5 (0a)

a qual é conhecida como férmula de MacLaurin.

Exemplos 5.4 - (i) A férmula de MacLaurin para f(z) = €*, com a € R,

é assim determinada:

1

fl(x) = ae™, ["(x) = a*e™, ..., [ (z) = a"e"”
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e
F0)=1, f(0)=a, £ (0)=d? ..., f™0) =a"
Logo,
a? a”
e“m:1+ax+§x2+...+—':nne“9w com 0<6<1.
! n!
Quando a = 1, tem-se
2 3 n
x _ r T b
e'=14x+ 2 —1—3! +...—|—n!e .

Se x = 1, obtém uma aproximacao para o nimero e

1 1 1 e?
=1+l —d ot ——— —. 5.4
R (P S (5.4)

Por meio da expressao (5.4), para o calculo aproximado de e, resulta que
este numero ¢ irracional. De fato, multiplicando ambos os membros por
(n —1)!, tem-se

0
e(n —1)! = inteiro + e—, 0<0<1.
n

Suponha que e seja um racional p/q com p, ¢ inteiros e ¢ # 0. Paran > ¢,
resulta que e(n — 1)! é um niimero inteiro, logo €?/n é um inteiro. Como
2 < e < 3, entdo para qualquer n > 3, obtém-se 0 < e’/n < 1. Assim,

tem-se numa contradicao. Portanto, e nao é racional.

(ii) A férmula de MacLaurin para f(z) = cos z é determinada como segue.

Inicialmente observe que

d"” nmw
——cosx =cos |z + — |,

dx™ 2
cuja demonstracao faz-se por indugao. De fato, para n = 1 tem-se
d T
%cosx = —senzx = Cos <x+ 5)
Suponha valida para n — 1, isto é,
dn—l

T
Jon COST = cos (m+(n— 1)5)
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Derivando uma vez mais resulta

dci—nncosx = %cos <x+(n—1)g) = —sen <x+(n—1)g)
T
= cos <x+n§)
Portanto, com f(z) = cos = tem-se
f0)y=1, f(0)=0, f(0)=-1, ..., f™(0) = cos n2_7r
Logo,
cosa::1—%2—%31—?—...—1—(—1)"%00893: para 0<6 <1.

(iii) Aplicagao da férmula de Taylor na determinacao de méximos e minimos.
Considere uma fungao continuamente derivével de todas as ordens em uma
vizinhanca de ¢£. Se f(")(€) for a primeira derivada néo nula, entdo sua

férmula de Taylor em uma vizinhanca de £ sera

F@)— 1) = T 40 s pr —¢)) para 0<0 <1,

7!

sendo f(") continua em &, entdo ela possui o sinal de f(), em uma vizi-

nhancga de £. Além disso, da continuidade resulta que
lim (€ +0(z = ) = f(©).

Portanto, se r é um numero par o sinal de f(z) — f(§) em uma vizinhanga

de £ tem o sinal de f <">(§). Consequentemente,
e ¢ é um ponto de minimo de f se, e somente se, f()(£) > 0;

e ¢ é um ponto de méximo de f se, e somente se, f(T) &) <.



Capitulo 6
Integral de Riemann

6.1 Introducao

Pensando-se sobre a nocao de integral como a area de uma figura
geométrica, pode-se dizer que ela antecedeu a nogao de derivada. De
fato, os gregos calculavam areas de figuras geométricas como poligonos
e circulos, e volumes de poliedros, esferas etc. Entretanto nao se pode
dizer que tal seja a nocao de integral como pensada nos dias de hoje. Com
Newton a integral aparece como a inversa da derivada. Para Leibniz a inte-
gral era vista como a medida de uma area. Pode-se afirmar que encontra-se
al o germe de uma teoria da integragao.

Considera-se uma funcdo f: [a,b] — R positiva. Esta nao é uma
hipdtese restritiva.

Sejam a < x < b e z = F(x) a drea da superficie plana situada abaixo

do gréfico de f. Observe os graficos nas Figuras 6.1 (a) e (b) a seguir.

93
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Ya o
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Figura 6.1 - Areas da superficie sob o grafico de f

O ponto fundamental é que a funcao f é a derivada de F, para todo
a < x < b. Dizse que F é uma primitiva de f, isto é, a drea da su-

perficie plana, abaixo do grafico da f, é uma primitiva de f. Escreve-se
F'(z) = f(x), paratodo a <ax <b.

Inicialmente serd vista a nogao intuitiva de integral. Em seguida formaliza-
se essa nocao tornando possivel apresentar uma demonstracao deste fato.
Observe que, z = F(r) é a area de a até x. Tomando o ponto
a<x+ Ax <b, a drea serd F(x + Az) e a diferenca

Az = F(z+ Azx) — F(x) (6.1)

serd a area da faixa escura da Figura 6.1 (a). Mas esta mesma drea pode

ser calculada aproximadamente, por f(x)Az. Tem-se, aproximadamente
Az = f(z)Ax, (6.2)

e quando Ax tende a zero, obtém-se de (6.1) e (6.2) que

dz
— = f(z) ou F'(x)= f(z).
2= @) () = f()
Esta foi a interpretacao geométrica dada por Newton.
Para Leibniz, ele considerou uma decomposigao do intervalo [a,b] em

subintervalos por meio dos pontos

a=r1 <1< 23< < Tp_1<Tp,=2>=
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e considerou a soma das dreas dos retangulos nos quais ficou decomposta

a superficie abaixo do grafico da f. Obtém-se
zn = f(z1)Az1 + f(22)Azo + - + f(20) A2y

sendo =, — z,—1 = Az, , a base do retangulo de altura f(z,). Portanto, a

area da faixa escura da Figura 6.1 (b) é
Zp T Zp—1 = f(xn)Axn

e quando Az, — 0 tem-se
dz

— = f(x).
5 = @)
Leibniz representa a soma z, dos retangulos quando Az,, — 0 pelo simbolo

/f(:n)d:n

denominada integral da fungdo f, segundo J. Bernoulli.
Posteriormente, para deixar claro o intervalo onde f estd definida, Fou-

rier (1822) adotou a notacao
b
/ () da. (6.3)
a
Quando nao fica explicito o intervalo [a, b] entao

/f(a:)da;

denota integral indefinida ou primitiva de f.
Se F for uma primitiva de f entdao F' + ¢, sendo ¢ constante, é também

primitiva de f. Considerando-se a primitiva
F(z) — F(a) = #, (6.4)

obtém-se em = = a a area nula, e em x = b a area abaixo do gréfico de f
no intervalo [a,b]. Portanto, de (6.3) e (6.4) tem-se

b
| 1@de=F ) - Fla),
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a qual é denominada Férmula de Newton-Leibniz para calculo de areas.

Exemplo 6.1 - (a) Sejam, f(x) =z", n € Ne 1 <z < 2. Uma primitiva
de f é

n+1
Logo,
2 +1
2" 1
/ 2" dr = —
1 n+1l n+1

1
( b) Seja f(x) = — para 1 < x < 2. Tem-se para primitiva
x
F(z) =log .

Portanto,

2
d
i =log2 —log1 = log 2.
1 X

O objetivo do presente capitulo, tendo em vista a motivacao anterior,
é desenvolver a nogao de integral baseada nas idéias de Riemann (1854),
Cauchy (1821), Darboux (1875), estabelecer sua relacao com a derivada e

demonstrar a férmula de Newton-Leibniz.

6.2 Integral de Riemann

Seja [a, b] um intervalo fechado. Denomina-se decomposicao deste inter-
valo a uma colegdo finita de subintervalos fechados [z,_1,z,], com

v=12,...,n, sendo 1 =a e x, =b, de modo que

[x1, 2] U [z, 23] U+ U [Xp_1, 2] = [a, ]

[xl/—17xl/] N [xmxu—i-l] = Ty.

Toda colecao de pontos

a=r1<xT9< < Tp_1<xp=0">
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determina uma decomposicao de [a, b] dada pelos subintervalos [z,_1,x,],

v=1,2,...,n. Representa-se uma tal decomposicao por
D(zy,x9,...,2y—1,%,) ou simplesmente por D.
Para f: [a,b] — R limitada e D uma decomposigao de [a, b] denota-se:

my,= inf f(z) e M,= sup f(x).

Ty—1<x<TY z,_1<x<x,

Considere f: [a,b] — R limitada e f > 0. Denomina-se conjunto ordenada

de f ao subconjunto do plano R? definido por
{(z,y); 0<y < f(z), a <z < b},

cuja drea encontra-se ilustrada nesta figura:

%
| 7

Figura - 6.2 Area do conjunto ordenada da f

Definir a nocao de integral para f em [a,b], consiste em estabelecer a
noc¢ao de area do conjunto ordenada da f. Um método natural consiste
em decompor este conjunto em subconjuntos formados por figuras cuja
areas sejam facilmente calculada. De fato, adotar-se a decomposicao em
um numero finito de retangulos. Constréi-se as aproximacoes por falta
denominadas somas inferiores e por excesso denominadas somas superiores.
A seguir sao caracterizadas as funcGes para as quais estas aproximacoes por
falta e por excesso formam classes contiguas de numeros reais definindo,
portanto, um ndmero real que serd a area do conjunto ordenada da f ou

a integral de f. Serao dadas algumas definigoes.
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Considere uma decomposi¢ao D de [a,b] e defina

sSp = Zn:m,,h,, e Sp= ZH:MVh,,
v=1 v=1

sendo h, = x, — x,_1. A sp denomina-se soma inferior de f em [a,b] e
Sp soma superior de f em [a,b]. Observando a Figura 6.3, sp é a soma
das areas dos retangulos abaixo do gréfico de f e Sp é a soma das areas

dos retangulos que excedem o gréfico de f.

yA

Figura 6.3 - Representacao das areas dos conjuntos sp e Sp

Para comparar as somas, sp e Sp, de uma fungéo f, é necessario introduzir
uma ordem no conjunto das decomposigoes de [a, b]. Assim, diz-se que uma
decomposicao D de [a, b] esta contida em outra D’ quando todo ponto de
D é ponto de D'. Escreve-se D < D’ que se 1é, D estd contida em D’. Por

exemplo, sejam

Dia = 21<20<...<2, <xpp1<...<xp=0> e
Ty + Tpys1
D :a = x1<x2<...<xu<%<x,ﬂr1<...<xn:b.

Proposicao 6.1 - Se D < D', entao sp < spr e Sp > Spr.
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Demonstragao: Inicia-se supondo que D’ possui apenas um ponto a mais

que D. Assim, se

D:ia = 21<22<...<2, <xpgp1 <...<2xp=0>, tem —se
D :a = T1<xa< ... <y <E<Tpy1 <...<TH =0
Sejam

m,, = inf {f(x);z,_1 <2 <& e ml = inf {f(x);¢<ax <2}

Tem-se m!, e m!, maiores ou iguais a m,, que é o infimo de f em [z,_1,z,].
Além disso,
spr = mihy +moho+ -+ my_1hy_1
/ "
+ mu(£ - ‘/El/—l) + mu($u - 5) + mphn

2 mlhl+m2h2+"'+muh1j+"'+mnhn:SD-

Note que

v

mu(g - xu—l) + ml/(xu - g)

= my(x, — xy—1) = myhy.

m;/(g —Ty-1) + m;//(xv - §)

No caso geral, suponha que D’ contenha k pontos a mais que D.
Represente por Dy a decomposicao de [a,b] que contém k pontos mais

que D. Tem-se D' = D;,. Pela primeira parte, tem-se,
$p < 8p; < Sp, < -~ < 8p, = Spr.

De modo andlogo demonstra-se que se D' = D, entao Sp, < Sp, com D’
contendo k pontos a mais que D.

Resume-se este resultado dizendo-se que, quando a decomposigao cresce
as somas inferiores sp crescem e as superiores Sp decrescem.

Variando as decomposigoes D de [a, b] obtém-se dois conjuntos numéricos

representados por {sp} e {Sp}.

Proposicao 6.2 - Quaisquer que sejam sp € {sp} e Sp € {Sp}, tem-se
sp < Sp.
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Demonstracao. Considere sp, e Sp, somas correspondentes as decom-
posigoes D; e Dy de [a, b], associadas & fungao f. Para provar a Proposigao
6.2 é suficiente provar que

sp, < SD2 .

De fato, seja D12 a decomposicao obtida de D; acrescentando os pontos
de D5, supondo-se que Do e D1 nao sejam idénticas. Tem-se D; < D1 €

Dy < Dy5. Pela Proposicao 6.1 obtém-se:
sp, <8p;, € Sp,>Spy,-
Logo, quaisquer que sejam Dy e Do resulta
sp; < 8py, < Spyy, < Spy

provando a proposicao.
Considere os numeros positivos m e M iguais ao infimo e supremo de

f em [a,b]. Da Proposigao 6.2 resulta que
m(b—a) <sp<Sp <M(b—a)

para quaisquer decomposigoes D e D’ de [a,b]. Logo o conjunto numérico
{sp} é limitado superiormente e {Sp} é limitado inferiormente. Portanto
{sp} possui um supremo e {Sp} um infimo.

Definig¢ao 6.1 - Ao supremo de {sp}, quando D varia, denomina-se inte-

gral inferior de Darboux de f em [a, ] e representa-se por
b
/ f(z)dx = s%p{sD}.

Definigao 6.2 - Ao infimo de {Sp}, quando D varia, denomina-se integral

superior de Darboux, de f, em [a, ], e representa-se por

b
/ f(x)de = igf{SD}.

/:f@:) d < / " fw)da.

Portanto, tem-se
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Defini¢ao 6.3 - Diz-se que f: [a,b] — R limitada, positiva, é integravel
no sentido de Riemann em [a,b], quando as integrais, inferior e superior
de Darboux, forem iguais. Ao valor comum destas integrais denomina-se

integral de Riemann de f em [a, b] e representa-se por

/a () dr.

Diz-se, entao, que a fungao f é integravel a Riemann ou R-integravel em
[a, b].
Quando sup{sp} nao é igual ao inf{Sp} a fungao diz-se nao integravel

a Riemann.
e Oscilacao de uma funcao - Sejam D uma decomposicao de [a,b] e
[*y—1,z,] um intervalo de D. O nimero positivo

wl/:MV_mV7

é denominado oscilagao da f em [x,_1,x,].
Se M e m forem, respectivamente, o supremo e o infimo de f em [a, b],
entao o nimero positivo

w =M —m,
serd denominado oscilagdo da f em |a,b].
e Amplitude maxima de uma decomposicao D, de [a,b], é o nimero
positivo u(D) definido por
w(D) =sup{z, —x,_1,v=1,2,...,n}.

Note que u(D) < b — a, sempre.

Lema 6.1 - Seja D uma decomposigao de [a, b] e Dy, a decomposigao obtida

inserindo-se k pontos em D. Entao:

Sp —Sp, < kwu(D) e sp, —sp < kwu(D).

Demonstragao: Inicia-se com k£ = 1 e argumentando como na demons-

tragdo da Proposi¢ao 6.1. Suponha que em [z,_1,z,| acrescenta-se um



102 CAPITULO 6. INTEGRAL DE RIEMANN

ponto & obtendo-se uma decomposicao Dy de D. Assim,
Sp, = Mihy+ -+ M (§ —2zy_1) + M) (x, — &) + -+ My hy, .

Logo,
Sp —Sp, = Myh, — M}(€ —x,_1) — M) (z, — £).

Como [z,_1,£] e [, z,] estao contidos em [z,_1,x,], entdao
/ / " "
M,>m,>m, e M, >m,>m,.

Deste modo,
-M, < -m, e —M)<-m,.

Consequentemente,
Sp —Sp, < (M, —my)h, .
Sendo [z,—1,z,] C [a,b], resulta
M, <M e m,>m,

ou seja,
M, —m, <M-—m=w.

Assim, para k = 1, obtém-se

Sp — Sp, < wu(D).

Portanto,
Sp—==5Sp, < wu(D)
SDI - SDQ < w:u(D)
Spy, —Sp, < wp(D).

Adicionando ambos os membros resulta

Sp — Sp, < kwu(D).
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A demonstracao relativa as somas inferiores é andloga.

Teorema 6.1 - (Teorema de Darbour) Para cada ¢ > 0, existe
d=14d(g) > 0, tal que

SD—/bf(a:)dx<€ e /bf(a:)dx—sD<a,

para toda decomposi¢ao D, com u(D) < 9.

Demonstracao: De fato, pela definigdo de infimo (propriedade (12")),
dado ¢ > 0, existe D,, tal que

b b
SDE</ f(x)d:n+%, pois / f(m)d:nzingD.

Seja D uma qualquer decomposicao e Sp a correspondente soma superior.
Seja D’ a decomposicao obtida de D, acrescentando todos os pontos de D.
Escreve-se D' = DU D, . Tem-se D. < D’ e pela Proposicao 6.1

Spr < Sp..
Suponha que D’ seja D com mais k pontos. Do Lema 6.1 obtém-se

Sp — Spr < kwu(D) ou Sp < Sp+ kwu(D)

(§
b
SD’SSD5</ f(a:)dx—i—%
Logo
D 9
Sp < / f(z)dx + B + kwu(D)
ou

b
Sp — / flx)de < g + kwp(D).
Dado € > 0, seja D tal que

€

D)< — =
wu( )<2kw

i(e).
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Tem-se

b
Sp — / f(z)dz <e, paratoda D com u(D) < 0.

A parte correspondente a sp é analoga.

Observagao 6.1 - Note que dado um nimero 0 < p < (b — a), ele pode
ser amplitude méxima de uma decomposicao de [a,b]. Fixado u neste in-
tervalo existem infinitas decomposi¢oes D de [a, b] cuja amplitude maxima
é . Portanto, dado pu, seja D as decomposicoes com amplitude maxima
p. Como as somas Sp(u) e sp(p) dependem de p, entdo elas ndo sao
correspondéncias univocas, e srao representas por S(u(D)) e s(u(D)), res-
pectivamente. Deste modo serao denominadas, por abuso de linguagem,
fungoes multivocas. O que é uma nomenclatura paradoxal, pois funcao é

uma correspondéncia univoca. Entenda que,
S(u(D)) converge para S, se u(D)— 0,
quando para cada € > 0, existe § = 6(€), tal que
|S(u(D)) — S| <e para pu(D) <0, qualquer que seja D.

Idem para a convergéncia de s(u(D)) para s.
No teorema de Darboux encontrou-se: para cada € > 0, existe
d =9(&) > 0 tal que

b
S(u(D)) - / f(z)de <e,

para todo p(D) < 0 e qualquer que seja D. Logo

b
S(u(D)) converge para / f(x)dx

quando (D) — 0. De modo andlogo, tem-se a outra parte do teorema de

Darboux para s(u(D)).
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6.3 Somas de Riemann

Considere f: [a,b] — R limitada e D = D(z1, x2,..., x,) uma de-
composicao de [a,b]. Sejam sp e Sp as correspondentes somas inferior e

superior. Deseja-se estudar a diferenca Sp — sp. Veja a figura a seguir.

yA

Figura 6.4 - Diferenca entre Sp e sp.
A diferenca

n
SD_SD: E wl/hl/7
v=1

geometricamente, estd representada, na figura acima, pela colecao de re-

tangulos cobrindo o grafico da f. Esta diferenca, a qual representa-se por
n

op = Y, wyh,, denomina-se soma de Riemann para a fungao f correspon-
v=1
dente & decomposicao D de [a,b]. A seguir, demonstra-se a condicao de

integrabilidade de Riemann, a qual, geometricamente, diz que a area da
superficie formada pelos retangulos Sp — sp é menor que qualquer € > 0

para uma decomposi¢ao D com pu(D) < 6.

Teorema 6.2 - (Teorema de Riemann) Seja f: [a,b] — R limitada. Uma
condicdo necessaria e suficiente para que f seja Riemann integravel em
[a,b] é que para cada £ > 0, exista 6 = §(¢) > 0, tal que op < & para
alguma decomposi¢ao D com p(D) < 4.

Demonstracao: (Condi¢ao Necessdria)- Suponha f Riemann integravel,



106 CAPITULO 6. INTEGRAL DE RIEMANN

/ibf(x) dz = /ff(x) do = /abf(:n)dzn.

Desta igualdade e do teorema de Darboux resulta que para cada € > 0,
existe § = d(e) > 0, tal que

isto é

b b
SDl—/f(w)dw<% e /f(a:)da:—sD2<§

para as decomposigoes Dy e Do tais que u(D1) < 0 e u(D2) < §. Logo,

para cada € > 0, existe Sp, e sp, tais que
Sp, —sp, <€

para toda Di e Dy com p(D1) <6 e pu(D2) < 0.
Considere a decomposicao Do acrescentando a DD os pontos de Dy .

Sendo Dy < Dis e Dy < Dys obtém-se pela Proposicao 6.1 que
5py < 8Dy, < Spyy, < Spy,

o que implica Sp,, — sp,, < e com pu(Di2) < 6.
Portanto, para cada € > 0, existe § = d(¢), tal que op,, < € para uma

decomposi¢ao Di2, com p(D12) < 9.

(Condigao Suficiente)- Para cada e > 0, existe 6 = d(e), tal que op < &
para uma D, com p(D) < §. Logo, Sp — sp < e. Portanto, sendo

b b
/ f(x)dz < Sp e /f(x)dazst,

tem-se - ,
/ f(x)dx — / f(z)dz < e paracada e >0,

provando que f é R-integravel.

Observacao 6.2 - Como na Observacao 6.1 resulta que op é o(u(D)) e a
condicao de integrabilidade de Riemann reduz-se a dizer que o(u(D)) — 0
quando (D) — 0.
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Observe que na defini¢do de somas de Riemann, Sp e sp, empregou-
se, em cada subintervalo de D, isto é, em cada subintervalo [z,_1,z,], 0
infimo m,,, e o supremo M,,, da f, neste intervalo. Poderia ter sido escolhido
em cada intervalo um nimero f, que depende de f com m, < f, < M,.
Em particular, f, pode ser o valor de f em um ponto &, pertencente ao

intervalo [z,_1,z,]. Deste modo,

l’u—léguéxu € muéf(gu)SMu

para v =1,2,...,n. Assim, encontra-se
n n n
> muhy <3 f(&)hy <3 Myh,.
v=1 v=1 v=1

Portanto, o teorema a seguir fornece um método para o cilculo da R-

integral de uma funcao.
Teorema 6.3 - Seja f: [a,b] — R limitada e R-integravel. Entao

n b
lm 3" (6 = [ flayde

w(D)—0 iy

Demonstragao: Pelo teorema de Darboux, para cada € > 0 dado, existe
d =9(e), tal que (D) < e

b b
s(u(D))>/ flz)de —e e S(M(D))</ f(x)dx +e.

Tem-se, também,

n

s(u(D)) <Y f(&)hy < S(u(D))

v=1

para x,_1 <&, <z, e v=1,...,n. Dai resulta que

b n B
/f(w)—s<Zf(§V)h,,</ f(x)dz +e.

v=1
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Se f for integravel tem-se

/Lbf(x)da; = /a?f(x)da: = /abf(a;)da;.

Logo, para cada € > 0, existe d = d(¢) > 0, tal que

b n b
[ e e <Y s, < [ fdo e
a v=1 a

para toda D tal que u(D) < 6§, o que demonstra o teorema.

Exemplo 6.1 - Deseja-se calcular a integral de f(zr) = 22 para

a < o < b A seguir, demonstra-se que f é R-integravel. Sera calcu-
lada a integral por meio do Teorema 6.3. Supondo a > 0, e decomponha
[a,b] em n partes iguais por meio dos pontos

a,a+h,a+2h,...,a+(n—1)h, b com h:b_a

n

O intervalo de ordem v serd [a+ (v — 1)h,a + vh|. Note que as amplitudes

sao

Logo

n

Zf(fu)hu = hz f(gu)

v=1 v=1
Para facilitar o cédlculo, suponha a = 0 e b > 0. O intervalo de ordem v
serd [(v — 1)h, vh] e escolhendo-se &, = vh obtém-se f(&,) = h?v? e

Z fE)h = hZh2l/2 = h(h® +22h® + 32> + - + n2n?)
v=1 v=1

b3

Observando que

2 n

1+2° 4+ 4n c

(n+1)(2n+1)
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tem-se

e (D)) -

_>0V=1
b 3
b
/ 22 dr = — -
0 3

Note que o processo anterior, embora correto, nao é pratico. As dificul-

ou seja,

dades técnicas se complicam com a fungéo f. Por esta razao é necessério
demonstrar a validade da férmula de Newton-Leibniz para uma funcao
integravel a Riemann. Demonstra-se a seguir que esta férmula é valida
quando f: [a,b] — R é continua. Antes serao fixadas algumas proprieda-

des da integral.
6.4 Propriedades da Integral de Riemann

(P1) Seja f: [a,b] — R limitada e R-integravel, entao cf, sendo ¢ cons-

tante, é integrével em [a, b] e

/ab of (@)dz = c/abf(:n)d:n.

(P2) Se f: [a,b] — R é constante, ou seja f = ¢, entao
b
/ cdr = c(b—a).

(P3) Se f: [a,b] - R é R-integravel e a < ¢ < b, entao f é R-integravel

em [a,c|] e [c,b] sendo

/ab f(z)dx = /acf(a:)da: + /cb f(z)dx.

(P4) Se f: [a,b] —» R é R-integréavel e ¢ é um ponto qualquer em [a, b],

entao por definicao

/Ccf(x)dxzo e /abf(x)dx:—/baf(a;)da;.
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(P5) Se f e g sao R-integraveis em [a, b], entdo f + g, também, o é, e
b b b
[ @+ galds = [ o+ [ gy,
(P6) Se f é R-integravel e f > 0, entao
b
/ f(x)dx > 0.

6.4.1 Parte Positiva e Negativa de uma Fungao

Seja f: [a,b] — R uma funcdo. Denomina-se parte positiva de f, re-

presentada por f*, a fungao definida em [a, b] do seguinte modo:
f@)  se  f(z) =0,
0 se  f(x)<O.

Denomina-se parte negativa de f, representada por f~, a funcao definida

em [a, b] do seguinte modo:

0 se  f(z)>0.

Dai, obtém-se
f=F=f e lfl=f"+f7,
sendo |f| definida por |f|(x) = |f(x)| para todo = em [a, b].

Outras duas importantes propriedades da integral de Riemann:

(P7) Se f e g sao R-integraveis, com f(z) < g(x), em [a,b], entao

/a ' flayde < / " gl

(P8) Seja f: [a,b] — R R-integravel. Sabe-se que

F<Ul e =F<Ifl
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Assim,

/abf(x)dx < /ab\f(x)\da: e —/abf(x)dx < /ab!f(a:)]dx.
Logo

[ s < [

Dada uma funcao f: [a,b] — R, se f <0, entdo —f é positiva. Assim,
pela propriedade (P1) f é R-integravel, se —f o é. Portanto, se f é
integrdvel em [a,b], entdao fT e f~ sao, também, R-integrdveis. Logo,
fT+ f~ que é |f] é integrdvel, pela propriedade (P5).

A reciproca desta propriedade é falsa. O exemplo que se segue, ilustra

este fato. Sejam

@) +1 se z for um racional de [a, b],

€Tr) =
—1 se x for um irracional de  [a,?],

D uma decomposigao de [a, b] e [z,_1z,] um intervalo de D. Em [x,_1,z,],

parav =1,2,...,n, hd racionais e irracionais. Logom, = —1 e M, = +1

parav =1,2,...,n. Logo

sD:im,,h,,:—(b—a) e szzn:Myh,,:b—a
v=1

v=1

qualquer que seja D de [a,b]. Portanto,

/Lbf(l’)dxz—(b—a) e /a?f(x)dl’:b—a

nao sendo f R-integrdvel. Mas, |[f(z)] = 1, para todo a < z < b é
integravel.

Este é um defeito crucial da integral de Riemann. Em 1901 Lebesgue
(1875) escreveu uma nota (Acad. de Sc. de Paris, 332, série 1, pg. 85-90),
propondo um novo conceito de integral que supre varias deficiéncias da

integral de Riemann (veja Parte, Complemento 90).
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A seguir, estuda-se as classes das fungoes monotonas e das continuas,

definidas em [a, b], com valores reais.

Teorema 6.4 - Seja f: [a,b] — R limitada e monétona. Entao f é in-

tegravel a Riemann.

Demonstragao: Supode-se f crescente para fixar a idéia. Seja D uma de-
composigao de [a, b] por intervalos parciais [z,_1,x,], parav =1,2,...,n.

Sendo f crescente, entao
my, = f(xy—1) e M, = f(x,).

Logo,

n

Sp = Zf(a:,,_l)h,, e Sp= Zf(a:,,)h,,.
v=1

v=1
Portanto, seja (D) a amplitude méxima de D. Tem-se

n

Sp—sp=0p =Y [f(x,)— fx,1)]h, <

v=1
n

(D) [ (@,) = f(w,-1)] = p(D)[f(b) = f(a)).
v=1
Sendo f limitada f(b) — f(a) é um nimero real, logo a desigualdade prova
que f é R-integrdavel. De fato, f(b) — f(a) > 0 e para cada ¢ > 0 seja
d=9d(e) =¢/[f(b) — f(a)]. Para toda D com u(D) < ¢, obtém-se op < €.

Para f decrescente a demonstracao é analoga.

Corolério 6.1 - Sejam f: [a,b] — R e D uma decomposicao de [a, ], tal

que

f=h+fo+-+ fo

sendo f, mondtona em [x,_1,z,]. Entdo f é integravel e a integral da

soma é a soma das integrais.

Teorema 6.5 - (Teorema de Cauchy) Seja f: [a,b] — R continua. Entao
f é R-integravel.
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Demonstragao: De fato, sendo f continua em um intervalo fechado, re-
sulta do teorema de Heine-Cantor que f é uniformemente continua. Con-
sequentemente, para cada € > 0, existe 6 = d(g) > 0, tal que

€ /

2(b — a) para |z’ — 2" <4, 2/, 2" quaisquer.

|f(@) = f@@")] <

Seja D uma decomposigao de [a,b], com p(D) < 4. Portanto, para quais-

quer ' e 2" em [z,_1,z,] tem-se, pela continuidade uniforme, que

" _ € / " €
1) = 55—y < S0 < 1+ 55
Deste modo,
€
sup  f(2) < f(@") + ——,
' E[xy_1,7] ( ) ( ) 2(b_a)
: f / > 1 _ €
x/e[;’/H717xu]f($ ) f(l‘ ) 2(b — a)
e
€
Sup f(2') — Inf f(2') < ,
o' €[zy—_1,2v) ( ) " €[zy—1,20] ( ) b—a
ou seja,
wy, < L, para toda D com pu(D) < 4.

b—a

Dali, resulta que

n n
g
O'ng w”h'j<b—a§ h,=c¢
v=1 v=1

provando que f continua em um intervalo fechado é R-integravel.

Corolério 6.2 - Sejam f: [a,b] = R e D uma decomposicao de [a,b]. Se

f=h+fo+-+ fo

sendo f, continua em [x,_1,z,], entdo f é integravel & Riemann.
O Corolario 6.1 tem uma forma bem geral quando se estuda a integral

no contexto de Lebesgue.
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Teorema 6.6 - (Teorema do Valor Intermedidrio - Integral) Seja
f:a,b] — R limitada e R-integravel. Entao existe K entre o infimo e

o supremo de f em [a, b], tal que
b
/ f(z)dz = K(b—a).

Demonstracao: Por hipétese, tem-se
m < f(x) < M para todo x em [a,b].

Como f é integravel, entao

b
m(b— a) < / F@)dz < M(b— a).

Dividindo ambos os lados desta desigualdade por b — a e tomando

b
|t
K==

tem-se o resultado.

Corolério 6.3 - Se f: [a,b] — R é continua, entao existe £ € [a, b], tal que
b
| t@de = 100~ a.

Demonstracao: De fato, se f é continua em [a,b], entdo para todo K
entre m e M, existe £ € [a,b], tal que K = f(§).

A seguir, apresenta-se a parte crucial deste capitulo, referente a férmula
de Newton-Leibniz para a integral de Riemann, ou seja, estabelece-se a
relacdo entre a area do conjunto ordenada de f, quando f é continua em
[a,b], e as primitivas de f.

Considerando-se uma fungao integravel a Riemann em [a,b], e z, um

ponto qualquer de [a, b], a integral

/ar f(s)ds
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existe, para cada z € [a,b]. Quando z = a, ela é nula. Deste modo,

define-se uma funcao F': [a,b] — R dada por
F(x) :/ f(s)ds.

Proposicao 6.3 - Se f: [a,b] — R é limitada e integravel a Riemann,

entdo F': [a,b] — R, definida acima, é continua em |[a, b].

Demonstracao: Considere zp um ponto de [a,b]. Tem-se

/ar f(s)ds — /jo f(s)ds /m: f(s)ds

5
Assim, para cada ¢ > 0, existe 6 = d(¢) = i tal que

|F(z) — F(zo)| <e para |z —xo| <9,

§M|ZL’—3)0.

provando a continuidade, em cada ponto x, de [a, b].
A seguir, sera demonstrado que, uma condigdo suficiente para a deri-
vabilidade de F, é a continuidade da f em |a, b].

Teorema 6.7 - (Teorema Fundamental do Cdlculo) Suponha a funcao

f:[a,b] = R continua e x um ponto qualquer de [a,b]. Entao a fungao

F(x) = /:f(s)ds

é derivdvel em [a,b] e F'(z) = f(z).

Demonstracao: Sendo f continua em [a,b], pelo Teorema 6.5, f é R-
integravel em [a,b] e pela Proposigao 6.3, F' é continua em [a,b]. Agora
demonstra-se que a hipdtese de continuidade da f implica na derivabilidade
da F'. De fato, seja h > 0 tal que a < x + h < b. Tem-se

Fla+h) — F(z) = / T o) / " F(s)ds = / s,

Pelo Corolério 6.3, obtém-se

F(x+h)—F(x)=hf(§), para & em [z,x+ hl
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Logo, sendo &€ =z + 6h, com 0 <6 <1 resulta

F(z+h)— F(z)
h

Pela continuadade da f no intervalo [a, b] obtém-se que

= f(z + 6h).

lim f(z + 60h) = f(x).
h—0
Portanto,

lim F(x+h)— F(x)
h—0 h

= f(z), para todo z em [a,b],
0 que conclui a prova do teorema, isto é
F'(z) = f(x) em [a,b].

Denomina-se primitiva de f: [a,b] — R a toda fungao F': [a,b] — R, de-
rivavel em [a, b] e tal que F'(z) = f(x) em [a,b)].
Do exposto anteriormente, deduz-se que, se f: [a,b] — R é continua, a

funcao N
F(a:):/ f(s)ds

é uma primitiva de f.
Sejam f: [a,b] — R continua e F': [a,b] — R uma primitiva de f. Foi

visto no caso de f continua que uma primitiva é dada por

P(z) = / " F(s)ds.

Nestas condigoes, serd deduzida a seguir, a férmula de Newton-Leibniz, ou

seja,
b
Fb) — Fla) = / F(@)da.

Considere f: [a,b] — R continua e F' uma primitiva de f. Seja D uma
decomposicao de [a,b]. Entao,

n

Y [Flavr) = F(z,)] = [F(xz) = F(a)] + [F(w3) — F(x2)] +

v=1

+[F(b) = F(zn-1)] = F(b) — F(a),
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pois x1 = a e x, = b. Do teorema do valor intermedidrio de Cauchy,

tem-se
F(wy41) = F(x,) = F'(&) (2041 — ).

Sendo F' uma primitiva de f em [a,b], obtém-se F'(z) = f(z) em [a,].

Consequentemente,

F(xyg) = Fay) = f(&) (@1 — 20),

onde z, < ¢, < x,11. Portanto,

n

F(b) = F(a) =Y f(&) (@1 — ).

v=1

Sendo f continua, entdo f ¢ integravel. Logo, quando (D) — 0, obtém-se

b
FO) - Fla) = | f)da,

que é a Formula de Newton-Leibniz.

Escélio - Se f: [a,b] — R é continua, entao

F(x) = /:f(s)ds

é uma primitiva de f, e vale a Férmula de Newton-Leibniz.

Sejam f continua e G, H duas primitivas de f. Entao, G' = f e
H' = f. Subtraindo, resulta que G — H, é constante em [a, b]. Logo, duas
primitivas, quaisquer de f, diferem, apenas, por uma constante. Assim,

sendo f continua em [a, b], resulta que,

F(x) = /axf(s)ds

é uma primitiva de f. Dada uma outra primitiva de f, qualquer, tem-se

que

G(z) = /r f(s)ds+c ou c=G(a).
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Logo N
G(z) = / f(s)ds + G(a).

Portanto, as primitivas de f, que se anulam em a, sdo Unicas e tém a forma

F(z) = /axf(s)ds.

A primitiva é, também, denominada integral indefinida da f.

Este resultado contido no Escédlio é as vezes denominado Teorema Fun-
damental do Caélculo.

Para completar este capitulo, faz-se a seguinte observacao: Note que,
no inicio do capitulo, foram recordados os conceitos de integral como
operacao inversa da derivacao e como medida da drea do conjunto or-

denada. Isto é, tinha-se a nogéo de primitiva de f, ou seja, a funcao F tal

/a  f()ds.

O problema fundamental, seria determinar a classe de funcées f, onde es-

que F' = f e a integral

tas nocoes, se harmonisariam e valia a Férmula de Newton-Leibniz. A
resposta é dada pelo Teorema Fundamental do Célculo, para a classe das
funcgoes f: [a,b] — R continuas. Este resultado, é devido a Cauchy. Com
o objetivo de obter um Teorema Fundamental do Célculo, em uma classe
contendo a das fungoes continuas, conduziu Lebesgue a propor em 1901
uma nova definicao de integral, onde o referido teorema é vélido em uma
classe mais ampla de funcoes. Esta idéia de Lebesgue, trouxe para a ma-
temdatica um progresso considerdvel, dando origem a uma nova disciplina
que aparece sob a denominacao de “Integral de Lebesgue”. A qual é parte
obrigatéria nos programas de matematica nas universidades (veja Parte 2,

Complemento 90).

6.5 Integrais Impréprias

Observe que se estudou a nocao de integral no sentido de Riemann

para fungoes limitadas em intervalos limitados [a,b]. Estuda-se a seguir,
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a nocao de integral para fungoes em partes nao limitadas da reta ou para
fungoes nao limitadas em (a, b) limitado. Essas integrais sdo denominadas
impréprias.

(I) Uma primeira questao seria estender a nogao de integral para fungdes
limitadas mas definidas em conjuntos lineares dos seguintes tipos:

o F={x e€R;x>a} representado por (a,—+00),

o FF={zeR;x <b} representado por (—o0,b).

Com a =b =0, o conjunto £ U F U {0} representa-se por (—oo, +00). De
fato, seja y = f(x) uma funcao definida em (a, o), limitada e integrével a

Riemann, para todo (a,b), com b > a. Considere a fungao

= /abf(:n)dzn

definida para todo b > a. Quando blim ©(b) existir, diz-se que a funcao
— OO
limitada f é integravel no conjunto (a,+00) e o nimero real \ lim ¢(b) é
——4-00

a integral de f em (a,+00). Escreve-se

™ f@)dz = 1im / i

a b—~+o00

Quando o limite nao existir, diz-se que f nao é integrével em (a, +00). Se
este limite é 400 ou —oo, diz-se que a integral de f em (a,+o0) é diver-
gente. De modo andlogo, define-se a integral de f limitada em (—o0,b), e

integrével & Riemann em cada subintervalo (a,b), com a < b. Tem-se, por

b b
| s@ae= @

defini¢ao

a—r—00

Quando f é limitada em (—o0,400) e integravel a Riemann em cada su-

bintervalo (a,b) de R, e além disto, para cada nimero real ¢ existem as

/_COO f(x)dx e /C+OO f(x)dx

integrais
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diz-se que f é integravel em (—oo,+00) e a soma destas duas integrais é a

/ " ).

—00

integral

Note que se f é integravel em (—o0,b), (a,+00) ou (—o0,+00) e F é
uma primitiva de f, tem-se as regras de Célculo:

+oo
° / f(s)ds = lim F(x) — F(a),

T—r00

r——00

b
s/ f(s)ds = F(b) — lim F(z),
“+oo

T—+00 T——00

o f(s)ds = lim F(z)— lim F(z).

Exemplo 6.3 -

(a) / e fds=lim(—e ¥)+1=1— lim e * = +1,
0

T—00 T—00

b
(b)  lim e*ds = lim e® 4+ 1 diverge para + co.

b—oo Jo b—o0

Note-se que y = e” é integravel em todo intervalo fechado [a, b] de (0, +00)
mas nao ¢ integrdvel em (0,+00). Uma funcio y = f(z), para
—00 < x < +00, integrdavel em todo subintervalo fechado [a,b] da reta R,
diz-se localmente integravel em R. Note que a funcao pode ser localmente
integravel mas nao ser integravel. Por exemplo, a fungao f(x) = e* para
x € R, é localmente integravel em R mas nao é integravel em R. Se f é

integravel em R ela é localmente integravel em R.

Exemplo 6.4 - Considere f(z) = cosz para 0 < x < co. Obtém-se para

todo intervalo (0,b) com b > 0, que
b
/ cos sds =sen b
0

. b . . . .. .
mas, lim fo cos sds nao existe pois sen b, como foi visto, oscila entre —1
b—o0

e +1 quando b — oco. Para mostrar isto, é suficiente notar que fazendo
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b= 1/e, quando ¢ — 0, tem-se b — oo. Logo, f(x) = cos x nao é

integravel em (0,400), mas é localmente integrével.

[:/“"d_év.
oo 14 a?

Se F(x) = arctg x com —m/2 < x < 4+7/2 resulta que F' é uma primi-
tiva de f(x) = 1/(1 + 2?)- Logo,

oo dy ) ™
° = lim arctg b= —,
0 2

Exemplo 6.5 - Calcular

1+ x2 b— oo

0 dx . ¢ T
[ ] = — = —.
T2 Jm - arctg a 5

Portanto, como foi definido,

oo dx 0 dz Too dx
2 = 7t 2 — T
oo 142 oo 1+ 0 14z

(IT) Sera examinado o caso em que f: [a,b) — R com a e b ndmeros

reais, mas f possui uma singularidade em b. De fato, suponha que f seja
integravel a Riemann em cada subintervalo [a,b — d] de [a,b) para 6 > 0.
Assim, a integral de f em [a,b — §] é uma funcao de § > 0 definida por

b—o
I1(0) = f(x)dz.

a

Quando I(§) possui limite Iy quando § tende para zero, diz-se que Iy é

a integral generalizada, segundo Cauchy, de f em [a,b). Define-se

b b—5
/ f(a)de = lim f(x)da.

a
Suponha que exista um ponto a < ¢ < b no qual f nao é limitada. Seja
f integravel em cada subintervalo [a,c — ] e [c+ d',b] de [a,b] com § > 0

e & > 0. Quando existem

c—48 b
(%gr(l]/a flz)dz e 51/1_1@1}0 c+6/f(:17)d:17
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diz-se que f possui integral imprépria em [a,b] e
b c—0 b
/ f(x)dx = lim f(x)dx + lim f(x)dx
a 6—0 J, 6’ —0 6

com 6 >0 e ¢ > 0 independentes.

Antes de prosseguir com esta andlise, considera-se o seguinte exemplo.
f(z)=1/z em [-1,-0] e [¢',1] com 6 >0 e ¢ > 0. Tem-se

-4 1
d d 5
/ o Y 1056 —logd = log =,
-1 X 5 X &

sendo log |x| uma primitiva de 1/z. Logo, se ¢ e ¢’ forem independentes
nao existird limite de log g—, quando & — 0 e § — 0. Entretanto, se 6 = ¢’

este limite é zero. Portanto, embora nao exista

) b
li d li d
églﬂ@xﬂgij%

com 0 e &' independentes, existe com § = ¢, isto é existe

%i_r)r(l)(/jf(x)dx—l—/:f(x)dx).

O limite com § = ¢ denomina-se valor principal de Cauchy - vp da integral

/ab f(z)dz

quando f possui uma singularidade em c. Denota-se

vp/abf(x)dx = (%i_l}% (/lléf(a:)da:—l—/(sbf(a:)da:).

Como exemplo obtém-se

1 dx . O dx 1 dz
W[JE*%%([JZ+A 2)=0

Note que o estudo das integrais improprias reduz-se ao estudo do com-
portamento de fungoes quando o argumento tende para 400 ou —oo e
quando 6 — 0. Portanto, deve ser feito por meio do teorema de Cauchy
sobre existéncia de limite de uma funcao f. Os detalhes nao serao feitos

nestas licoes. O



Capitulo 7

Complementos & Exercicios

Parte 2

7.1 Nota

Esta parte do livro traz alguns exercicios sobre os resultados prova-
dos na primeira parte. Na esperanca de familiarizar o leitor com alguns
outros aspectos da Analise Matematica, determinados tépicos foram in-
cluidos como complementos. Sao muito educativos os Complementos 86,
contendo a bela demonstragao de Lebesgue do Teorema de Aproximcao
de Weierstrass, e 90, sobre a criacao, por Lebesgue, de um conceito de

integral que influenciou decisivamente o desenvolvimento da Matematica.

123
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7.2 Complementos & Exercicios

1. Define-se como polinémio de grau m, na varidvel x, com coeficientes

racionais ag, di,. .., Gmnm_1,0m , & toda expressao algébrica do tipo

1

P(z) = apx™ + a12™ " 4+ Q1%+ Gy -

Os numeros ag, ay,...,a;,; denominam-se coeficientes do polinémio. No
presente contexto o x varia no conjunto R, dos numeros reais. Assim,
P(z) define uma fungao P : R - R, z — P(x), denominada de funcao
polinomial. Se esta for nula, resulta que P(x) = 0, para todo x € R. Se
todos os coeficientes de P(z) sao nulos, entdao P(x) é identicamente nula.
Reciprocamente, se P(z) = 0, para todo = € R, entao seus coeficientes sao
todos nulos. Para provar esta assercao raciocina-se por inducao sobre o
grau m. Se m = 1 vem agzx + a1 = 0 para todo « € R. Logo em & = 0 vem
a1 = 0 e dai ag = 0. Suponha a afirmacao verdadeira para um polindémio
de grau m — 1. Tem-se 2™ P(z) = 0 e P(2z) = 0 para todo z € R. Resulta
que
2" P(zx) — P(2z) =0, paratodo z€R.

Portanto, obtém-se

(2m — 2m=Dg g™l 4 (2m — 27 2)agax™ 2 4 - 4
2™ —2)apm—1z + (2™ — 1)a,, =0,

para todo x € R. Sendo véalido para o grau m — 1, por hipdtse da
indugdo, resulta que (2™ — 2" J)a; = 0 para j = 1,2,...,m o que implica
ap = as = -+ = a,, = 0. Portanto, o polindmio reduz-se a agz™ = 0 para
todo = € R. Fazendo-se x = 1, resulta ag = 0. Conclui-se, assim, que uma
condigao necessaria e suficiente para que P(x) = 0 para todo = € R, é que
seus coeficientes sejam todos nulos.

Como consequéncia deste resultado deduz-se uma relacao de igualdade
entre polindmios. De fato, sejam P(z) e Q(z) polindmios de mesmo

grau m com coeficientes ag, a1, ..., Gm_1, Gm € by, b1, ..., by_1, bim.
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Se P(x) = Q(x) para todo = € R, resulta que

P(z) = Q(z) = (ap—bo)z™ + (a1 — by)a™ ' +---
+ (am-1—bm-1)x+ (am —bm) =0
para todo z. Logo, ag = by, a1 = b1, ..., Gy = by,.
Deseja-se aplicar os resultados anteriores no célculo dos coeficientes do
quociente da divisao de P(z), do grau m, pelo binémio = — a. De fato,
como = — a é de grau um, o quociente da divisao de P(x) por (x — a) serd

um polinémio de grau m — 1 e o resto de grau zero, isto €, uma constante.

Se Q(z) for o quociente e R o resto, tem-se
P(z)=(z—a)Q(z)+ R

para todo z € R. Desta relacao conclui-se que o resto R é P(z) calculado
em a, isto é, R = P(a). Portanto, se P(a) = 0 o polinémio P(x) ¢é divisivel

por r — a.

Exemplo: O polindomio P(z) = 23 — 622 + 11z — 6 ¢ divisivel por = — 1,
pois P(1) = 0.

Se ag,a1,...,0m_1,am € bo,b1,...,b;m_2,bmn_1 sao os coeficientes de
P(x) e Q(z), obtém-se

(aoz™ + a12™ ' + @12 + am) =

(z —a) (box™ ' + b1z 2+ - + b2z + by_1) + R.
Dai resulta

apxr™ 4+ a1x™ 4 - a1+ @ = box™ + (by — abg)z™ T +

(by —aby)x™ 2 + -+ (b1 — abp_2)x + R — aby,_1-

Do critério de igualdade para polinémios, obtém-se as seguintes relagoes

para o calculo dos coeficientes bg, b1, ..., b,—1 do quociente e do resto

bo = ag, by =aby+ a1, bo=abi +asz, ..., byp_1=abyp_1+ am_1,

R =ab,,—1 + anm-
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O processo para o calculo dos coeficientes do quociente acima encon-
trado denomina-se algoritmo de Ruffini (1804), posto no dispositivo pratico

a seguir.

‘ ag aj a PN A —1 (0799

a bo bl b2 N bm—l R

Os by, sao calculados pelo algoritmo de Ruffini.
Exemplo: P(z) = 2z* + 322 + 1 com divisor # — 2. Tem-se ag = 2,
a1 =0, az =3, a3 =0, as =1 e Q(z) = bz + b12% + box + b3 é de

grau 3. Determina-se os by pelo dispositivo pratico.

2 0 3 0 1
+2 by b1 b2 b3 R
T TR TR
2 4 11 22

bo = ag, b1 = abg+ a1, by = aby + az, b3 =abs +3, R = abs+ ay.

Para dividir P(z) por = + a ¢é suficiente considerar no algoritmo de
Ruffini —a no lugar de a.
Exemplo: P(z) =23+ x+1 por 2+2. Tem-se ag =1, a; =0, ag = 1,

a3 =1¢€e a=—2.

\1011
bo b by R

Divisao por ax + b: Tem-se

P(2) = (az +B)Q@) + B on Pla) = (a+ %) Q)] + R.

Reduz-se ao caso z + o com o = b/a- O resto serd R = P(—b/a). Os
coeficientes bg, b1, ..., b,,—1 do quociente s6 calculados pelo algoritmo de

Ruffini com o = —b/a- O quociente encontrado possui seus coeficientes
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multiplicados por a. Portanto, deve-se dividi-lo por a para fazer a correcao.
Procede-se de modo analogo para dividir por ax — b.

Aplicagoes:

7

e Calcule a derivada da funcao f(x) = 2’ no ponto xy = 2, pela definigao

de derivada.

7T_oT7 ~ ~ ,
xx_g para x # 2. Esta fung@o nao é

Solugao: Deve-se calcular lin%

Tr—r
definida em 2 mas o polinémio P(z) = 2 — 27 ¢ divisivel por = — 2, pois
o resto, R, da divisao é igual a P(2) = 0. Aplicando-se o dispositivo de

Ruffini, obtém-se para P(z)
apg=1, as =0, a3 =0, ag =0, a5 =0, ag =0, a7:—27.
O quociente Q(x) é de grau seis dado por
Q(z) = box® + bya® + bozt + bga® + byz® + by + b,

com os by dados pelo algoritmo de Ruffini. Obtém-se

1 0 0 0 0 0 0 -2
2 by b by b3 by bs b R
I I I I I I I I

1 2 4 8 16 32 64 2x64—27

Portanto,

a’ — 27 6 5 4 3 2

5 =1z’ + 22° + 42* 4+ 8x° + 162° + 32z + 64
"L‘ p—
e
33‘7 _ 27 6
lim =7 x 2° que é a derivada no ponto 2.
x—=2 T — 2

e Calcule a derivada de f(x) = 2™ no ponto x = a para m € N.
e Calcule a derivada de f(z) = /= no ponto x = 2.

Solugao: Deve-se calcular

5/ — /92
lim\/_i para x # 2.
=2 xr—2
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Fazendo-se £ = {/r e 1 = v/2 obtém-se

Vz—-vV2  &—n
r—2 -

reduzindo-e ao caso anterior. Obtém-se por meio do algoritmo de Ruffini

Logo,

L VT =V2 . E—n 1 1
lim —— = lim == —.
e=52 x—2 & —nd Byt 2yt
e Calcule a derivada no ponto z = a da funcao f(z) = Yz, m € N,

x>0, a> 0, pela definicao de derivada no ponto a.

2. Considere a equacio algébrica
apz™ + a1z '+t a,_1x+a, =0 (1)

com coeficientes em Z e seja p/q um racional com p primo com gq.
e Mostre que uma condigao necessaria para que p/q seja raiz da equacao
(1) é que p seja divisor de a, e ¢ divisor de ag .

e Quais nimeros p/q poderiam ser raizes da equagao
623 +102% — 32 +7=0.

e Dé uma condigao sobre ag e a, em (1) para que a equagao sé possua
raizes inteiras.

e Mostre, por meio do critério acima, que os nimeros v/'2, v3, v2+v3
sao irracionais. De modo geral, \/n + v/n + 1 nao é racional para n € N.

3. Dado um nidmero real positivo o e um nimero natural n, prove que

existe um unico real positivo x tal que z" = a.

Solugao: A unicidade resulta do fato de x e y sendo solugoes implica
que z = y". Dai tem-se x = y. A existéncia serd provada por meio
da construcao de um corte de Dedekind nos racionais como foi feito para

resolver 2 = a.
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Coloca-se em uma classe H' todos os racionais negativos, o zero e os
racionais positivos b/ tais que W' < a. Em outra classe H” todos os
racionais positivos h” tais que K'" > a. Note que H” é nio vazia. De
fato, coloca-se em H” todos os racionais maiores que 1 se « < 1 ese a > 1
coloca-se em H" um qualquer racional maior que o pois ()" > a? > «
se a > 1.

As classes (H', H") definem um corte em @, logo um par de classes
contiguas. Seja 8 o numero definido por 8 = (H', H"”). Sendo 0 € H’
resulta que 5 > 0.

Demonstra-se, a seguir, que 8 é a solucao de 2" = «. Considerando-se

0s nimeros nao negativos tem-se
n<p< R o que implica A" < " < R,

Por defini¢io de H' ¢ H” tem-se h'™ < a < h'™. Das desigualdades ante-

riores obtém-se
la — " < K™ —h"™
Do Exercicio 1, obtém-se
W= W= (B = BY(W T BT e BT R
Considerando em H” os nimeros que sao menores do que K, tem-se
W' — B < n K" — 1),

Sendo H', H” contiguos, dado € > 0, encontra-se h’ e h” tais que
€

n Kn-1

Portanto, para cada € > 0 tem-se |a — "] < e.

' —h <

4. Considere os nimeros reais positivos a < b. Define-se

b
alzvab, blza;_ s

b
az = v/ aby, b2=a1_2‘_ :,

ap—1+bn—1
an = v/ an—1bp—1, b, = %
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Mostre que
A:{al,ag,...,an,...} [§] B:{bl,bg,...,bn,...}
sao classes contiguas em R e definem um & € R tal que

\/%<§<a?+b-

Sugestao: (y/a —vb)? > 0. Dai vem 2vab < (a +b). Para todo n € N

obtém-se )
an =/ ap—1bp—1 < 5 (an—l + bn—l) =b,.

Note que a; = Vab > a pois b > a. Também obtém-se a, > ap,_1 ¢
by, < bp—1. Sendo by —ay = %(\/5 —Va)? < 3 (b—a), de onde obtém-se
b, —ap < %(b—a).

5. Dados os nimeros reais positivos a < b, define-se

1 2ab b a+b
alz = s 1:
D avs "
0 — 2a1by b _atb
2 al—i—bl’ 2 2 )

e por inducao define-se a, e b, para todon € N.

e Mostre que as classes
A= {al,ag,...,an,...} e B= {bl,bg,...,bn,...}
sao contiguas e definem o nimero £.
e Mostre que A possui um supremo S e B um infimo I, sendo [ = § = &.
Sugestao:

ab _ab<%(a+b)2:ﬁ:

ap=—=—<“FZ"— b
! a+b) b b1 by

Por inducao a,, < b,, para todo n € N. Também

1 1
a1:a<w>2a porque §(a+b)<b.
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Dai a, > ap_1 € b, < b,_1para n € N. Tem-se

1 b
b —ap < = (b— -7 ) <-
1 aq B ( a) porque (I( %( b)> a

pois a < (a+b)/2 < b.

Observagao - O numero a; denomina-se média harmonica de a e b, re-
presentada por My . O nimero (a + b)/2 denomina-se média aritmética e

vab média geométrica, denotadas por M, e M, Tem-se

My, < M, < M,

6. Dados os nimeros a; < r; , define-se

_a1+n

a2 2 ) T2 = /7102
Up = f: Tn = v/Tn—10n

para todo n € N.

e Mostre que

A=A{ay,a9,...,apn,...} e B={ry,ro,...,rn,...}

sao classes contiguas e definem um real &.
Sugestao: as = (a1 +r1)/2 > aj pois r1 > a, ag = (a1 +71)/2 < ry
e rg = 4/r1as < r1. De modo geral

ap < ap_1 € 1y >1r,_1 paratodo n € N.

Tem-se, também

ap + 171 r1 + a2 a + 17

ro —ay = m— 5 < 5 — 5

1 ( ) 1 [al + 7 ] 1 ( )
= - —_ = — — = — (r1 — .
5 (a2 —a1) =3 5 a| =55 (n—a

Dai resulta 7, —a, < 1/2" (r; — aq).
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Observagao - Esta sucessao é obtida quando calcula-se o nimero 7 pelo
método dos isoperimetros. Neste caso, considerando-se a; = 1/4 e
r1 =+/2/4, o nimero ¢ definido por A e B é 1/7-

7. Considere a sucessio (a,) de nimeros reais definida por

(-3 3) (- ).

Prove que (a,,) é convergente.
Sugestao: Tem-se an11 = an (1 — 1/2"*1). Sendo 0 < 1 —1/2F < 1,
k € N, resulta 0 < a,, < 1.

8. Considere a sucessdo (a,) de nimeros reais definida por
a1 = \/5, Gn+1 = V2+a, paratodo n €N

Prove que (a,,) converge e calcule seu limite.

Sugestao: Mostre que (a,) é crescente e limitada. Tem-se a3 < 2,
ag < 2,...

9. Calcule o limite da sucessdo a, = a"/n! sendo a > 0.

Sugestao: Seja m € N tal que a/(m + 1) < 1/2- Para n > m obtém-se:

n n

a a a a a

T mlmtim+2 T n

<

a™ <1>n—m ~ (2a0)™ 1
m! \2  oml 2n

10. Calcule o limite lim Q/Tﬁ com n € N.

n—oo

Sugestao: Ver Parte 1, Capitulo 3, teorema de Cesaro. Demonstrou-se

que

. . An+41
lim a, = lim
n—o00 n—00 (U

quando o segundo limite existe e a, > 0. Fazendo a, = n!/n" tem-se

va, =b, e
. An+1 . n n 1
lim = lim < > — .
n—oo  Qy n—oo \n + 1 e
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11. Prove que, se 0 < a < 1, entdo lim a® = 0. De fato, (a™) é
n—oo
decrescente e limitada, logo convergente. Do teorema de Cauchy, para

cada (1 —a)e > 0, existe n = ng(e), tal que

m

la™ —a"| < (1 —a)e paratodo par m,n > ng.

Esta condicao vale para n = m + 1 qualquer que seja m > ng. Logo
a™(l—a)<(l—a) paratodo m >ng

Como consequéncia do Exercicio 11 resulta que, se —1 < x < +1, entdo

lim |z|™ = 0.
n—oo

12. Considere as sucessoes (a,,) e (b,) definidas no Exercicio 4. Prove
que
£ = lim a, = lim b,.

n—o0 n—oo

Sugestao: As sucessoes sao mondtonas e limitadas.

1 4 13 40

37927 8177

Sugestao: Observe que o termo geral a,, é uma fragao cujo denominador

13. Calcule o limite da sucesséao

é uma poténcia de 3 e o numerador é a soma dos termos da fragdo anterior.

Assim
13 944 342 3P 4+3+1
27 33 33 33

14. Determine os valores aderentes das sucessoes

an = (—1)" % e b, = (—1)"

15. Examinar o comportamento das séries

n!
- (converge)

[ ]
s

8

a'ﬂ
— (converge para |a| < 1)
1n

n
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x ] €T n

o P E(aj +4> (converge para |z| < 4)
[e’e] wn

o nzl(—l) o (converge para |x| < 1).

16. Considere as séries

Mostre que a primeira diverge e as outras duas convergem.

17. Considere a série

Z[(n—ll)w—i-l_nxl—i-l]

n=1
e (alcule a reduzida S, .

e Mostre que a série converge para 1.

18. Mostre que se a sucessao (an), com a, > 0, é uma progressao

o0
aritmética, de razao r > 0, entdo a série > 1/a,, é harménica.
n=1

Sugestao: Seja a, = a+nr onde a >0 e r é arazao. Calcule a média
harmoénica de 1/(a+ (n—1)r) e 1/(a+ (n+ 1)r)
19. Considere a progressao aritmética (a,) do Exercicio 18 e a série, com

a1 > 0, dada por
1 1 1
+

+...+. +..
a1a92 a203 ap—10n
e Calcule a reduzida S,
e (Calcule lim S,.
n—oo
Sugestao: Observe que
1 1 ap—ag T

ag—1 Qg ap—10k ar—10k
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Dai
"oy 1 1 11
S GG
2 ap—10F ai a2 a2 a3
1 1 ) 1 I (n—1)
An—1 Qn ai an a1Gnp
Logo
-1
S:n , ap=a1+ (n—1)r,
a1Gn
portanto,
-1 1
STL = D) (n ) (§] lim STL = —
aj +ai(n—1)r n—00 ar

Aplicagao: Quando a, = n para todo n € N, obtém-se a série

1 1 > 1
+ﬂ+'”+(n—1)n+”':;n(n+1)’

—_
B
[\V]

estudada no texto. Sendo a; =1, r =1 e a soma da série 1.

20. Demonstrou-se na Parte 1, Capitulo 3 e, com outro método, no

Exercicio 19, que
= 1
S =t
n=1 n(n T )

Por meio deste resultado, obtenha a soma da série convergente
= 1
S L pen, pfixo
= n(n+p)

Solugao: Para descobrir o processo para somar esta série, experimenta-

se o caso p = 2. Note que a série converge pois é dominada pela série

o0
convergente > 1/n?. Assim para p = 2
n=1
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Se S, for a reduzida da série para p = 2 tem-se

25"_;__Zk+2

Reduz-se a segunda parcela ao caso p = 1 por meio da mudanca de varidveis
k+2=v+1. Se k=1, v=2e k=n, v=n+1 obtém-se

Y N R =t
k‘—l—2 k‘—l—l klk‘—l—l 2 n+1

Substituindo em 2 5,, , resulta

1 1
25, =3 ——— 4 - —
& ;k(k+1)+2 nt 1

reduzindo-se ao caso p = 1. Tomando limite obtém-se

> 1
_1 _ .

Suponha a igualdade anterior valida para p € N, isto é

1 1 1
kzzlk(kw) 2 p

Prova-se que vale para p + 1. De fato,

oo

;kk—mﬂ—l p+1kzzl< /<;+p+1)'

A soma parcial S, é

n

3

1
/c:lk7 k=1

1
E+p+1

(p + 1)Sn -

Fazendo a mudanca de variaveis k + p + 1 = v + p obtém-se

1 1 1
1 .
(p+1)Sn pzkk+p)+p—|—1 n+p+1



7.2. COMPLEMENTOS & EXERCICIOS 137

Tomando limite quando n — oo, valendo o resultado para p, tem-se

i L ! <1+1+1+ +1+L>
kzlk(k—l—p+1)_p—|—1 2 3 p p+1/

21. Dado o > 0, estudar a convergéncia da série

seno‘<z)—|—sem°‘<—gj )+~-+sena< - )+'~,
a a+1 a+n

o
sendo sen® (c%l) = (sen L) . Supoe-se

a+1

a>0, >0 e 0<£<z-
a 2

Solugao: O seno é crescente em [0, 7/2] e seus valores estao no intervalo
[0,1]. Logo

O<sen(L) <sen£<1 em (O,z).
a+n a 2

Para a > 1, 0 < sen® (ﬁ) < sen“ (%) < 1. Assim, tem-se que

sen —= < —L-. Portanto, a soma parcial .S, possui a propriedade

a+n a+n
1 1 1
o< (g4 o b ).
n < aa+(a+1)0‘+ +(a—|—n)a

(o]
(Sy) é convergente porque a > 1. Logo ) sen® <a+in> converge se a > 1.
n=1

Suponha 0 < a < 1. Sabe-se que

sen <a+in) .

T
a+n

lim
n—oo

Portanto, paran > m

sen(ain>>k‘<ain) para 0< k<1, k fixo.

Resulta que

sen® (—ZE >—|—sena (*ﬂj >+~-—|—sena< x >>
a+m a+m+1 a+n
L, ! b }
(a+m)*  (a+m+1) (a+n)el’

kaxa[
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que diverge pois 0 < a < 1. Diverge, também, paraa =0 e a = 1.

22. Processo de Cauchy e Cesaro para Séries - No estudo das séries

adotou-se o processo de Cauchy para definir a soma

o

S .

n=1
Relembrando, definiu-se para cada n € N a soma

n
Sn = Z Uf;
k=1

denominada soma parcial ou reduzida de ordem n. Quando esta sucessao

(Sy) converge define-se, segundo Cauchy,

(o]
E U, = lim S,
n—oo
n=1
o0
Todavia, ha outros processos para dar sentido ao simbolo ) w,, deno-
n=1

minado série de termo geral u,, .

Discute-se, no presente complemento, um processo para somar séries,
o

denominado médias de Cesaro. De fato, dada a série ) u, considera-se a
n=1
sucessao (S,) de suas reduzidas. Define-se uma nova sucessao (o) por

1
Unzﬁ(51+52+"'+5n)

denominada média de Cesaro.
o0

Diz-se que a série Y u, é convergente, segundo Cesaro, quando é con-
n=1
vergente a sucessao (o,,) das médias de Cesaro e escreve-se

o0
E u, = lim o,
n—oo
n=1
o
Casos hd em que Y u, nao converge segundo Cauchy mas converge se-
n=1

gundo Cesaro. Realmente dada a série

[e.9]

dD(-nt=1-14+1-..,

n=1
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tem-se Sop, =0 e Sop+1 = 1. Resulta que (S,,) ndo converge, provando
que a série nao converge segundo Cauchy. Por outro lado, considere a

sucessao (0,) das médias de Cesaro. Obtém-se

S1+S+--+8ym n 1

O2pn = = — = —,

2n 2n 2
- ST+ S+ Sy Soppr . m n I
2l = on + 1 m+1 2n+1 " 2n+1

[o¢]
Portanto, lim o, = % , provando que a série > (—1)"~! converge segundo
n—oo n=1
Cesaro, tendo-se
1-1+1—---=

)

N |

no sentido de Cesaro.
Note-se que (S,) converge para S entao (o,) converge para S. é con-

sequéncia do Critério de Cesaro (ver Cap. 3, Parte 1).

Histoéria: Indagando sobre esta soma infinita de parcelas
1-14+1—...

o monge italiano Guido Gandi, professor da Universidade de Pisa, Italia,
afirmava que esta soma valia 1/2- Isto aconteceu muito antes da defini¢ao
de convergéncia de séries formulada no século XIX. Ele justificava por um
processo intuitivo, nao matematico, como serd descrito a seguir. Dizia ele
que o nimero 1 representa uma pérola que certo senhor, ao morrer, deixou
como heranca para duas filhas, sob a condicao de cada filha guardar consigo
a pérola durante um dia e no dia seguinte entrega-la a outra filha que lhe
devolveria no dia seguinte. Este processo se repetindo alternadamente ad
infinitum. Deste modo ao fim de muitos anos tudo se passaria como se
cada filha possuisse a metade da pérola, isto é, cada filha seria dona de

metade da pérola. O monge concluia que

1
1—14+1—---=2=.
+ 2

Veja D. Struik - A concise history of mathematics, Dover Publications,
Inc. NY (1948) pg. 176-177.
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23. Calcule lim L ¢/(n+1)(n+2)...(n+n).

n—o0

Solugao: Recorde-se que do teorema de Cesaro, Parte 1, Cap. 3, obtém-se

. . Gp41
lim %a, = lim nt

n—00 n—00 (U

desde que o segundo limite exista. De fato, seja

an:% (n+1D(n+2)...(n+n)),

logo

Apt1 = ( (mn+2)(n+3)...(n+n)2n+1)(2n +2)].

n+ 1)n+1

Dai, obtém-se

any1  (2n+1)(2n +2) < n )2‘

an (n+1)2 n+1

Portanto,
a 4
lim a, = lim ntl _ 2.

n—00 n—00 (A, e

Ver B. Niewenglowski - Cours d’Algébre, Tome Premier, 1909, pg. 308,

proposto.

24. Considere m, n € N e a funcio f: R — R definida por

T 2 m
f(z) = "}E}noo (cos® n!mx)

com n € N arbitrariamente grande. Prove que f é a funcao de Dirichlet.

Solugao: e Suponha x um nimero racional p/q. Sendo n € N arbitrari-
amente grande, n!(p/q) é um inteiro, qualquer que seja p/q. Resulta que
se x for racional, entdo cos®(n!mz) =1 e f(z)=1.

e Suponha z um numero irracional. Entdo n!7wz nao é multiplo de ,
todavia, 0 < cos® n!mzx < 1. Logo, usando o Exercicio 11, resulta que
nliiq)lm(cos2 n!7x)™ = 0. Provando que f(z) = 0 nos irracionais. Entao f é

a funcao de Dirichlet.
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25. Considere a funcio f: R — R definida por

2
) sen®(n!7x)
=1
/(@) 1530 sen?(n!mz) + t2

n € N arbitrariamente grande. Mostre que f(z) = 0, se z racional e

f(x) =1, se x irracional. Logo 1 — f(z) é a fungao de Dirichlet.

26. Considere as funcoes

fa) 22 se xeQ, B
= i

! 0 se zeR-Q,
senx se x € Q, .
9(z) = x se r€R—-Q. (i)

Estas fungoes sao derivaveis em zg =07

9(z)—g(0)

Solugao: ii) Deve-se calcular lim para x racional e z irracional.

z—0
e Suponha z racional. Tem-se g(z) = senz, logo

tim 9@ —9(0) _ yy,, sonz
z—0 €T z—0 X

=1,

pois 0 é racional sendo g(0) = 0.
e Suponha zx irracional. Note que g(0) = 0 pois 0 é racional e g(z) = x

nos irracionais. Logo,

hmwzhmle
x—0 xX z—0 21

Logo, g é derivdvel em 2o = 0 e ¢'(0) = 1. Com o mesmo argumento

demonstra-se que f/(0) = 0.

2'7. Considere a funcio
sen se x € Q,
z? se r€eR-Q.

Mostre que h nao ¢é derivavel em zg = 0.
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28. Considere a funcao

COS X se x € Q,
h(z) =
22 se r€eR-Q.
Calcule limow parar e Q e x e R—Q.
x>

29. Mostre que a funcio f do Exercicio 26 é continua apenas em zy = 0.
30. Esboce os grificos das funcdo f, g e k dos exercicios anteriores.

31. Considere a fungdo f(x) = log(1 + ) para x € R e > 0. Escreva
a férmula de Taylor de f até a ordem n = 2 em xy = 0. Deduza que
log(1 + x) —  possui a ordem de 2, isto é, conclua que
72

|log(1+x) —z| < 5
Solugao: Tem-se f(z) = f(0) + f/(0)z + 5 f"(£)z> para todo
0 < £ < x. Fazendo as derivadas f’, f” e sendo £ = Az para 0 < 6 < 1,
obtém-se |log(l +x) — x| < 1/222.

32. Para z > 0 considere a série

rlogr (xlogr)? (xlogx)™

1 ..
T 91 nl

Mostre que converge em valor absoluto em (0,1). Qual sua soma neste

intervalo de convergéncia.

Sugestao: Faga o grifico da funcao z — xlogx em (0,1). Deve mostrar
que lir% xzlog x = 0, calcular os intervalos onde a funcao cresce e decresce.
r—
o
Deduza que |zlogz| < 1/e logo a série é majorada por Y k™/n!- A soma
n=1
da série é €187 = 27 em (0,1).
33. Mostre que f(x) = 2"(1—2)" para n € N e x € R estd nas condicdes
do teorema de Rolle em (0, 1). Calcule o £ do teorema de Rolle em (0, 1).

Sugestao: Examine a continuidade de f e calcule f(0) = f(1). Resulta
f (&) =0para0< &< 1. Logo & 11— 11 -2)=0eé=1/2:
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34. Seja f:[0,1] — Q. Mostre que se f é continua implica f constante.

Solucao: S uponha f continua mas nao constante. Resulta que se
f(xg) = k, existe 1 em [0,1] tal que f(z1) # k. Note-se que f(x1) e
k s@o racionais, pela definicao de f. A f é continua por hipédtese, logo
dado f(xo) < s < f(z1) existe 29 < § < z1 tal que f(§) = s. Isto é
contraditério porque s pode ser um irracional e f(£) é um racional. Logo

f é constante.

35. Esboce o grifico das funcoes

fl@)=vVae—[z]: g@)=(z—[a])® e h(z)=[z]+(z—[2])?
onde [z] representa a parte inteira do nimero real x.

36. Considere a fungdo f: (0,7) — {n/2} — R definida por

Calcule os limites laterais de f em 1/2-
Resposta: lim f(z)=-1 e lim f(z)=+1.
=3+ =5 —

n

37. Calcule li_}rn > =% por meio da definigdo de integral de Cauchy

21 .2
_ln—i-r

de f(x) = 1/(1 + 2?) no intervalo [0, 1].
Solugao: Decompondo [0, 1] pelos pontos

1 2 n—1

I<—<—-<---< <1
n o n

a soma de Riemann correspondente é

=207 () =X

Sendo f continua em [0, 1], f é integravel, logo

n 1
. n dx T
nh_)ngo E e R /0 52 arctgl — arctg0 = 1
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n
. . 1 _
De modo anélogo, prove que nll_}H(;lo 72:31 T+ = log 2.

38. Calcule li_>m Lin+1)(n+2)...(n+ n)]"™ por meio da integral
de f(z) =log(l + z) para 0 < x <1 (Veja Ex. 23).

Solucao: Considere a sucessao

o= [+ (D) (e )™

Este é outro modo de obter o limite procurado. Tomando log de ambos os

membros, resulta
n

log S :Z% log (1+%).
r=1

Da definicao de integral obtém-se

n 1
1 4
lim g — log (1 + Z) = / log(1 + x)dx = log — -
n—oo £~n n 0 €
Dai resulta lim S, =4/e-
n—oo

1 log 2z 4
Observagao - / log(1+2x)dx = / ze* dz = por partes = log — , com
0 0 e
a mudanga de varidveis z = log(1 + ).

39. Considere

si=2[G)+ () ()
Calcule lim S,,.

n—o0

Solugao: Obtém-se
Lo, g2 2 2
Sn=— (42 + 8 +12° +--- 4 (4n)*)

16

16 n(n+1)2n +1
R S LGRS ED))

- n3 6

Dali, resulta li_>m S, =16/3

40. Seja f: [a,b] — R continua e F uma primitiva de f. Calcule

%(/mf(s)ds—F(x)>, para a <z <b.
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41. Seja f: [a,b] — R continua. Mostre que, se

B
| fa)i =g - o?

para todo a < o < 3 < b, entao f(x) = 2z. A reciproca vale.
Sugestao: Considere § = x e aplique o teorema fundamental do Célculo.
42. Calcule a derivada em relacdo a = da funcio

sent

= ——dt
f@ = [ Trgan =>o

no ponto x = /4
xT
43. Calcule a derivada em relacdo a = da funcio g(z) = / cos” wtdt no
0
ponto = = 3.

44. Seja f:[0,1] — R continua e 0 < a < 3 < 1. Mostre que

B
lim (x —a)" f(z)=0.

n—o0 a

Sugestao: Aplique o teorema do valor intermediario para integral de Cau-

chy.

45. Determine f: [0,1] — R continua, tal que

1
/f(ozx)doz:nf(:n), paratodo 0<z <1
0

Sugestao: Faga a mudanca de variaveis z — ax e aplique o teorema fun-

damental do cdlculo para obter f =nf +nzf’, e dai f.

46. Considere a funcio f: R — R definida por

r se x irracional,

fz) =

0 se x racional.

Mostre que f é continua no zero mas nao é derivavel.
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47. SejaT': N = R a funcdo gamma, a qual é definida por

F(n):/ e 2" lda.
0

Mostre que a integral improépria converge.
Mostre que I'(1) = 1.
Integrando por partes deduza que I'(n) = (n — 1)I'(n — 2)

Calcule, pelas propriedades anteriores

o
/ e " 2° du.
0

Mostrar que as propriedades anteriores valem se em vez de N considerar

0s nuimeros reais positivos.

48. Considere f: [0,00) — R continua, com 0 < f(x) < M/z%, M >0

e « > 1. Mostre que a integral imprépria

/ f(x)dx converge.
1

49. Considere a funcio f: R — R definida por

f(z)= /05” sent dt. Calcule lim M .

1+1¢2 0 12

Sugestao: Aplique o teorema fundamental do célculo, a regra de L’Hospital

conclua que o limite é 1/2-

50. Seja f: R — R continua com derivada continua. Mostre que a

sucessao (0,,(n)) definida por

8 (n) = n[f(x + %) - f(:n)]

converge para f’(z). Considerando a mesma funcao f, mostre que

lim = [+ h) — f & — )] = 2f'(z).

h—0
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n(n+1)

2 ,  n € N. Mostre

91. Represente por S1(n) =1+2+---4n=

que

1
Sg(n):12+22+---+n2:6n(n+1)(2n+1).

Sugestao: Considere a identidade (k + 1) — k3 = 3k% + 3k + 1. Faca

k=0,1,2,...,n e some membro a membro. Como calcular S5(n) e Sy(n)?

52. Considere uma funcio f: [0,1] — R continua. Mostre que
lim lf:j(é) = /1f(:13)d3:
n—>oonk:1 n B 0 ’

53. Considere a sucessao (P,), sendo P, definido por

a a
Py =cosa-cos 5 -cos -5 - COS
2 2

2_n )
para todo n € N. Calcule lim P, .

n—oo
Resumo da Solugao: Sabe-se da trigonometria que

sen 2x

sen2xr = 2senx-cosTr OU Seja COST = .
2senx

Atribuindo a x os valores a, a/2, a/22,...,1/2" e multiplicando-se mem-

bro a membro as igualdades resultantes, obtém-se

a
sen2a  sen2a (27)

a a 9
+1 2a
27T sen on sen <2n>

P, =

cujo limite, quando n — oo, é sen(2a/2a)- Veja F. Frenet - Recueil
D’Ezercices sur le Calcul Infinitesimal - Gauthier Villars - 1949.

954. Seja p: R — R continua com derivada continua. Determine ¢, sendo
e0)=1 e

/ (t* +1)¢'(t)dt = —2xp(z) paratodo x> 0.
0
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55. Considere a sucessiao

nm
Sen xr
an, :/ dx
(n—1)mr T

para x > 0 e n € N, tal que o integrando ¢ igual a um no ponto = = 0.

Mostre que a série

o
E (—=1)"a, é convergente.
n=1
Sugestao: Observe que a,y1 = —a,, com a mudanga de varidveis

z = x — m na integral. Sendo a,, positiva ou negativa, —a, < a, . Portanto

(an) é decrescente. Tem-se, também,

(n+1)m sen (n+1)m dr (n+1)m dr 1
aTL = / dﬂ? < / I < / —_— =,
nmw x nmw T nmw nm n

para todo n € N. Logo (a,) converge para zero e como consequéncia,
[o¢]

a série alternada > (—1)"a, converge. Isto implica a convergéncia da

n=1
[es)
Sen xr
dx-
0 X

integral improépria
Integrais Improéprias e Séries Numéricas

56. Sers analisada a relacdo entre integrais impréprias de certas funcoes
f:[l,00) = R e as séries numéricas. O resultado a seguir é atribuido a
Mac Laurin (1742) e Cauchy.

e Considere f: [1,00) — R continua, positiva e decrescente, isto é, se
x1 < w9 resulta f(x1) > f(x2). Mostra-se, a seguir, que uma condicao

necessdria e suficiente para que a integral impropria floo f(x) dx seja con-

(o.]

vergente é que a série numérica Y, f(n) o seja. Acompanhar pelo gréfico
n=1

abaixo.
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Fig. 1

De fato, serao consideradas as fungoes escadas
g(x) = f([z]) e h(z) = f(Jx] + 1), onde [z] é a parte inteira de x.
As fungbes g e h s@o constantes nos intervalos
1,2), [2,3), ..., [N—=1,N), ...

como pode ser constatado geometricamente na Figura 1 acima. No inter-

valo n <x <n+41, tem-se

g(x) = f([z]) = f(n) e h(z)=f([z] +1) = f(n+1).

Resulta que g e h s@o integraveis em todo intervalo [1,b) com b < oo.

Sendo f decrescente obtém-se h(z) < f(x) < g(x) para todo z em [1,00).

/1Nh(:17)dx§/1Nf(x)d:n§/lNg(:E)dx

para todo N € N. Assim, encontra-se

N N n
/1 h(e) do = /1 i+ e =3 s,

que é a soma das dreas dos retangulos de altura f(n) e base igual a um.

Logo,

De modo andlogo obtém-se

N-1

N N
/1 g(z) dz = /1 fal)dz = 3 f(n).

n=1
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Portanto, para todo n € N obtém-se:
N N N—1
S o< [ ra@dn< Y fw. 0
n=2 n=1

o

Provando que ) f(n) converge se a integral imprépria floo f(x)dx con-
n=1

vergir e reciprocamente.

o0
Aplicagoes: (i) No estudo de séries analisou-se a série harménica | 1/n,
provando-se sua divergéncia. Por meio do argumento anterior ncTel Mac
Laurin-Cauchy, conclui-se este mesmo resultado, de modo simples. De
fato, a fungdo f(z) = 1/x é continua, positiva e decrescente em [1,00).

Logo,
> dx N da
/ — = lim — = lim log N
1 x N—oo 1 x N—o0
o0 o0
¢ divergente. Resulta, portanto, que a série > f(z) = > 1/n é diver-
n=1 n=1
gente.

0. ]

(ii) No caso da série de Dirichlet Y 1/n®, demonstrou-se, por meio de
n=1

penosos calculos, que ela converge se a > 1 e diverge se a < 1. Sera obtido

este resultado de modo simples por meio do critério de MacLaurin-Cauchy.
De fato, para f(x) = 1/z“ tem-se

0 4 N fvl—a 1
/ @ _ lim z7%dr = lim ( + >
1 T N—o0 1 N—ooco \1 — « a—1

Este limite é ﬁ, se a > 1 e diverge, se « < 1. Consequentemente, da

o0
desigualdade (MC), conclui-se que ) 1/n® converge se a > 1 e diverge se
n=1

a < 1. Para a = 1 diverge por (i).
(iii) Considere a progressao aritmética (a,), com a, = a+nr, a >0
e r >0 (veja Exercicio 18). Aplicando o critério de Mac Laurin-Cauchy,

o0
analise o comportamento da série » 1/a% para « € R.
n=1

Sugestao: Considere a fungao f(x) = 1/(a+7rx)® com 1 < z < oo,

a>0 e r>0.
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O método empregado neste complemento pode ser visto em: E. Haler-
G. Wanner - Analysis by Its History. Springer NY 1997.

Continuando a comparacao entre integrais impréprias e séries numéricas,
[o¢]

recorde-se que se a série Y a, converge, entao a sucessao (a,) converge
=1
o " ~ , .
para zero. Se fo f(x)dx converge nao é verdade que lim f(x) = 0,
T—r00

em gerall O exemplo a seguir mostra que floo f(z)dx é convergente mas
lim f(z) é diferente de zero. De fato, considere para cada n € N o inter-
T—00

valo

<n— (n—il)? n (n—il)2)

centrado em n e de amplitude 2/(n + 1) como mostra a abaixo.

va
B E
| /\_/\_ 777777777777777777777777777777777777
| | | J\ >
0 A 1 CD o F 3 n X
Fig. 2

A funcédo y = f(z) com x > 0 é a poligonal ABCDEF ... desenhada
na figura 2 acima. Os tridngulos possuem altura igual a um e como base
o segmento de comprimento 2/(n + 1)?, cujo ponto médio da base é o
nimero natural n, paran = 1,2,... . A &drea de um tridngulo genérico,
no ponto n, ¢é 1/(n+1)%?- Logo, a soma das dreas dos tridngulos que

compoem a poligonal y = f(z) é

> 1
;(n—kl)?’

a qual é convergente. Portanto, para cada & > 0 tem-se

3 © 1
/1 f(z)dx < ;7(714_ 2
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e f > 0 é poligonal. Logo a integral improépria floo f(z)dx é convergente.
Entretanto xll)ngo f(z) nao é zero, pois a altura dos tridngulos é constante
igual a um. (G. H. Hardy - A Course of Pure Mathematics, Cambridge
Univ. Press (1952), pg. 159, London).

Supondo-se uma hipdtese adicional sobre a funcao, mostra-se que
lim f(z) = 0. Precisamente, supondo que uma fungao f e sua derivada
?TEZjam integraveis em (0, 00), entao

(a) lim f(@) =L

(b) L=0.

De fato, por hipétese, vale o teorema fundamental do céalculo. Portanto,
dado 0 < z < oo, obtém-se

f(x) = £(0) + /0 " f(s)ds.

Sendo f’ integrdvel em (0,00), entao existe o limite de f qundo x — oo,
isto é

T—00

lim f(z)= f(0)+ /000 f'(z)dx = L.

O que mostra a afirmacao em (a).

A afirmacao (b), prova-se por redugao a uma contradicdo. Com efeito,
suponha L # 0. Para fixar ideia, seja L > 0. Dal, para cada € > 0, existe
K. > 0 tal que

L—e< f(z) < L+e, paratodo z > K.
Tomando € = L/2, resulta f(x) > L/2 para todo x > K. Logo,

r Lz — K
Flo)ds > L2 KD,
K. 2
o que implica f nao ser integravel em (0,00). Isto contradiz a hipdtese de
f ser integravel. Portanto, L = 0.
Finalmente, observe que, se f e f’ sdo integraveis em (—oo, +00), entao,

obtém-se de modo andlogo que, lim f(z)=0.
T—Fo00
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7.2.1 Nota histérica sobre Godfrey Hardy

Godfrey Harold Hardy (1877-1947), nascido em Granleigh na In-
glaterra, foi aluno do Trinily College em 1896. Atuou como professor da
Ozford University e visitou, de 1928 a 1929, Princeton University. Em
seu retorno a Inglaterra, ingressou, como professor, na Cambridge Uni-
versity, onde trabalhou até 1942, quando se aposentou. Contribuiu para
a teoria analitica dos numeros, principalmente com S. Ramanujan, jovem
matemético da India. Colaborou, também, com o matemético Inglés, J.
L. Littlewood e G. Polya, entre outros, com os quais publicou, durante
varios anos. Veja, por exemplo, G. H. Hardy, J. E. Littlewood & G. Polya,
Inequalities, Cambridge University Press (1952). Neste livro encontra-se
a famosa desigualdade de Hardy-Litlewood, na pagina 187, desigualdade

259, a qual afirma: se u e v/ pertencem a L2(0, 00), entao

( /0 @) < 4 /0 " u(e)ar) /0 "o @))%,

®/2sen (z seny —v), v = 7/3, a

exceto, quando u = ay(bzx), com y = e~
e b constantes. Neste caso tem-se a igualdade.
Seu livro dirigido ao ensino propedéutico é: G. H. Hardy - A Course
of Pure Mathematics, Cambridge Univ. Press (1908), primeira edigao.
Ha, em portugués, o belo livro: G. H. Hardy - Em Defesa de um
Matematico, Martins Fontes ed. Sao Paulo (2000), onde na primeira parte
é relatado, por Love, parte de sua histéria e na segunda, depoimento do

préprio Hardy.
57. Seja f: [a,b] — R continua. Entdo, existe £ em [a,b] tal que |f(€)] é

um valor maximo de f, isto é, M = |f(§)|. Mostre que

n—oo

b
tim {/ [ 7@ de = ma, 1)

Solugao Resumida: Tem-se |f(x)| < M para todo x € [a, b]. Dai, resulta

b
Jim ,"// F(2)| dx < M.
n—oo a

que
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Sendo M = |f(£)| méximo de f em [a,b], dado € > 0 existe § > 0 tal que
M —e < f(z) paratodo £ —0/2<x<&+6/2- Logo

£+3

b
(M &) s < / @) de < / (@) da

-4
Tomando a raiz n e o limite obtém-se para cada € > 0

b
M —e < lim "/ |f(z)|"dx < M.

n—o0

98. Considere a funcio f(z) = [¥] com z € R. Mostre que em cada

inteiro a derivada a direita é zero e a esquerda é +o0.
59. Dada a funcao
x
flay=| 1He
0 se z =0,

se x # 0,

mostre que a derivada a direita do zero é zero e a esquerda é um.

60. Considere a funcao

1
rarctg — se x #0,
f(@) = t

0 se x = 0.

A derivada a esquerda do zero é w/2 e a direita é —m/2-

[e.°]
61. Estude a convergéncia da série Y. ne™" pelo critério de Mac Laurin-
n=1

Cauchy. Veja Exercicio 56.

62. Mostre que lin% ¥ =1 para x > 0. Considere a funcao
Tr—r

se z >0,
1 se xz = 0.

Estude a derivada de f a direita de zp = 0.

1I\z
63. Calcule lin%) (1 + —) . Como sugestao aplique logaritmo.
r— T
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64. Considere a funcao

1 1 1
xsen — - sen T se w§é{0, —, n==l1, j:3,...},
nw

x
fla) = sen

0 se xe{O, 1 n:jzl,j:3,...}.
nm

Esta fungao é continua, pois lim f(x) = f(0) e lim f(z) = f(1/nn).
z—0 z—1/nm

Constata-se que f nao é derivavel em um conjunto infinito, enumeravel,

de pontos de uma vizinhanga do zero. De fato, para xg = 0 a derivada de

f é dada pelo limite

i L _ g 1 1
PR e S I
SENn E

que oscila entre +1 e —1 porque

—1 <sen 1 < +1.
sen —

h

1

Calcula-se a derivada nos pontos zp = 5.~ com n = +1,£2,... . De fato,

H G ) -1 =7 ()] -

1 [1 + nrmh nmw 1
— sen .sen ——— | =
h nmw 1+ nrmh se nm

ni
1+ nrmh

<1 + mrh) ( 1 nmw > < 1
—— ) (=sen ———— ) sen ————~—|.
nmw h 1+ nmh sen nm
1+ nmh
Aplicando L’Hospital, obtém-se

nmw
n————
1+ nmh

1 9
}lll_>mo 5 se —(nm)=.

Resulta, portanto, que para o célculo da derivada em 1/nm obtém-se:

1
lim — f

h—0 h (M) :

= —nm limsen ———— -
o nw

h—0 sen

1+ nrmh
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Note que, tomando h = 1/nm encontra-se uma infinidade de pontos em
uma vizinhanc¢a de xy = 0 onde o limite anterior nao existe, pois oscila
entre —nm e +nmw. Conclui-se que a fungao continua f nao possui derivada

em uma colegdo enumeravel de pontos.

Observagao - Os exemplos mais conhecidos de fungoes continuas nao
derivdveis em um conjunto de pontos, envolvem uma série de funcoes e a
nocao de convergéncia uniforme. Destaca-se o primeiro exemplo dado por

Weierstrass. Ele considerou a fungao
[e.e]
flx) = Z b1 cos(a" ! )
n=1

com 0 < b < 1 e a um inteiro impar. A série converge uniforme-
mente em qualquer intervalo da reta R, logo sua soma f é continua. Se
ab > 1+ 37/2 prova-se que f nao é derivavel em ponto algum. Consulte:
E.C. Titchmarsh, The Theory of Functions, Oxford University Press, 1932,
pg. 351-353. Outro exemplo elementar foi dado por Van Der Waerden, a

saber. Considere a fungao

o0 n—1
fla) = Z % )

n=1
onde [10""!z] é a parte inteira do niimero real 10"~! z. Novamente a
convergéncia uniforme da série implica continuidade da f. Entretanto f
nao é derivavel. Consulte: F. Riesz and B. Sz Nagy - Functional Analysis,
F. Ungar Pub. Co., NY, 1955, pg. 4-5. Em ambos os exemplos emprega-se
o teste de Weierstrass para concluir a convergéncia uniforme e consequente
continuidade da fungéo f dada por meio da soma da série.

O exemplo do texto ndo envolve convergéncia uniforme e nao informa

de modo preciso sobre continuidade e derivabilidade como Weierstrass e
Van Der Waerden. Os pontos de nao derivabilidade formam um conjunto
enumeravel. Todavia, é simples e pode ser ensinado nos primeiros passos da
Analise Matematica. Ele foi proposto por Stoltz em seu livro Fundamen-
tos de Calculo Diferencial e Integral, 1893, Vol. I, pg. 233. Encontra-se,
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também, em E. Pascal - Exercizi Critici di Calcolo Differenziale e Integrale,
Ulrico Hoepli - Milano, 1909.

65. Determine a funcdo f: R — R continua e satisfazendo a equacio
f(s+1t)= f(s)+ f(t) paratodo s,t¢eR.

Sugestao: Considere, inicialmente, os inteiros positivos, a seguir os nega-
tivos e finalmente os racionais. Encontra-se f(x) = ax para todo x € R e

a constante.

Observagao - Uma fungao real com valores reais que satisfaz as condicoes:
f(s+t)=f(s)+ f(t) e f(As) = Af(s) com A, s € R, é denomina-se linear.
Mostre que, se f é continua, e satisfaz a condigao f(s+t) = f(s) + f(t),

entao f é linear.

66. Determine f: R — R continua e positiva tal que

f(s+1t)=f(s)- f(t) paratodo par s,tecR.

Sugestao: Sendo f > 0 aplica-se log, em ambos os lados da identidade
acima: logy f(s +t) = logy f(s) + logy f(t). Fazendo log, f(t) = ¢(t)
resulta da igualdade anterior que ¢(s+1t) = ¢(s)+ ¢(t). Do Exercicio 65
obtém-se p(x) = ax para todo = € R, sendo a constante. Da defini¢ao de
o, resulta que log, f(x) = ax, isto é f(z) = b**. Tomando b = e, base

Neperiana, resulta

f(z)=e* ou f(x)=e" paraa=1.

67. Determine uma fungdo f: ]0,00[— R continua tal que
f(st) = f(s)+ f(D).

Sugestao: Fazendo as mudancas de varidveis s = a® e t = a” para a > 0,
obtém-se f(afa") = f(a®) + f(a"). Tomando (&) = f(af) resulta que
e(€+n) =)+ ¢(n). Logo ¢(§) = A¢ para todo £ € R e A constante.
Assim, tem-se ¢ = log, s ou ¢(&) = A log, s. Logo, p(&) = f(a%) = f(s),

e consequentemente

f(s)=Alog,s paratodo se€R.
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Note que se a = e entdo ¢(s) = A log s.

Observagao - Nao se estd definindo logaritmo nem exponencial. As

equacoes funcionais caracterizam estas funcoes.

68. Demonstra-se que e = lim (1+1/n)".
Dai resulta que a fungao x j_e)godeﬁnida de R em R pode ser obtida por
meio de um limite de fungoes continuas. De fato, obtém-se
e’ = lim <1 + f)n.
n—00 n
No que se segue, demonstra-se que a funcao logaritmica x — log x definida
de ]0,00[ em R, também pode ser obtida por meio de um limite de uma

sucessao de fungoes continuas. De modo preciso, serd provado que
logz = lim n ({VE— 1)
n—oo

para todo x real positivo. Com efeito, seja f'(x) = a® para =z > 0 e
a > 1, entdao f é crescente, continua e f(0) = 1. Considerando-se f(n) e
f(n+1) para n €N, isto é, a” e a™, vé-se que os pontos (0,1) e (n,a™)

estdo no grafico de f

Fig. 1

e determinam uma corda neste grafico cuja inclinagao é

n
-1
tgen:an )

como se observa na figura 1 acima. Note que sendo a > 1 a funcao a”

é crescente. Analogamente, se os pontos (0,1) e (n + 1,a"*!) estdo so-
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bre o grafico de f, entdo obtém-se tg 6,41 = (a"™' —1)/(n+1), com

tg 6,41 > tg 0, pois a fungao é crescente. Assim, para todo n € N tem-se

a*—1 o™t -1

<
n n+1

(1)

Considere a corda com extremos em (m,a”) e (n+1,a"!), cuja inclinacio

n+1

a — a" é maior que tg 0, isto é,

a —1

<a"(a—1) com a>1 (2)
n

Seja (uy,) a sucessao definida por
un:n(%—l) com a > 1.

Note que os termos dessa sucessdo: a — 1, 2y/a — 1, 3/a — 1,... sado posi-
tivos. Além disso,

e (uy,) é decrescente, pois

Upy1 — Up = (n+1)("+\1/5—1) —n(%—l).
Fazendo a'/™("*+1) = b obtém-se

Unt1 — Up = (n+1)(B" = 1) —n(®" ™ - 1) <0

pela desigualdade (1). O que conclui-se (u,,) decrescente.
e (uy) é limitada inferiormente. De fato, seja C' = {/a > 1. Da desigual-

dade (2) resulta
cr—1

<C"(C—1).
Sendo C™ = a, obtém-se

a—1

a_1<a({75—1) ou T<n(%—l)<u1:a—l,

para todo n € N. Portanto, (u,) é decrescente e limitada inferiormente

por (a — 1)/ a- Logo, convergente e, portanto, define uma funcao

¢(a) = lim n({a—1)

n—oo
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sendo (a —1)/a < ¢(a) <a—1, com a > 1. A extensao da definicao de
¢, quando 0 < a < 1 é dada por: sendo 0 < a < 1, entdo b = 1/a > 1.
Assim, V/b=1/%/a > 1. Logo

_1>:M

1
Uup =n(va—1) =n(—r= > 0.
Tem-se
1-Vb—-1
—uy = n(n—\/\/g_) converge para ¢(b) = p(1/a),

pois b > 1 e /b converge para 1. Logo, para 0 < a < 1, resulta que
lim u, = —p(1/a). Define-se ¢(a) = —¢(1/a) para 0 < a < 1.

n%ol%ara a=1 e u, =0 com n € N. define-se p(1) =0. Portanto, ¢ é
definida para todo real x > 0 por ¢(z) = nlggon (¥/x —1). Prova-se que
p(ab) = p(a) + ¢(b), para todo a e b reais positivos. De fato,

p(ab) = lim n<%— 1).

n—oo

Sendo Vab—1= ({/a—1)(Vb—1)+ Ya—1+ Vb—1 ou
n(Vab—1) =n(Ya—1) +n(Vb—1) +n({a —1)(Vo—1)
obtém-se, tomando limite quando n — oo, que ¢(ab) = p(a)+p(b). Sendo
 continua, ¢ é a funcao logaritmica. Assim, obtém-se
logx = lim n ({Z/:E— 1)

n—oo

porque a solugao do Exercicio 67 é tnica a menos de constante.

69. Considere a funcio homogrifica

3+ 2x
24 x

para x € R.

fz) =

Sua restrigdo a N é a sucessao (u,) definida por u, = (3+2n)/(2+n)-

Mostre que
n

1

“"‘“02;(k+1)(k+2)’
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deduzindo que
$ 1
— (k+1)(k+2) 2

Sugestao: Considere uy —ug_1 = 1/(k+ 1)(k + 2), e adicione de k=1

a k = n para obter o resultado.

70. Dada a funcéo f: R — R definida por

Zk: +ka—z)> com a>0,

calcule o ponto de minimo de f.
Resposta: z=m+a(2n+1)/3-

71. Considere f: [0,1] — R uma funcgao continua. Defina a sucessio (f,)

do seguinte modo:

fi(@) = f(@), fan(z /fn ds para n € N e z € [0,1].

(i) Mostre que f, é continua em [0, 1].
(ii) Integrando por partes, calcule fa, f3 em funcao de f.

(iii) Mostre, por indugao, que
xr
Foii(@) = / (x — )" f(s) ds.
0

72. Determine os valores de ¢ € R nos quais as séries

o o

e Yo
convergem simultaneamente.

73. Mostre que

Zn:kxk B n$n+2_ (n+1)xn+1 T+ '
a (1—xz)?
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Estude o limite quando n — cc.

Sugestao: Considere a progressao geométrica
Po=x+x>+-- 42"
Calcule a soma e derive membro a membro. Pode, também, ser provado
por induc¢ao, dando mais trabalho técnico.
74. Seja f: R — R uma funcio continua com f >0 e a > 0.

(i) Calcule
lim L/ s f(s)ds

z—0 % 0

(i) Considere a funcao

Y

— [ s f(s)ds se x>0,
y(e) = f /0

- [0 se  z=0.

Mostre que y é solucao da equacao
zy' () + ay(z) = f().

G. Gilormini - Mathématiques - Masson - Paris 1981.
75. Considere a funcao f(x) = log(3* — 1), definida para z > 0. Calcule

/2 dx
1 1 =377

Sugestao: Derivando f, tem-se f'(z) = log3/(1 — 3%). Portanto, f é

uma primitiva do integrando. Obtém-se para valor da integral log2/log 3 -

76. Considere a funcio f(z) = =22 para z € [-1,0) U (0, +1].

T

Mostre que f nao é derivavel em zo = 1. (Encontra-se —o0).

77. Considere a funcio h(z) = log f(z), sendo f a funcdo do Exercicio
76. Calcule a derivada de h no ponto xg = 1.
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Sugestao: Note que

hx) = h(1) _log f(x) —log f(1) flz)—f(1)

z—-1 f(a) - f(1) z—1

O limite do primeiro termo é 1, e do segundo é —oo. Logo, nao é derivavel

em xg = 1.

78. Seja f:[a,b] — R continua e f > 0. Se existir a < ¢ < b tal que
f(e) >0, entao

/abf(x)dw > 0.

Resumo da Solugao: Sendo f continua em [a,b] e f(c) > 0 para
a < ¢ < b. Entado, existe uma vizinhanga V. = (¢ — §,¢ + J), para § > 0,
contida em (a,b) tal que f > 0 em V. (Por qué?). Logo,

c+4§
/ f(z)dx > 0.
c—§

Sendo f > 0, obtém-se
b c+d
[s@arz [ @ae>o
a c—§

79. Considere a funcao

V1 — 22 para 0 <z <1 racional,

11—z para 0 <x <1 irracional.

fz) =

Verifique que

se —<r< — com n €N,
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é integravel. Calcule sua integral.

Observagao - A fungdo f possui uma cole¢do infinita e enumeravel de

descontinuidades mas é integravel. Por qué?

81. Considere a funcio f: R — R definida por

f(z) = A1 eM" 4+ Age®™® + ... + A, e

onde n é um natural fixo e a1, a9, ...,a, sdo nimeros reais dois a dois dife-
rentes. Prove que uma condicdo necessaria e suficiente para que
f(x) =0, paratodox € R, é que 41 =Ay=---=A, =0.

Sugestao: Considere f e suas derivadas nulas para todo x. Encontra-se
um sistema linear e homogéneo. O determinante do sistema reduz-se a um

determinante de Wandermonde.

Observagao - O determinante de Vandermonde foi por ele calculado para
n = 5 e o caso geral por Cauchy quem propés o Exercicio 81. Na linguagem
dos dias de hoje, o exercicio diz que a colecao finita de exponenciais é

linearmente independente.

82. Aplicando o critério da integral, mostre que

= 1
Z —————— Dbara k€ER,
= n(logn)*+

converge, se k > 0 e diverge, se k < 0.

83. Considere f: R — R definida por f(z) = (1+z)* com g um nimero
real. Escreva a férmula de Mac Laurin para f e analise o comportamento

do resto R,, quando n — oc.

Solugao: Derivando sucessivamente obtém-se para a derivada n-ésima

f(n)(x) = ,u(,u - 1)...(# —n+ 1)(1 +x)u—n

F0) = plp—1).. (n—n+1).
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Assim, a férmula de Mac Laurin é dada por:

-1
(1+x)“:1+,ux+%x2+---+
-1)...(p—n+1
p(p —1) nfu ) oy Ry a(2).

Considerando a série de termo geral

pp—1)...(p—n+1)

Up = - T
n 1-2--.n
tem-se
. Un+1 . n—n
lim = lim |z| = |x|.
n—oo | Uy n—oo|n + 1

o0
Logo, se |z| <1 asérie > wu, é convergente. Se |z| > 1 a série diverge,
n=1
nao tendo R,41 com limite zero. Dali, afirma-se que: se —1 < a < +1,
obtém-se lim R, i(x) =0 para todo —1 < x < +1. De fato, o resto de
n—oo

Cauchy é dado por
P .
Rt = (1= )" g = 1) (= m) (14 6)" "

com 0 < 0 < 1. Escreve-se sob a forma

_pp =) (=) g por( L=0\"
1 = ! # (14 ba) <1+93;)'

Tem-se, assim, que

—1)... (u—
L )n' (=n) nt1

é o termo geral de wuma série absolutamente convergente para

|z| < 1. Portanto, seu termo geral v, — 0 em —1 < z < +1. O fator

(1+60x)#=1 ¢ limitado para |z| < 1, pois |14 6z| < 2. Tem-se ‘114__901 <1

se —1 <z < +1, logo li_r}n Ryy1 = 0 uniformemente em —1 <z < +1.
n [e.e]

Dai, obtém-se a série

—1)...(p—n+1
I+a)=14pr+—-F—x +---+“(“ ). (p ”+)xn+...

1.2 1-2---n
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convergente em valor absoluto em —1 < z < +1. Logo, considerando —z

em lugar de x obtém-se

—1
(1—x)”=1—uw+%m2+---+

—1)...(u— 1
(—1)" p(p —1) '(u ntl) om
n!
que converge absolutamente em —1 <z <1 e p real.

84. Mostre que a funcdo valor absoluto ¢t — lt|, de R em RT, o con-
junto dos numeros reais positivos, € limite uniforme de uma sucessao de

polinémios em ¢.

Solucao: De fato, pelo Exercicio 83, tomando z =1 —t> e pu = %,

obtém-so
=T (=) =1 (112>(1—t2)+ <1é2>(1—t2)2—--- ,

convergente para |1 — t2| < 1, onde

<u> pp—1)...(k—n+1)

0
" T 5..m para f € e <n>

A série anterior converge para —v2 < t < ++v/2. Resulta que se P, é o

polinémio

Pu(t) =1~ <1i2> (1-t%)+ (1;2) (1= t)2 4 ()" <1/2> (1- )",

n

com —v2 < t < +v2, conclui-se que para cada ¢ > 0, existe

ng = np(e), tal que
‘|t| — Pn(t)| <e paratodo n>mng e —V2<t<+V2

Aproximacao de Funcgoes Continuas por Poligonais

85. No presente complemento serd descrito o processo de aproxima-

¢ao uniforme de fungoes continuas em intervalos fechados por poligonais.
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Inicia-se, portanto, definindo a nocao de funcgdo poligonal ou poligonal
simplesmente. De fato, diz-se que uma fungao f: [a,b] — R é uma fungao
afim, quando f(x) = a + Bz, com «, B pertencentes a R. Quando o = 0
a fungdo afim denomina-se fungao linear, ver Exercicio 65. Uma funcao

f: [a,b] = R denomina-se uma poligonal, quando existe uma parti¢ao
a=ro <11 < < Tp_1<xp=0>

do intervalo fechado [a, b], tal que f restrita a cada subintervalo [zj_1, xf]

é uma funcao afim.

Proposicao 1 - Suponha f: [a,b] — R continua e positiva. Entao, para

cada € > 0, existe uma poligonal p: [a,b] — R, tal que

|f(t) —p(t)] <e paratodo t € [a,b]

Demonstracao: Se f: [a,b] — R é continua, ela é uniformemente continua,
veja Teorema 4.5 (Heine-Cantor), Parte 1. Resulta que para cada ¢ > 0,
existe 6 = d(e) > 0, tal que

|f(s) — f(t)] <e paratodo par s,t € [a,b] com [s—t] <.
Considere n € N, com n > (b—a)/d e a particao
a=r1 <3< < Tp_1<xp=0">

definida pelos pontos xp = a+ k(b —a)/n para k=1,2,...,n. Para esta

particao, obtém-se

b—a

Tp — Th—1 = <6 para k=1,2,...,n.

A seguir constréi-se a poligonal p: [a,b] — R, da Proposigao 1. De fato,
considere o segmento de reta com extremos nos pontos (rg_1, f(zk—1)) e
(zk, f(xg)) do grafico de f para k=1, 2,...,n. O coeficiente angular da
reta suporte deste segmento é

fzy) — f(zp-1)

tgOp_1 = P
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Define-se a poligonal p: [a,b] — R por:

p(t) = flag—1) + (t —xp_1)tglp_1 em x <t <my

com k = 1,2,...n. Dai, obtém-se que p(zx_1) = f(ap_1) e
p(xk) = f(zk). Substituindo tg6f_1 por seu valor, resulta que

T — t t— tk—l
pt:f$k—l 74’,}033197
(t) = f( )xk_xk—l ( )xk_xk—l
para todo 1 < t < xr e k = 1,2,...,n. Note que, tomando

A =xp —t/(xg —xp—1) com 0 <\ <1e

resulta que p(t) em xp_1 <t < x} é uma combinagao convexa de f(xg_1)
e f(xg). Portanto, para xp_1 < t < zk, p(t) estd compreendida entre
f(xe—1) e f(xp).

Verifica-se, a seguir, que a poligonal p, definida anteriormente, apro-
xima a func@o f nas condigbes exigidas na Proposicao 1. De fato, p(t)
estd entre f(xg_1)e f(xg) parak =1,2,...,nexp_1 <t < x. Sendo f
continua, existe zx_1 < s < xj tal que f(s) = p(t), cf. Teorema 43, Parte
1. Portanto, dado € > 0, existe 6 = d(e) > 0, tal que

Lf(&) =p@)] = |f(t) = f(s)] <e para [t —s] <|zp — 21| <0
Assim, para cada € > 0, existe § = d(e) > 0 tal que

|f(t) —p(t)| <e paratodo t€ a,b.

86. Os complementos anteriores serdo empregados para demonstrar um
resultado fundamental da Anélise Matematica conhecido sob a denominacao
de Teorema de Aproximagao de Weierstrass. H& vérias demonstragoes
deste resultado. A que se segue, muito simples e bonita, deve-se a H. Le-
besgue - Sur lapproximation des fonctions - Bull. de la Soc. Math. de
France, 2° série t. XXII (1898).
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Teorema de Weierstrass. Seja f: [a,b] — R continua. Entao f é limite

uniforme em [a, b] de uma sucessao de polindmios.

Demonstracao: Sendo f continua em [a,b], é uniformente continua.
Logo, pelo Complemento 86, é uniformemente aproximada em [a,b] por

uma poligonal p. Constréi-se p em zp_1 <t < xp obtendo-se
p(t) = fzr—1) +tgOr_1(t — vx-1)
para k=1,2,...,n. Ponha tgf; 1 = 2C;_1 e observe que

t—Tr_q se Tr1 <t <xp,
[t — p—1] + (t — zp—1)] =

DN | =

0 se t > xp.

Portanto, a poligonal p escreve-se explicitamente sob a forma

p(t) = 3 Flana) + 3 Cooa(Jt = anal + (=25 1))
k=1

k=1

n
que é a representacao de Lebesgue da poligonal p. Fazendo C = > f(zx—1)
k=1
obtém-se

n
p)=C+Y Ciy (yt S xk_1)>
k=1
para todo t € [a,b]. Note que sendo f continua no intervalo fechado [a, b]
nao é restritivo admitir-se que f é positiva. Para demonstrar o teorema
¢é suficiente provar a aproximacao uniforme da funcao valor absoluto por
polindmios. De fato, suponha que dado ¢ > 0 exista um polinémio Py_1(t)

tal que

3

‘|t—$k_1|—Pk_1(t)‘ < para a <t <b.

n| max Cy|

Dai obtém-se

n
ZCk_l‘\t—xk_l\ —i—(t—xk_l)‘ <e para a<t<b
k=1
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ou

n n
‘ZC’k_ﬂt — x| — ZC’k_lPk_l(t)‘ <e para a<t<hbh
k=1 k=1

Da expressao da poligonal p, obtendo-se

‘p(t) -C - Z Cr_1(t —wp_1) — Z Ck—lpk—l(t)‘ <e
=1 P

para todo a <t < b. Assim, o polindmio

g(t) =C+ > Cror(t — ap1) + > Coo1 Peor(t)
k=1 k=1

é tal que

Ip(t) — q(t)| < e paratodo, a<t<b.

Porém, da aproximacao de f, por poligonal p, tem-se
lf(t) —p(t)| <e, paratodo a<t<b.
Destas duas desigualdades, resulta que
|f(t) —q(t)| < 2e, paratodo a<t<b,

obtendo-se a aproximagao uniforme da f em [a, b] por polindmios.

Resta demonstrar que |t — x| é aproximada uniformemente por po-
linémios para a < t < b. De fato, quando zr; = a ou =z = b tem-se
os polinémios ¢t —a e t — b, nada a demonstrar. Suponha a < x; < b e
considere a mudanga de varidveis s = (t—zx)/(b—a)- Quando
a <t <b, resulta —1 < s < +1. Logo é suficiente provar que a funcao
s — |s| é uniformemente aproximada por polinémio em cada intervalo
fechado contido em (—1,+1). Este resultado foi provado no Exercicio 84.

A demonstragao acima é uma adaptagdo das idéias contidas em J. Ab-
delhay - Curso de Andlise Matemdtica, Vol. III, Editora Cientifica, Rio de
Janeiro, RJ (1955), pg. 178-180.
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...%0 niimero 7, o qual, embora irracional
para as mentes sublunares”...

(Umberto Ecco)

8'7. No Capitulo 1 da Parte 1 foi estudado o método de isoperimetros para
definir o nimero 7, por meio do corte de Dedekind. Consulte, também,
Exercicio 6. No que se segue, transcreve-se uma demonstracao simples de
que 7 ¢ irracional. Ela é devida a Ivan Niven, publicada no Buletin do
AMS, Vol. 53, NY 6, pg. 509, June 1947. (Autorizada a publicacio neste
livro - AMS - 2003).

Suponha que ™ = a/b, quociente de inteiros positivos. Cansidera-se os
polinémios

x"(a — bx)"

fla) = ——
F(x) = f(z) = fP(x) + fP(a) — - = (=1)" fC)(2)

sendo f (j)(a;) a j-ésima derivada de f calculada em x e o inteiro positivo
n sera especificado posteriormente. Desde que n!f(z) possui coeficientes
inteiros e termos em x de graus nao menores que n, f(x) e suas derivadas
f(j)(x) possuem valores inteiros em x = 0, e também, para x = a/b =7

sendo f(x) = f (a/b— x). Por célculos simples, obtém-se

%{F'(:p) senz — F(z)cosz} = F"(z)senz + F(z)senz = f(z)senw,

/OW f(z)senxdr = {F/(x) senx — F () cos x];r = F(m) + F(0). (1)

Note que F(7)+F(0) é um inteiro desde que f9)(x) e fU)(0) sdo inteiros.

Porém, para 0 < z < 7 tem-se

™"a

n!

n

0 < f(z)senz <

Logo a integral (1) é positiva e arbitrariamente pequena para n suficiente-
mente grande. Resulta que (1) é falsa e a hipdtese que 7 é racional também

é falsa.
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88. Sejam a e b reais positivos. Mostre que

n—o0

al/m + bl/m m
lim <f> = \/%, onde m € N.

1/m

Solugao: Fazendo a mudanca de varidveis u = <a + bl/m> / 2 deve-se

provar que

lim u™ = Vab.

m—0o0

De fato, note que

u" = [(1 +u— 1)1/(“_1)]m(u_1) e lim (u—1)=0.

m—0o0

1) 1/(u—1)

Logo, li_I)n (1 + u — = e. Resta apenas calcular o limite
m o

lim (u — 1)m. Aplicando o teorema do valor médio as fungoes x — a” e

m—r0o0
x —b" em [0,2) que

a® =14 (a% loga)r e b* =1+ (b logh)z,

com 0 < 6 < 1 representando duas diferentes constantes. Calculando em

x = 1/m, obtém-se

" =1+ (ae/ loga) — e b/ =1+ (be/ logb> —-
m m
Dai resulta
1/m 1/m
b 1 m m
L R, 1lm=-= (ae/ loga+b9/ logb> .
2 2
Logo,
1/m 1/m
b
lim (4 - 1>m — log V/ab.
m— 00 2
Portanto,

al/m + bl/m m
lim <f) — losVab — /g

m—0o0
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[o¢]
89. Considere uma série de termos positivos > u,. Quando aplica-se o
n=1

critério de Cauchy e obtém-se lim ““*L = 1 nada pode ser dito sobre o

n—00 n
comportamento da série. Considere a sucessao (a;,) definida por

Up+1 1 Up,
Un, 1+ Qp, Un+1

Encontra-se um novo critério de convergéncia, o Critério de Raabe-Duhamel

afirmando que:

o0
e Se nay, = n(ﬁ — 1) >k>1 entdo Y u, converge.

n=1
o
— U ~ s .
e Se na, = n(ﬁ — 1) <1 entao a série nE—l u, diverge.

Note que o critério apoia-se na sucessao N dos naturais, isto é, (n). De
modo geral considera-se uma sucessao (\,) de nimeros reais positivos e

obtém-se o Critério de Kummer que afirma:

(0.]
U - , .
e Se A\, —— —Xyy1 >0 >0, entdo a série Zun converge.
Un+41 —
n=1
U, — 1 S
e Se \, —At+1 <0 e Z — diverge, entao a série
Un+1 ne1 \1
o
E uy, diverge.
n=1
Demonstra-se o Critério de Kummer:
o Se A\, uuil — Ant1 > 0 >0, entao
)\nun - )\n—l—lun—i-l > 5un+l . (1)

Dai resulta que 0 < A\ppiunt1 < Apup, € decrescente e limitada inferior-
mente, logo (A,u,) é convergente. Note que
n

Sn = ()\nun - )\n—l-lun-l—l) = )\1@1 - )\n—i-lan—i-l .
k=1
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Da convergéncia de (A,uy,) resulta a convergéncia das reduzidas (S,) e

portanto a série
o0
§ (Anun_‘An+1un+1)
n=1

[e.e]

é convergente. De (1) obtém-se que a série Y u, é convergente, pois §
n=1
nao depende de n.

o0

e Suponha Ajuy/tny1 —App1 <0 e Y 1/X, divergente, entao (Apuy)
n=1

é decrescente, mas com termos positivos. Seja a tal que a < Apu,, isto

(0.] o0
é, u, > a/\, - Resulta que Y u, diverge porque > 1/\, diverge.
n=1 n=1
Note que o Critério de Raabe-Duhamel resulta do Critério de Kummer,

considerando-se A, = n. O critério de Kummer nao é muito pratico pois
depende da escolha da sucess@o (A,). Assim, emprega-se, com frequéncia,
o de Raabe-Duhamel quando falha o de Cauchy, ou da razao. Na pratica
considera-se o limite quando n — oo que é equivalente as limitagoes exigi-

das.
Exemplos: (1) Estude a convergéncia da série de termo geral

1-3-5--(2n—1)
Yn =TT o
Obtém-se n(up/unt1 —1) = Bn+2)/[2n+1) —1] = n/2n+1)- O

limite é 1/2- A série diverge pois o limite é menor que 1.

(2) A série de Dirichlet de termo geral u, = 1/n® com « € R foi estudado
com o teste da integral de Mac Laurin-Cauchy e por célculos direto para

obter a reduzida de ordem n. Com o critério de Raabe-Duhamel, obtém-se

n(uzl _ 1) :n<(”:7al)a _ 1> :n<<1+%>a - 1).

Note que
<1+l)a—1+ ) [ ) R
n/ 1) n 2) n?

Portanto, lim n (up/un+1 —1) = a. Assim, se @ > 1 a série converge e
n—o0

a < 1 diverge.
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(3) Considere a série de termo geral u, =n!/[A+1)(A+2)...(A+n)]-

Para quais A a série converge?

(4) Considere a série de termo geral u,, = e~ (1T1/2++1/n) /pe - Converge

para a > 0 e diverge para o < 0.

Sugestao: Aplique o Critério de Raabe-Duhamel e desenvolva e!/("+1) ¢

(1 +1/ n)a fazendo os produtos dos primeiros termos.

Evolugao do Conceito de Integral - Henri Lebesgue
(1875-1941)

90. No Capitulo 6 foram analisados os conceitos de integral segundo
Cauchy para fungoes continuas e de Riemann-Darboux para fungoes limi-
tadas. Note que é fundamental, neste contexto, a relacao entre os conceitos
de integral e derivada. De modo preciso, as condigoes sobre a funcao f e
sua derivada para que seja valida a férmula de Newton-Leibniz, ou teorema

fundamental do célculo

b
/ f'(2)dz = £(b) — f(a).

Do que foi visto no Capitulo 6, Parte 1, deduz-se que se f: [a,b] — R é

derivédvel com derivada f’ continua em [a, b] tem-se

b
/ f'(@)dz = f(b) — f(a).

Este resultado é devido a Cauchy, com sua nocao de integral para fungoes
continuas em intervalo fechado.

O conceito de integral de Riemann-Darboux supde f: [a,b] — R limi-
tada. A férmula de Newton-Leibniz vale quando f: [a,b] — R for in-
tegravel a Riemann-Darboux, derivdvel, com derivada f’ integrdvel no
mesmo sentido em [a,b]. Nao é verdade que f: [a,b] — R limitada, in-
tegrdvel a Riemann-Darboux e derivavel, com derivada f’ limitada seja
integravel a Riemann-Darboux. Veja um exemplo em Russell A. Gordon -
The integral of Lebesgue, Denjoy, Perron, and Henstock, AMS, Graduate
Studies in Mathematics, Vol. 4 (1994) pg. 35-36.
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Quando f: [a,b] — R é limitada e integravel & Riemann-Darboux,
derivdvel com derivada, f’ integrdvel no mesmo sentido em [a,b], vale a

férmula de Newton-Leibniz, a saber

b
£(b) — f(a) = / f'(x) d.

Realmente, considerando uma particao P de [a, b] escreve-se

n

F) = fla) =D [flar) — flan-1)] = > (&) (@ — zho1).
k=1 k=1
Sendo f’ integravel, tomando-se limite quando a amplitude méxima de P

tende para zero resulta

b
£() — f(a) = / f'(x) d.

Em 1901 Henri Lebesgue publicou uma nota em “C.R. Acad. Sci. Pa-
ris 132 (1901), pg. 86-88” na qual propde um novo conceito de integral,
contendo os de Cauchy, Riemann-Darboux como casos particulares e elimi-
nando vérias deficiéncias destes conceitos. A férmula de Newton-Leibniz
é valida com as idéias de Lebesgue em contexto mais geral.

Em 2001 completou um século da extraordinaria criacado de Lebesgue.
Ela penetrou no ensino da Andlise Matematica, fazendo parte de todos
os programas de formacao em Matematica, sob a denominacao de Medida
e Integracao. Aconselha-se a leitura do artigo comemorativo de: Jean
Michael BONY, Gustave CHOQUET et Gilles LEBEAU - Le centenaire
de lintegral de Lebesgue, C.R. Acad. Sci. Paris, t. 332, Série I (2001), pg.
85-90, commentaire de Ph. G. Ciarlet et B. Malgrange.

A seguir, serd feita uma andlise suscinta da idéia de Lebesgue. FEle
observou que no caso f: [a,b] — R limitada e MONOTONA, com m e
M sendo o infimo e supremo de f em [a,b], a toda particdo em intervalos
abertos de [m, M| corresponde uma parti¢ao em intervalos abertos de [a, b].

De modo preciso, a qualquer particao P de [m, M] por meio dos pontos

m=y; <yo < <Yp1<Yp=M,
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corresponde uma particdo P de [a, b] em intervalo abertos dada por

a=x1<x2< < Tp_1<xTp =0,

sendo

Ey = (wp—1,2%) = {z € [a,b]; yr—1 < f(2) < yx}
para kK =1,2,...,n. Veja figura 1 abaixo para o caso em que f é crescente
em [a, b].

YA

v

Fig. 1

Resulta que, se f: [a,b] — R for mondtona, serd indiferente considerar

particoes P de [a,b] ou [m, M| para definir as somas de Riemann-Darboux
n n
s=Y yralzr—zr1) e = yrler —wr1).
k=1 k=1

Suponha que f: [a,b] — R ndo mais seja monétona, porém limitada

com m e M infimo e supremo de f em [a,b]. Neste caso, os conjuntos
Ek - {‘T S [a7 b]7 Yk—1 < f(x) < yk}7

nao sao necessariamente intervalos abertos como no caso monoétono. Veja

figura 2 abaixo para um caso simples.
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Fig. 2

Examinando a figura acima observa-se que E}, , k genérico, nao é um inter-
valo aberto mas sim a unido de trés intervalos abertos. Assim, quando f
oscila bastante no intervalo [a, b] os conjuntos E} diferem muito de unides
finitas de intervalos abertos. Todavia, como observa Lebesgue op. cit.,
definindo-se um processo para medir os conjuntos lineares E} , isto é, um
processo que permita atribuir aos Ej, nimeros positivos u(FEy), correspon-
dentes a suas medidas, é possivel definir as somas s e S como no caso
mondétono. De fato, se P é uma partigao de [m, M] em intervalos abertos

(Yk—1, k), define-se

n n
s= 1 p(Er) e S=> ypu(Ep).
k=1 k=1
Resta portanto, caracterizar as fungoes limitadas f: [a,b] — R tais que aos
conjuntos Ey = {x € [a,b]; yp—1 < f(z) < yx}, para k = 1,2,...,n, seja
atribuida uma medida p(FEy). Os conjuntos lineares E C [a, b] para os quais
atribui-se uma medida p(F), Lebesgue denominou conjuntos mensuraveis.
Assim, escolheu as fungdes f: [a,b] — R tais que para todo par

o, B €R com a <, o conjunto
E={z€[a,b]; a < f(z) <p}

seja mensuravel. Uma tal funcao denominou fun¢do mensuravel em [a, b].

Deste modo Lebesgue considerou as fungoes f: [a,b] — R limitadas, men-
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suraveis e as somas

n n
s=> g1 m(Br) e S=) ypu(B),
k=1 k=1
correspondentes a particoes P de [m, M]. Demonstrou que quando a am-
plitude méxima de P converge para zero, se f é limitada e mensuravel, as
somas s e S convergem para um numero £ ao qual denominou a integral
de f em [a,b]. A este nimero denomina-se nos dias de hoje, a integral de
Lebesgue de f: [a,b] — R limitada e mensurdvel. Representa-se o nimero

L por ,
(c) / f() da.

Dada a definicao de integral, Lebesgue ficou devendo a defini¢ao de con-
junto mensuravel. Para esta definicao procedeu como se segue: considera-

se E C [a,b] um subconjunto e (ag,8x) C (a,b), para k € N, subinter-

o
valos tais que £ C |J (a,Bk). A cada uniao de (ag, ;) corresponde o
k=1
o

numero positivo, soma da série convergente > (8r — ai). Quando varia
k=1
a sucessao de subintervalos (g, ;) C (a,b), obtém-se um conjunto de
o0

numeros positivos, formado pelas somas > (8; — o). Ao infimo deste
k=1
conjunto denomina-se medida de E e representa-se por pu(E). Se E€ é o

complemento de E relativamente ao intervalo [a,b], define-se, do mesmo
modo, u(E€). Define-se u((a,b)) = b —a. Diz-se que E C [a,b] é men-
suravel quando

w(E) + p(E) =b—a.

Concluindo: considerando-se as partigdes P de [m, M] para f: [a,b] — R
limitada e mensuravel resulta que os Ej sao mensuraveis e a definicdao de
integral de Lebesgue é perfeita. Demonstra-se que a integral de Lebesgue
contém as de Riemann-Darboux e Cauchy.

A integral de Lebesgue permite reformular varios resultados da Analise
Matemadtica, de modo mais simples e para uma classe mais ampla de

fungoes. Por exemplo, convergéncia e integracao de sucessoes de fungoes,
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convergéncia de séries de Fourier, reformulacdo do teorema de existéncia
para sistemas diferenciais, definicdo da nogao de derivada fraca de Sobolev
e distribuigoes de Schwarz etc. Note que a analise criada por Lebesgue
examina o comportamento das fungoes a menos de conjuntos de medida
nula onde elas podem nao ter um bom comportamento.

A seguir examina-se a férmula de Newton-Leibniz com a integral de
Lebesgue.

e Lebesgue demonstrou que, se f: [a,b] — R é LIMITADA, MEN-
SURAVEL com derivada f' LIMITADA, entdo f’ ¢ integravel e vale a

formula de Newton-Leibniz

b
£(b) = f(a) = (L) / f(z) da.

Note que tudo se passa a menos de um conjunto de medida nula. Resumo
da demonstragao. De fato, inicialmente estende-se f ao intervalo [a,b + 1]

definindo-se

f@)=f®)+ (@ —-0b)f'(b) em [bb+1].
Logo, f é continua e possui derivada limitada em [a,b + 1]. Considerando
a sucessao

on(2) :n[f<x+l> —f(x)} com a<zx<b,

n
resulta que

lim o (2) = f'(x). (1)
As p, sao mensuraveis pois f é continua, e toda fungao continua é men-
surdvel. Logo f’ é mensurdvel, por ser limite de mensuraveis (Lebesgue).
Sendo f’ limitada, por hipdtese, entdao é integrdvel a Lebesgue. Do teo-

rema do valor intermediario de Cauchy obtém-se

1 , 0
on(x) —n[f<a:+ E) — f(x)} =f (a:+ E) para 0<6 < 1.
Sendo f’ limitada, por hipGtese, resulta que a sucessao (¢,,) é limitada.

Dai, pelo teorema da convergéncia limitada de Lebesgue obtém-se
b

b
(L) / f'(z)dz = lim on(z) da.
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Aplicando o teorema do valor intermedidrio a integral de f resulta

/abgpn(a;)dx = n/bb+% f(x)da;—n/amr% f(z)dx

1o+ 5) -1 )

com 6 e " em (0,1). Da continuidade da f, tomando limite quando

n — 0o obtém-se )
©) [ F@ds =10 - fa)
que é a féormula de Newton-Leibniz segundo Lebesgue.

91. No Complemento 67 resolveu-se a equacao funcional
f(st) = f(s) + f(t) para fungoes continuas positivas. Encontrou-se en-
tre as solugbes a fungao logaritmo Neperiano f(s) = logs. No presente
complemento, deseja-se uma representacao desta solucao supondo-se que
a funcao f: R™ — R seja continua, derivdvel com derivada nao nula. De

fato, derivando em relacdo a t e a s obtém-se

tf'(ts)=f'(s) e sf'(ts)=f(t).

Sendo f’ # 0 em todo ponto, obtém-se ¢f'(t) = sf’(s) para todo t, s em
R*, logo sf/(s) = c onde ¢ é uma constante. Assim integrando de 1 a
t > 0 obtém-se

t
f(t):/% quando ¢ =1.
1

Note que f(1) = 0, decorrente da equagao funcional, fazendo ¢ = 1.

Portanto, obtém-se uma representacao integral da solucao derivavel de
f(ts) = f(t) + f(s) dada por

t
d
logt:/ ?s para t > 0. (1)
1

Observe que no Complemento 68 representou-se a solucdo continua

por intermédio do limite a uma sucessao de fungoes continuas, isto é,

logt = lim n(%— 1).

n—o0
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A representacao integral pode ser vista em: Aldo Finzi, Logaritmi - En-
ciclopedia della Matematiche Elementari e Complementi - Vol. 1, Parte I,
Hoepli Ed. 1956. Veja, também, em Felix Klein, Elementary Mathematics

from an Advanced Standpoint, Dover Publications.

Interpretagao Geométrica: Considere o grafico da fungao x — 1/x de
Rt — R, a qual representa uma hipérbole referida as assintotas, como
mostra a figura 1 a seguir. Observando tal figura deduz-se que da repre-
sentacao integral de logt, em (1), é a drea hachuriada.

y

0 1 t X

Fig. 1

Por esta razao o logaritmo Neperiano é também denominado hiperbdlico.
As propriedades da funcao logaritmica podem ser deduzidas de sua repre-
sentacao integral. Sendo definida somente para os nimeros reais positivos

deduz-se, do teorema fundamental do cédlculo que

d 1
— log x =— para z >0,
dx x
a qual pode ser obtida diretamente da definicao. De fato, sendo
l<z<touO<t<z<l, deduzseque 1>1/z> 1/t e integrando de
1 a t relativamente a z, resulta

t—1

5 <logt <t—1.

Cosiderando t = (z + h)/x e dividindo por h > 0, obtém-se
1 1 h) —1 1
- og(z + h) —logx -

z+h h z

Tomando limite quando h — 0, obtém-se a derivada,

d

1
— logx =— com z > 0.
x
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aqual é positiva. Logo, logz é crescente e seu grafico é dado por

Fig. 2

Base de Logaritmos: Considere a hipérbole y = 1/z com z > 0, cujo
grafico estd esbogado na figura 3 abaixo. Toma-se a decomposicao D de
[1,t) dada por

1<t/ <« 2/n < < (n=D)/n - yn/n

Fig. 3

Daf resulta que t~("D/" ¢ ¢=7/" g30 0 supremo e o {nfimo de y=1/z no
ntervalo com estes extremos. As somas de Darboux inferior sp e superior

Sp sao dadas por

sp = En:t—f/" (t’“/" — t’“—l/")

r=1

Sp = it—(r—l)/n (tr/n _ t(r’—l)/n) .

r=1
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Desenvolvendo os calculos obtém-se

n

sD=) (1—t_1/"> =n (1—t1/">

r=1

Sp =3 (#n=1) = (1 1),

r=1

Sendo, para cada D, sp < flt d% < Sp, obtém-se a desigualdade

n(l—t_l/"> <logt<n<t1/"—1>. (2)

Dividindo ambos membros por n e examinando separadamente os termos

da desigualdade (2) resulta
logt\n logt\—n
<1+T> <t<<1—7) . (3)

A solucdo da equacao logt = 1 é unica, pois a funcdo é crescente em
(0,00). A esta solucao denomina-se base do logaritmo e representa-se pelo
numero e, o qual foi estudado na Parte 1. Retornando a desigualdade (3),

sendo t =e e loge =1, obtém-se

1\» 1\
<1—|——) <e<<1——> .
n n
Dai resulta, uma vez mais, que

1\m
e = lim <1+—> .
n

n— o0

Mostre que, de fato, f(t) = flt ds/s é solugao da equagao funcional do
exercicio 67. Para isto, suponha a < b e em f(b) faga a mudanga de

variaveis t = as.

Desigualdades Notaveis

92. Seja z0y um sistema cartesiano ortogonal e y = z® uma funcio

paraz >0 e o > 0. A derivada v’ = az® ! é positiva para « > 0. Logo
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a fungao é crescente para todo x > 0 e estd representada graficamente na
figura 1 abaixo. Assim, possui uma inversa z = y/°.

Considere & > 0 no eixo dos x, n > 0 no eixo dos y e as paralelas aos
eixos por £ e 1 como mostra-se na figura 1. Obtém-se duas figuras com

areas S1 e Sy dadas por

3 a+l n 1/a+1
51:/ z%dx = § e 52:/ yl/ady:L.
0 0

a+1 1/a+1
y 4 y:Xa
LY
Sy '
s, |
0 13 %
Fig. 1

Note que &n ¢ a area do retangulo de base £ e altura 7. Assim,
S1 4 Sy > &n  ocorrendo a igualdade quando 1 = £,

Portanto, resulta que

¢ T,l/(a—l—l)

S Y CEE

Definindop=a+1 e ¢=1/(a+1) tem-se 1/p+1/q =1, sendo p e
g denominados nimeros conjugados . Note que a > 0 implica p > 1 e

q > 1. Logo, para &, n reais positivos e p e ¢ conjugados obtém-se

£n§§+n—q,
P q

a qual é denominada Desigualdade de Holder.

Aplicagoes: 1. Considerou-se ¢2(N), o espaco das sucessdes & = (2, )nen

o
de nimeros reais tais que a série Y x2 é convergente (Parte 1, Cap. 3).
n=1
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No presente complemento considera-se (P(N) para p > 1, o espago
o

das sucessbes © = (T, )nen de nimeros reais tais que a série Y |z,|P seja
n=1
convergente. ¢é claro que tais sucessoes existem. Por exemplo, (1/n),cy

(o]
pertence a ¢P(N) para p > 1, pois >, 1/nP converge (Parte 1, Cap. 3).
n=1
Dados = (§)nen € ¥ = (Mn)neny com x € (P(N) e y € ¢4(N), com

p e ¢ conjugados, isto é, p > 1 e 1/p+ 1/q = 1, considere os nimeros

reais positivos

52% e = |1n|

o0 1/p 0 1/q "
Eer™ " (Em
Da desigualdade de Hélder, obtém-se

1€nl 170 < n P N |1

(ni ’Sn’p)l/p<§1\nn!q>l/q - p(ni\inv) q<n§1 my;) .

Adicionando-se sobre N resulta

>l < () " (S ar) "
n=1 n=1 n=1

Esta é também denominada desigualdade de Hélder em ¢P(N) para
p > 1. Em particular, quando p = 2 resulta ¢ = 2 e a desigualdade

de Holder reduz-se a

S lenml < (S 16) (k)
1

n= n=1 n=
a qual é valida em ¢2(N) e é denominada desigualdade de Cauchy .

2. As desigualdades anteriores referem-se a sucessoes, isto é, funcoes
f: N — R. A analisar dessas desigualdades para o caso de funcgoes re-
ais f:[0,1] — R, é feita substituindo o somatério pela integral. Assim,
em vez de (P(N) com p > 1 considera-se LP(0,1), o qual é constituido
das fungoes u: [0,1] — R tais que a integral fol |u(t)[P dt exista. Por-
tanto, seja u € LP(0,1), v € LY(0,1) com 1/p+1/¢g =1 para p>1 e
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considerando os niimeros reais positivos

|u(®)] v(®)]
= (/1| ()|pd)1/p € n= (/1| ()|qd>1/q
u(t 14 v(t t
0 0
obtém-se pela desigualdade de Holder que

Ju(t

H’v
</01’u(t)]10dt /\v yth /,u ,pdt /,U ‘th

Raciocinando como no caso ¢P(N) e integrando ambos os membros de 0 a

)

u@®)[? @)

1 obtém-se

) 1
/\u ()] dt < /\u )i at) p/]v yiear)”,

a qual é denominada desigualdade de Holder para LP(0,1). Quando p = 2
obtém-se L%(0,1) e a desigualdade de Holder se reduz a

1/2 1 1/2
/|u Dldt < /|u (1) dt) (/ ()P dr) "
0

sendo denominada desigualdade de Cauchy-Schwarz para fungoes do L2(0, 1).

3. Sendo os nimeros p e ¢ com p > 1 conjugados, é habitual dizer que
¢1(N) e L9(0,1) sao, respectivamente, os conjugados de ¢#(N) e LP(0,1).
As desigualdades anteriores dizem respeito ao produto de objetos perten-
centes aos conjuntos, isto é, z € P(N) e y € ¢4(N) ou u € LP(0,1)
e v € L90,1). A seguir investiga-se desigualdades referentes & soma de
objetos de ¢P(N) e LP(0,1). Inicia-se com o caso discreto ¢P(N) e ¢9(N).

Considere z = (§,)nen € P(N) e y = (n)nen € P(N), entao vale a
desigualdade

(Sten+nl) " < (Sler) "+ (k)"
n=1 n=1 n=1

a qual é denominada desigualdade de Minkowski em ¢P(N). De fato, se
1/p+1/g=1¢e ((u)nen € ¢p(N), entao (|Cn|p_1)nEN € (4(N). Sendo
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1€ + 0P < & 4 malP7LEn] + € + 1n ¥ [9n], obtém-se, pela observagdo

acima sobre |(,|P~! e desigualdade de Holder que

ern+nn\P<ern+nn\P 1\§n\+§j!sn+nnwp il <

n=1 n=1

0o /q 0 1/q
(Z\§n+nn!<p—”q> <Z!&#’) +
n=1 n=1
0 0 1/p
(Zmﬁnnﬁp-”q)(ynnw) _
n=1 n=1
) 1/q 00 1/p o 1/p
(ern+nn\p) KZ!@#’) +(Z\nnv’) ]
n=1 n=1 n=1

o9 1/q
Dividindo ambos os membros por < Yo 16 + 77n|) e obsevando que
n=1

1—-1/¢=1/p, tém-se a desiguldade de Minkowski em ¢P(N).
Considerando u € LP(0,1) e v € LP(0,1) a desigualdade de Minkowski
é dada por

u(t) +o(t f”dt ult f”dt pdt v
\ )l

Para demonstré-la emprega-se o mesmo argumento do caso discreto /P(N).
Note que se u € LP(0,1) e |u(t)|P~19 = |u(t)|P, entdo |ulP~! € L9(0,1),

0 que prova ser \u](p_l)q integravel. Assim, faz-se a decomposicao
1
/ [u(t) + o(t)|” dt <
p 1 p 1
/ |u +o(t ‘ |dt+/ !u +o(t ‘ (t)|dt,

aplica-se a desigualdade de Holder ao membro da direita, efetua-se certos

célculos e divide-se ambos os membros por

(/01 u(t) + v dt) "

resultando na desigualdade de Minkowski.
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93. No Exercicio 55 analisando-se a relacio entre integrais impréprias e

séries numéricas, provou-se que a integral improépria

o0
Sen xr
dx
0 X

é convergente. Demonstra-se a seguir que ela nao é absolutamente conver-

/OOo ‘Se;””‘ dz (1)

nao converge. De fato, para qualquer inteiro k > 0, tem-se

gente, isto é, a integral

sen

(k+1)m
/ ‘ dr =
0 X
/ senx‘d +/27r senaz‘dx+ +/(k+1)“ senx‘d%
0 T km x
isto é,
/(k'i‘l)ﬂ’ sen dw:i/(ﬂ"rl) Senx‘ dw
0 Zz n—0nm

Dai, para n >0 e sendo nm < x < (n+ 1)m obtém-se

/(”+1) sen:z:‘d >/(n+1 | sen x| 2
- e (DT (et D

Para calcular a integral de |senx| distinguir os casos n par e n impar.

Portanto,

k (DT son 2 1 1 1
3 oz 2 (145 +5++7)
_0 nm

2 3 E+1

que diverge quando k — co. Logo a integral imprépria (1) é divergente.

94. No Complemento 56 desenvolveu-se um exemplo de funcdes que pos-
suem integral imprépria em (0,00) mas nao convergem para zero no infi-

nito. Um outro exemplo, compare com 535, é dado pela integral imprépria

(n+1
/ sen x dm—Z/ sen 22 dz. (1)
0
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Demonstra-se que a série (1) é convergente. De fato, seu termo geral é

(n+1)m
/ sen 22 dz.
N

Fazendo-se a mudancga de varidveis = = v/z + nm obtém-se

/V (nt1)m 1 /7r sen(z + nm)
0

2
der = = d
. sen x” dx 5 N z
1 [T senz
= (=" = ——— _dz=(-1Da,-
( )2/0 z—i—mrz (=1)an
Portanto,
o 00
/ sen:nzdx:Z(—l)"an. (2)
0 n=0

Para 0 < z < 7 a sucessao (a,) é formada de nimeros positivos de-
crescente para zero. Portanto, cf. Parte 1, Cap.3, Teorema 3.4, a série
alternada do segundo membro de (2) é convergente. Assim, a integral

2

impropria (1) é convergente, mas senz® nao converge para zero quando

T — OQ.

95. Quando se estuda o célculo de primitivas, encontram-se integrais do
tipo
/ sen™ x cos” x dx,

2z, obtém-se

com m, n € N. Por meio da mudanca de varidveis t = sen
w/2 1
2/ sen”™ 1 g cos®™ L xdr = / tml1 — )l dt. (1)
0 0
Motivado por esta relagao- Euler (1747)-, estudou integrais do tipo

1
/ t 11 —#)>"Ldt com a e b reais positivos,
0

cujas propriedades ocuparam muitos matematicos dos séculos XVIII e XIX,

entre eles, Weierstrass, Legendre, Binet e o préprio Euler.
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Essas integrais foram denominadas integrais de Fuler ou euleriana e

representada por Binet por

1
B(a,b):/ 1 — 1)t a,
0

denominada funcao beta de Fuler. Outra funcao também estudada por

Euler foi a funcao denominada gama, a saber

I'(a) = / t"Le™t dt.
0

Legendre (1814) denominava B(a,b) fun¢do euleriana de primeira espécie,
e para a > 0 numero real I'(a) de seqgunda espécie. Para a € N, veja o
Complemento 47. Esta também denomina-se euleriana.

e Fazendo z =1 —t na funcéo beta, obtém-se
B(a,b) = B(b,a).

e Para b=n € N, obtém-se por meio de integrando por partes, que

n—1

B(a,n) =

! a n—2 n—1
t'(1—t)"“dt = —— B(a+ 1,n — 2).
a 0 a

Fazendo n variar: n—1,n—2,...,2, 1, obtém-se
a,a+1l,a+2,...,a+n—1,

resulta que
(n—1)!
B = .
(@n) = ). atn=1

e Também por integracao partes obtém-se

I'a+1) =al'(a) sendo I'(1)=1.
e Para n € N tem-se
IF'a+n)=ala+1)...(a+n—1)I(a).

Sendo (n—1)! I'(a)
B(a,n) = al@a+1)...(a+n—1) T(a)
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obtém-se

I'(n—1)T(a) 2)
I'(a+n)

Esta relacao entre as fungoes beta e gama generaliza-se para a e b reais

B(a,n) =

positivos. O leitor pode consultar Ch la Valle Poussin - Cours d’Analyse
Infinitesimale - Tome II, Dover, 1946, §3.
Observe que as integrais definindo B(a,b) e I'(a) sdo convergentes.
H&a varias outras propriedades das funcoes eulerianas que nao estao

exemplificadas aqui. Entre elas, tem-se
I(z) =V2rm 22 e~ vtz

onde z é um numero real positivo, u(t) = 6/12x e 0 < § < 1. Esta
denomina-se férmula de Stirlling, de aplicacdo quando z € N, dando uma

representagao para o fatorial. Com a substituigao = y/(1+y) obtém-se

a—1

<y
) = | g

com certa utilidade nas aplicagoes.

Fazendo x =y =1/2 em (2) e observando (1) tem-se

rG) =2 [ dr=n com r(}) =

96. Na Parte 1, Cap. 5, analisou-se a férmula de Taylor obtendo-se a
expressao do resto R, sob uma forma particular. Deduz-se neste comple-
mento a férmula de Taylor com o resto sob a forma geral e do resultado
obtido encontram-se outros. De fato, seja f definida em (a,b) com valores
em R um fungdo n vezes continuamente derivavel. Inicia-se fazendo os
célculos para n = 4. Assim, o problema é calcular R4 para a férmula de
Taylor:

(x — x0)?

2!

(x — o)

T f(wo) +

f(@) = f(zo) + f"(x0)+
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onde = e zp pontos de (a,b). Procede-se como no Cap.5 com ligeira
modificacao na definicao da funcao ¢.
Para zo < u < x define-se

(- u)?
2!

i f"(u) = (x — u)P(x — 20) 7P Ry,

f () +

sendo p um parametro sem nenhuma restricao. Resulta que ¢ é conti-
nuamente derivavel e p(x) = 0 para u = xg e u = x. Portanto, pelo
teorema de Rolle existe & € (xg,z), tal que ¢'(§) = 0. Calculando ¢'(u)

obtém-se

oy — @=Ly Cowlp o \-p
) =~ 0 ) = o ) R

Calculada em & = 29 + 6(z — o) com 0 < 6 <1 resulta

(x — )P
plx —&r-1-

No caso geral n opera-se de modo absolutamente andlogo, obtendo

L@ f(e)

Ry = —
4 p3!

Ro= ot (w—gy (g T

p(n —1)! p(x =T
Fazendo h=2—x9 e —§ = (v —x0) +0(x —29) = h(1 — 0) tem-se
= % F™E) onde € =xo+ 0h,

o qual é denominado resto de Roche-Schlémich, e inclue, como caso parti-

Ry,

cular, o de Lagrange e de Cauchy. De fato,

e Se p =n obtém-se ver Parte 1, Cap.5, o de Lagrange

(x — )"
n!

hn n n
Ry = — f(€) = 7).

e Se p =1 tem-se pelo Exercicio 83, o de Cauchy

(1 — )"

1



194 CAPITULO 7. COMPLEMENTOS & EXERCICIOS

Fungoes Convexas

97. Seja J um intervalo aberto de R, uma semi-reta (—o0,0), (0,00)
ou o préprio R, o qual é representado por (—oo,+0o0) e denominado a

reta numérica.

Definicao 1. Diz-se que f: J — R é uma funcdo convexa, quando para

todo par de pontos a, b€ J e X € (0,1) vale a desigualdade
f(/\a +(1- /\)b) < Af(a)+ (1 =N f(b).
Quando vale apenas a estrita desigualdade <, diz-se que f:J — R ¢

estritamente convexa em .J.

Interpretacao Geométrica - Considere uma fungao f: J — R convexa
ea, beJ Sea<xz<b tem-se
x—a

b—a

=0, com 0<6<l1.

Logo, todo = de (a,b) escreve-se
r=a+0b—a)=(1—-60)a+6b, com 0<6<I1.

Tomando A =1—0 tem-se 0 < A < 1. Assim, = em (a,b) escreve-se sob
a forma

x=Aa+ (1-A)pb.
Considere A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)) pontos do gréafico de f em um

sistema ortogonal de coordenadas cartesianas x0y. A reta suporte do seg-

mento AB possui equacao cartesiana

b) — f(a
v =T TD g (1)
—a
Se ¢ é um ponto interior de (a,b) C J, a reta z = ¢ com

c=a+00b—a)=(1—-0)a+60b= X a+ (1—\)b, intercepta o suporte (1)
de AB no ponto de ordenada
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Sendo y. um ponto do segmento AB, obtém-se
Ye=Af(a)+ (1 —=N)f(b) onde 0<A<I1.

Se f:J— R é convexa, entao f(c) = f()\a +(1- )\)b) ¢ menor que Y.
Portanto, para cada par de pontos a e b de J, o grafico estd abaixo da

corda AB como é visto na figura 1.

Y &

Fig. 1

Considere a < z < b. Assim, (z, f(z)) é um ponto do grafico de f em
(a,b) e (z,y,) um ponto da corda AB. Sendo f convexa, tem-se, por
definicao

f(z) <y, paratodo =z € (a,b).

Portanto, sendo f(z) < y,, com

f(b) = f(a)

— (x —a)

Yr = fla) +
a equacao do suporte de A, a qual escreve-se, também, sob a forma

b—x r—a

bo = 7= F(@) + 3= J0),

implica

f($)<b—a: r—a

< e f@) + T 1) @

para todo a < = < b. A desigualdade (2) é outro modo de definir a

convexidade da f.
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Observagao - Fazendo-se 1—\ = u escreve-se da defini¢ao de convexidade
f(Aa+pb) < Af(a) +pf(b) para A+p=1,

onde \ e p sdo numeros positivos. Por meio de (2) obtém-se uma desigual-
dade para funcgoes convexas de utilidade no estudo de suas propriedades.
De fato, adicione — f(a) a ambos os membros de (2). Apds alguns célculos

simples obtém-se

f(z) — fla) _ f(b) = fla)

T —a b—a
para todo a < x < b. De modo andlogo, adicionando-se —f(b) a ambos

os membros de (2) resulta

f(6)~ fa) _ f(b)~ fla)
b—a - b—=x

Dai, sendo f convexa, obtém-se para todo a < z < b que

fo) ~ fla) _ )~ fla) _ fO)~ f(x)

T —a - b—a - b—x

(3)

A desigualadde (3) possui uma interpretagao geométrica. Para fixar idéias,
considere x = ¢ e veja a Fig. 1. Note que o coeficiente angular do suporte

de AC é menor que o de AB que é menor que o de CB.

Funcoes Ponto Médio Convexas: Seja f: J — R e x1 < x9 pontos

interiores a J. Diz-se que f é ponto médio convexa, quando

F(BT2) < 2 () + Fa)

Se f é ponto médio convexa, entao

f(:m + 29 l—x?, +:E4) < i[f(xl) + f(z2) + f(x3) +f(x4)].

Por inducao, demonstra-se que

F(EETRE Y < L) 4 fan) oot )]

n



7.2. COMPLEMENTOS & EXERCICIOS

197

para n = 2P com p € N. Mostra-se, a seguir, que se vale para os nimeros

2P vale para todo natural n € N. De fato, dado n € N seja p € N tal que

2P > n. Defina-se
Tem-se, por hipotese e definicao de xp41, Tpio, ..., Top que

1
f[Z—p (331+"'+3§‘n+3§‘n+1+“‘+$2p):| <

o[£ 44 @) 4 )+ 4 flaw)] =
o [Fan) o ) + (@ - (BT

Observe que

1
— (@1t Tyt T+ aw) =

op
1 2P —n 1
2—p(a:1+---+xn)+ 5 ﬁ(a:1+x2+"~+xn):

{ 210_”{_{_1( + + )
2p » n on n't Tn)-

Substituindo na igualdade anterior, obtém-se

f<x1 +-7-1-+:17n) <

o7 [F@n) + o 4 oy + 22— mf

Assim,

Y < 2%[1’(9;1) bt flan) + (22— n)Y.]

Resolvendo em Y, obtém-se nY < f(z1) +--- f(zy,) ou

n n

para todo n € N.
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Proposicao 1 - (Jansen 1906) Se f: J — R é continua e ponto médio

convexo, entdao f é convexa.

Demonstracao: Seja a, b€ J com a <b e n, k € Ncom k < n. De (4)

obtém-se
F(E a2 < k@ + - ks = p@ + B )

Portanto, vale para A racional com 0 < A < 1. Da continuidade da f
resulta que vale para A real com 0 < A\ < 1.
Exemplo: Considere f: (0,00) — R definida por f(z) = 1/x - Mostre que

f é convexa. De fato, sendo f continua é suficiente provar que

(%50 < S 1@ + 1))

atby _ 2 1
T)——b——sendo M,

para todo par a, b em (0,00). Tem-se f( e

média aritmética. Também

1 1,1 1 1
QU@+ 100 =5(3+3) =3

com M; média harmoénica. Do Complemento 5 sabe-se que Mj, < M,.
Logo f é ponto médio convexa, e da Proposi¢ao 1 resulta que f é convexa.
A seguir serd obtido um critério de convexidade por meio da deri-

vabilidade da funcao.

Proposigao 2 - Seja f: J — R duas vezes continuamente derivavel. Uma
condigao necessaria e suficiente para que f seja convexa em J é que possua

derivada segunda positiva.

Demonstracgao: Da desigualdade (3), para f convexa, dados 1 < x3 e
x1 + h < z2 + h, obtém-se

flxr+h) = flz1) _ flza+h) = flzo)
h - h

Quando h — 0, tem-se

f(z1) < f'(z2) para z1 <.
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Portanto, f’ é crescente, o que implica f” positiva, provando que a
condigdo é necessaria. Para provar a suficiéncia de f” > 0, considere
z,y € J e 0 < A < 1. Do teorema do valor intermedidrio existem
r<&§ <A+ 1-ANy<&<ye& << & aserem empregados

no decorrer da demonstracdo. Deve-se provar que
K(z,y,\) = f(Az + (1= Ny) = Af(z) — (1 =N f(y)
é negativa ou nula. De fato, sendo f(z) = Af(z) + (1 — A)f(z) tem-se
A = AMQr+(1-X) - (1=NfOz+ (1= N)y)
“AM(@) = (1 =Nfy) = A[f(hx+ (1= Ny) - f(2)]
A =Nz + (1= Ny) — f(y)]-

Do teorema do valor intermediario, resulta

K(z,y,A) = M1 =X [f (&) = f(&2)] = =M1 = N[ (&) — F(&)]-

Aplicando uma vez mais o teorema do valor intermediario e observando
que f”(£) >0, obtém-se

K(Z’,y, )‘) = _)‘(1 - )‘)(y - Z’)(§2 - Sl)f”(f) <0.

Aplicagao: Outra demonstragao da desigualdade de Holder. Considere a
fungao f: (0,+00) — Rt definida por f(z) = e”. Note que f convexa
porque f”(xz)=e" >0 em (0,+00). Logo

f(Zlogz + plogy) < Af(logz) + uf(logy),

onde A e p sdo positivos e A+p = 1. Note que f(logz) =z, f(logy) =y
e f(Alogx + plogy) = f(logaz?y*) = z*y*. Portanto, da desigualdade

anterior deduz-se
Pyt <Az +py com A+p=1.

Considere A =1/p, p=1/q e faga zP em lugar de =z e y? em lugar de
y. Assim, obtém-se

P q 1 1

zy<—+— com —+-=1.

p q p q
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Esta é a desigualdade obtida no Complemento 96. Por este motivo a

desigualdade de Holder é denominada desigualdade de convexidade.

Integrais impréprias segundo Cauchy-Riemann e Lebesgue

98. Definiu-se na Parte 1, Cap. 6, §6.5 a nocao de integral de funcoes reais
em partes nao limitadas de R do tipo (—o0,a), (b, +00) e de fungoes defi-
nidas em intervalos limitados do tipo (a, b) possuindo singularidades. Estas
foram denominadas integrais imprdprias , cujas definigoes sao relembradas
a seguir.

Considere f: (a,4+00) = R e (a,b) um intervalo contido em (a, +00),
isto é, a < b < co. Supoe-se a restrigdo de f ao subintervalo (a, b) integravel

a Cauchy-Riemann para todo (a,b) C (a,+00). Assim a fungao

b
() = / f(z) da

é bem definida em (a,+00). Quando existe blim ©(b), i.é., finito, diz-se
—00
que f possui uma integral improépria segundo Cauchy-Riemann em (a, +00)

e escreve-se )
/ f(z)dx = lim f(z)dz.
a b—oo J,

Em Complemento 55 foi visto que a funcao

sen T

se 0<ax < oo,
1 se x =0,

possui integral imprépria segundo Cauchy-Riemann em (0, 00).

No Complemento 90 viu-se como Lebesgue idealizou o conceito de
integral em um intervalo (a,b) com —oo < a < b < 400 a qual contém a
integral de Cauchy-Riemann. Isto significa dizer que toda func¢ao integravel
a Cauchy-Riemann é a Lebesgue, mas a reciproca nao é valida em geral.
A seguir considera-se o caso nao limitado. Ou seja, f: (a,+00) — R,
define-se integral improépria segundo Lebesgue e verifica-se que ha funcoes

que possuem integral imprépria a Cauchy-Riemann mas nao a Lebesgue.
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De fato, seja f: (a,+00) — R integrdvel a Lebesgue em todo subintervalo
(a,b) C (0,400). As fungoes parte positiva p* e parte negativa ¢, veja
estes conceitos na Seccao 6.4, definidas em (0,400) com valores em R

por
b b
ot () = / frayde o o ()= / (@) de

sdo positivas e crescentes, porque f* >0 e f~ > 0. Logo possuem limite

quando b — co. Se estes limites sao finitos, define-se
+0o0o +oo
/ fH(z)dx = lim " (b) e / f(z)dz = lim ¢ (b)
a b—oo a b—oo

dizendo-se que f possui uma integral imprépria segundo Lebesgue em

(a,+00) definida por

/aoof(x)d:n: /:OOfJ’(x)d:n—/Jroof—(:U)dx.

a
Portanto, se existe a integral imprépria segundo Lebesgue de f em (a, +00),

resulta que existe a integral imprépria do médulo de fisto é, |f| = fT+f~

[ = [ @i [T @

e reciprocamente.

dada por

Exemplo: Foi visto que

possui integral impropria de Cauchy-Riemann, veja Complemento 55. En-
tretanto foi visto no Complemento 93 que seu médulo |f| nao possui in-
tegral impropria segundo Lebesgue, logo f nao possui integral impropria
segundo Lebesgue.

99. A seguir estuda-se um resultado de Abel (1802-1829) sobre con-

vergéncia de séries numéricas, o qual tem uma generalizacao para integrais

impréprias, consultar G. H. Hardy op.cit. §179 e 185.
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e Abel sobre Séries Numéricas. Considere uma sucessao (up)nen de
o

numeros reais positivos e decrescente, tal que a série ) w, seja conver-
n=1
gente. Entao lim (nwu,) = 0. De fato, sendo a série convergente seu resto
n— oo

Rp41 = Upy1 + Upto + ... converge para zero quando n — oo. Sendo

u, >0 para n=1,2,... resulta que
Upy1 + Upgo + -+ + U2y — 0 quando n — oo
por ser dominada por R,y1. Sendo
UL Z U > 2 Upgp] = 00 2 Uy = e
conclui-se que w4 > u2, para k=1,2,...,n. Logo,

nugy < Upy1 + Upgo + - +up < Rpy1 =0 quando n — oo.

Dai obtém-se lim, o (2nug,) = 2lim, oo (nug,) = 0, valendo o resul-
tado para os nimeros pares de N. Suponha para os impares 2n + 1.

Entao, wugnt1 < ugn, pois (u,) é decrescente. Portanto,
(2n 4+ Dugpt1 < [(2n + 1)(2nugy)]/2n,

e sendo u, > 0, tem-se

2 1
lim (2n + Dugpy1 < lim ( nt > lim (2nugy) =0 para todo n.

n—00 n—00 on n—00
Concluindo-se que lim (nwu,) = 0 para todo n € N.
n—oo

Exemplos:
o0

e Suponha u, = 1/n, entdo a série harmonica Y u, estd nas condicoes
n=1
de Abel. Sendo lim nu, =1, a série ndo converge. Veja Parte 1, Cap. 3.
n—oo

e Igual exemplo para a progressao geométrica u, = a + nb para

o0
a>0, b>0 e neN. Asérie Y 1/(a+ nb) é divergente, pois
n=1

. 1
lim nu, = - > 0.
n—o00 b
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e Abel sobre Integrais Impréprias. Hardy generalizou o caso anterior
para integrais impréprias. Mudando de notacao, faz-se u, = ¢(n) sendo
¢: N — R. Abel considerou:

¢: N — R uma sucessao de nimeros reais positivos

e decrescente para todo n € N, isto é,
¢(1) 2 ¢(2) = -+ = ¢(n) =

o0
A série Z ¢(n) é convergente.

Conclusao: li_)m non)=0

e Generalizacao de Hardy para integrais improprias.

¢: R — R uma fungao positiva e decrescente.
[e.e]
A integral impropria / ¢(x) dx é convergente.
a
Conclusao: lim z¢(z) = 0.
T—00

De fato, para fixar idéias faca a = 0. Logo, a integral fo x)dx é
convergente, logo por definicdo, cf. Parte 1, Cap. 6, §6.5, tem-se

13
/ o(x)dr = hm o(x) dx. (1)
0

Para &€ =n € N, obtém-se

/On o(z)dx = kzn::l/k: ¢(z) dx

k

€ se

k—1
[ee]
de (1) deduz-se que a série Y f(k) é convergente. Tem-se também que

k=1
f(k) > 0 para todo k € N. Esta sucessao é decrescente porque ¢: R — R

é decrescente. Do resultado de Abel para séries numéricas, obtém-se

Ji 16 =
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Deve-se provar que mh_)noloa;(b(a;) = 0. De fato, para k < z < k+1 e
sendo ¢ decrescente resulta ¢(x) < ¢(k) e xzd(x) < z¢(k) para x > 0.
Ou ainda, = ¢(x) < (k+ 1)o(k) = kp(k) + ¢(k). Tem-se, por Abel, que
k¢(k) — 0 quando k — oo. Por outro lado, ¢(k) — 0 por ser termo geral

de uma série convergente. Assim, resulta que z ¢(x) — 0 quando = — oo.

Exemplo: Seja ¢(z) =1/(a+bx) com a, b>0 e x > 0. Entao fooo afgm

nao converge, pois lim z¢(z) =1/b > 0.

T—00
100. No que se segue analisa-se um teorema de Dirichlet (1805 - 1859)
sobre séries numéricas que se estende para integrais impréprias, semelhante

ao resultado de Abel visto no Complemento 99.

e Dirichlet sobre Séries Numéricas. Suponha (¢,) uma sucessao de
niimeros positivos, decrescente, convergente para zero e Y a, uma série
numérica cuja sucessao das somas parciais (s,) com s, = aj+ag+---+ay,
é limitada. Entao a série ) a,¢, é convergente. Para demonstrar esta

assercao, considera-se o algoritmo de Abel, isto é, para cada v € N tem-se
n n
Zau ¢u = ZS”(QS” —ﬁbu—l—l) + Sn ¢n+1- (1)
v=1 v=1

Observagao - Para demonstrar (1) procede-se como se segue. Para cada

v € N, tem-se

ay (bu - (31/ - Su—l)(bu =Sy (bu - Sl/—l(bl/

= Sy ¢V — Sy ¢I/+l + sy (bu—i-l - 31/—1(251/7

isto é
ay by = 8u(v — Put1) — Su—10y + Su Pu1 -
Convencionando sg =0 e somando em v =1,2,...,n, obtém-se a identi-
dade (1) de Abel.
Para demonstrar o resultado de Dirichlet, observe que (¢,) é decres-
cente, assim ¢, — ¢,+1 > 0 para todo v € N. Portanto, a série de

termos positivos (g1 — @) + (62 — d3) + -+ + (6 — Gup1) + ... pos-
sui soma parcial de ordem n igual a ¢; — ¢, que converge para zero,
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pois lim ¢, = 0 por hipdtese. Logo esta série é convergente. Por
n—oo

hipétese, a sucessao (s,) de somas parciais da série > a, é limitada,

isto é, |s,| < K para todo n e K > 0. Consequentemente a série

o
> sy (¢ — duy1) € absolutamente convergente, pois é dominada em valor
v=1

o
absoluto pela série convergente K > (¢, — ¢41). Portanto, a sucessao de
v=1
o
somas parciais da série Y s, (¢, — ¢,41) converge para um limite finito,
v=1

n
isto ¢ lim > s,(¢, — ¢p11) existe. Por hipétese, lim ¢,11 =0 e (s5)
n—oo ;7] n—00
é limitada, logo lim s, ¢n+1 = 0. Resulta destas duas tltimas assergoes
n— oo

que se n — oo existe o limite de

Z ay ¢V = Z 31/((251/ - (bu—i-l) + Sn ¢n+17
v=1 v=1

o
portanto, > a, ¢, é convergente.
v=1

Corolario 1. Seja (¢,) uma sucessao de nimeros positivos, decrescente

o0
com lim ¢, = L, nao necessariamente zero. Se Y. a, ¢ convergente a
n—o0
n=1

[e.e]
série > an ¢n € convergente.
n=1

Demonstracgao: Considera-se a sucessao (¢, — L) de nimeros positivos,
decrescente convergente para zero. Sendo Y a, convergente a sucessao

de somas parciais (s,) ¢é convergente, logo limitada. Pelo resultado de

o0

Dirichlet pode-se concluir que a série Y a,(¢, — L) é convergente. Sendo
n=1

a, ¢ = a, (¢, — L) — La,, resulta que > a, ¢, é convergente.

o0 [e.e]
Aplicagao: Estudar a convergéncia das séries ) ST e 3 ST com
v=1

v=1 =
s > 0. Para reduzir ao teorema de Dirichlet considera-se, para a primeira

série a, = cosvm e a, = senvm para a segunda. Tem-se ¢, = 1/v° com
s > 0, é decrescente, de niimeros positivos e convergente para zero. Esta
sucessao, para s > 0 estd nas condigoes de Dirichlet. Considere 6 nao

multiplo de 2.
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Calculo das reduzidas C,, e S, das séries em co-seno e seno: dos

numeros complexos obtém-se

n

Cp+1iS, = Z cos vl + i Z senvf = Z(cos vl + isenvf)
v=1 v=1

v=1
n

= Z(cos@—kz’sen@)”:i:z”,
v=1

v=1
sendo z = cosf + isenf. Tem-se

2
_1|

n n n
2" =1 . Z" =1
Zz":z e |C’n—|—zSn|§‘z ‘g

— z—1 z—1 |z
Note que |Cy| e |S,| sdo menores que |C, + iSy,|, o qual é menor que
|z271| independente de n € N. Portanto, as séries > cosvf e » senvf

possuem as reduzidas limitadas. Portanto, se s e # nao sdao multiplo
(o]

de zm, segue que a primeira série ) Coj—s”@ é convergente para s > 0.
v=1

Examine a segunda série.

e Dirichlet sobre Integrais Impréprias. Resumindo o resultado

acima demonstrado, obtém-se:

(¢n) sucessiao de mimeros positivos, decrescentes para zero e » . ay Série

numérica cuja sucessao das somas parciais € limitada. FEntao a série

> andyn € convergente.

Este resultado possui sua generalizacdo natural para integrais improé-
prias, cf. Titchmarsh, op. cit. De fato, seja ¢: Rt — R continuamente

derivével, decrescente com lim ¢(z) =0 e f: RT — R tal que a integral
T—00

F(z) = /a:v f(s)ds

seja limitada e valha o teorema fundamental do calculo. Entao, a integral
imprépria
[ee]
/ f(@)p(x)dr é convergente.
a

De fato, prova-se que o

lim ’ f(x)o(x) dx

a
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existe. Integrando por partes, tem-se

13 £
/ f(@)é() dz = F€)B(E) + / (—¢ (@) () de,

pois F(a) =0 e F'(z) = f(z). Assim, obtém-se:
. hm F(&)¢(&) =0, pois F ¢é limitada e ¢(§) — 0, quando £ — oc.

o hm/ x)dx é finito, pois F ¢é limitada, —¢'(z) > 0 e

) — 0, quando 5 — 00. Logo, existe a integral impropria

/ " i @)é(a) de

Aplicacgoes:
(1) As integrais

o0 o0
sen T CcoS X
dr e dzx
0 T 1 T

sao convergentes, ¢(r) = 1/x com x >0 e f(x) =senx ou cosx para
x> 1.

(2) Examinar a integral

sen
/ dr com s> 0.
0

s

“Toda explicagao fica pela metade,
pois o homem nao consegue termina-la”

Ecl. IV. 8
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